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物理 学 是 研究 物质 、 能 量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 
生命 、 材 料 、 信 息 、 能 源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ， 同 时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交 
叉 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 欧 争 日 趋 激 烈 的 今天 ， 物理 学 不 
仅 因 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ， 而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 
进程 中 发 挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 ， 随 着 中 国政 治 、 经 济 、 教 育 、 文 化 
等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ， 我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ， 做 出 了 很 
多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 
时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快 速 发 展 的 背景 下 ， 近 年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 
齐 放 的 良好 态势 ， 在 知识 传承 、 学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替代 的 
作用 。 从 男 一 方面 看 ， 尽 管 国内 各 出 版 社 相 继 推出 了 一 些 质量 很 高 的 物理 教材 
和 图 书 ， 但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ， 深 入 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科学 
技术 之 间 的 渊源 ， 并 针对 不 同 层次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 ， 仍 是 
我 国 科学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 、 加 快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 ， 特 别 是 展现 近 
年 来 中 国 物理 学 者 的 研究 水 平和 成 果 ， 北 京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 文 
持 下 推出 了 “中 外 物理 学 精品 书 系 "， 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 
该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 项 尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 
学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活路 的 专家 ， 确保 了 整套 从 书 的 权威 性 和 前 
脆性 。 

这 套 书 系 内 容 丰 富 ， 涵 盖 面 广 ， 可 读 性 强 ， 其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 
展 的 梳理 和 总 结 ， 也 有 对 正在 莲 勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展 示 ; 既 引 进 和 介 
绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ， 也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物 理 的 优秀 
专著 。 可 以 说 ,“ 中 外 物理 学 精品 书 系 ” 力 图 完整 呈现 近 现 代 世 界 和 中 国 物 理 


2 数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 


科学 发 展 的 全 貌 ， 是 一 部 日 前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价 值 和 阅读 乐趣 的 经 
典 物 理 丛书 。 

“中 外 物理 学 精品 书 系 ” 另 一 个 突出 特点 是 , 在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “ 请 
进来 ”的 同时 ， 也 将 我 国 近 现代 物理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 "。 物 理学 科 在 世界 范 
围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动态 ， 可 以 满 
足 当 前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 另 一 方面 ， 改 革 开 放 几 十 年 来 ， 
我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 , 一 大 批 具 有 较 高 学 术 价值 的 著作 相继 问世 。 
这 套 丛 书 首 次 将 一 些 中 国 物 理学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 国际 相 
关 研 究 的 主流 领域 ， 使 世界 对 中 国 物 理学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 了 解 ， 不 
仅 充 分 展示 出 中 国 物 理学 研究 和 积累 的 “ 硬 实 力 "， 也 向 世界 主动 传播 我 国 科技 
文化 领域 不 断 创新 的 “ 软 实力 ”， 对 全 面 提升 中 国 科 学 、 教 育 和 文化 领域 的 国际 
形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 ,“ 中 外 物理 学 精品 书 系 ”还 对 中 国 近 现代 物理 学 科 的 经 典 著 
作 进 行 了 全 面 收 录 。20 世纪 以 来 ， 中 国 物 理 界 诞生 了 很 多 经 典 作品 ， 但 当时 
大 都 分 散 出 版 ， 如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ， 读 者 
们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 ， 未 见 其 真 ” -该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 
很 大 工夫 ， 对 中 国 物理 学 科 不 同时 期 、 不 同 分 支 的 经 典 著作 进行 了 系统 的 整理 
和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意 义 和 社 会 价值 ， 不 仅 可 以 很 好 地 保护 
和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文献 ， 充 分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ， 更 能 使 广 
大 物理 学 人 和 青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ， 真 正 
领悟 到 老 一 辈 科 学 家 严谨 求实 、 追 求 卓越 、 博 大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科 学 技术 大 会 上 指出 ,“ 加 强 基 础 研究 是 提升 
国家 创新 能 力 、 积 累 智力 资本 的 重要 途径 ， 是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 
件 "”。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ， 而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相 
信 ， 这 套 “ 中 外 物理 学 精品 书 系 ”的 出 版 ， 不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 人 研究 物理 学 
的 人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 、 智 力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ， 也 将 进一步 推动 其 他 
相关 基础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ， 为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 
贡献 。 


“中 外 物理 学 精品 书 系 ” 编 委 会 ”主任 
中 国 科 学 院 院 士 ， 北 京 大 学 教授 
王 恩 哥 
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本 书 共 十 六 章 . 内 容 比较 独立 的 是 第 一 章 与 第 十 章 . 前 者 涉及 解析 
函数 理论 中 的 部 分 基本 问题 , 后 者 讨论 了 FT 函数 及 相关 函数 的 医 级 数 展 
开 ， 以 及 与 之 有 关 的 级 数 与 积分 ， 其余 各 章 大 体 可 分 为 三 部 分 . 

第 二 章 到 第 五 章 围绕 无 穷 级 数 而 展开 . 内 容 包括 : 一 、 由 解析 函数 


， Taylor 展开 而 演绎 出 的 各 种 变型 ; 二 、 将 常 微分 方程 的 时 级 数 解法 用 于 | 
i AXUREEGUECARULNUUE. 三 、 卷 积 型 级 数 的 M6bius 反 演 问题 。 2 
* 第 六 章 至 第 九 章 的 中 心 是 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 ,包括 从 一 些 简 t 
i 单 的 积分 出 发 而 演绎 出 许多 新 的 积分 ， 特 别 是 ， 笔 者 综合 已 有 的 引 理 ， 尿 
i 提出 了 一 个 新 的 引 理 ; 并 在 此 基础 上 , 建立 了 计算 含 三 角 函 数 无 穷 积 分 j| 
;的 新 方法 ， Í 
b 第 十 一 章 至 第 十 六 章 讨 论 的 是 积分 变换 ， 介 绍 了 有 关 Fourier kA 4 
i m Laplace 变换 的 一 些 理论 问题 . 书 中 还 介绍 了 Mellin 变换 , 它 与 Fourier ， 
3 ERR Laplace 变换 密切 相关 ， 是 处 理 某 类 问题 的 有 用 工具 ， 在 计算 涉 3j 
i 及 柱 函 数 的 积分 时 尤为 突出 . : 
$ 本 书 不 是 数学 物理 方法 的 教材 , 而 是 笔者 对 于 传统 教材 内 容 的 解读 : 
i 与 发 挥 . 书 中 还 汇集 了 笔者 自己 的 许多 计算 ， 例 如， 有 超过 700 个 积分 7 
;及 300 多 个 和 式 (有 限 和 或 无 穷 级 数 ) 的 计算 结果 . : 
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五 十 余年 前 , 笔者 就 读 于 北京 大 学 物理 系 , 得 到 诸位 前 辈 大 师 的 教诲 . 毕业 之 
后 , 更 在 王 竹 溪 与 郭 敦 仁 二 位 先生 的 指导 下 ,从 事 数 学 物理 方法 课程 的 教学 , 迄今 
已 届 五 十 载 . 笔者 得 到 了 二 位 先生 生前 的 诸多 教 益 . 在 教学 实践 中 , 面 对 学 生 的 各 
种 诗 问 , 促进 了 对 于 相关 问题 的 深入 思考 ; 在 与 校内 外 同行 的 交流 切磋 中 , 更 获 益 
良 多 . 退休 以 后 ， 笔 者 将 这 些 收获 与 记录 , 汇集 为 《数学 物理 方法 专题 一 一 复 变 
函数 与 积分 变换 》 及 《数学 物理 方法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》 二 书 ， 以 此 
奉献 给 中 国 近代 物理 教育 100 年 . 

需要 说 明 , 这 两 本 书 都 不 是 数学 物理 方法 的 教材 , 而 是 笔者 备课 与 教学 过 程 中 
笔记 与 练习 的 汇集 . 从 某 种 意义 上 说 , 这 两 本 书 所 涉及 的 内 容 , 恰恰 是 在 传统 教材 
之 外 , 包括 笔者 对 于 教材 中 正面 表述 之 外 的 解读 与 发 挥 . 笔者 以 一 孔 之 见 , 希望 能 
就 教 于 国内 从 事 数 学 物理 方法 课程 教学 的 同行 ,希望 能 对 于 此 门 课程 的 教学 有 所 
1328. 需要 特别 申明 , 这 两 本 书 均 不 以 数学 物理 方法 的 初学 者 为 对 象 . 当然 , 对 于 
已 经 学 习 并 掌握 了 数学 物理 方法 课程 基本 内 容 的 青年 学 子 来 说 ， 这 两 本 书 或 许 也 
能 成 为 他 们 进一步 学 习 与 思考 的 辅助 读物 . 他 们 将 会 发 现 , 从 已 有 的 知识 出 发 , 只 
要 再 往 前 迈 一 小 步 ， 展 现在 面前 的 将 是 一 片 绚丽 多 彩 的 新 天 地 ， 

正 因为 不 是 教材 , 所 以 这 两 本 书 的 内 容 不 受 教 学 大 纲 的 约束 , 与 数学 物理 方法 
传统 教材 基本 上 不 相 重 复 , 既 不 追求 与 数学 物理 方法 教材 的 完全 对 应 与 覆盖 , 也 不 
刻意 追求 理论 的 系统 性 与 完整 性 . 书 中 有 些 内 容 可 能 是 教材 的 补充 与 提高 , 但 也 有 
不 少 内 容 是 现在 教学 中 所 不 涉 猫 的. 

正 因为 不 是 教材 , 所 以 这 两 本 书 可 能 存在 内 容 前 后 倒置 的 情形 . 尽管 在 整理 书 
稿 时 , 尽量 希望 理 顺 各 章节 乃至 具体 内 容 的 前 后 次 序 , 但 也 不 排除 有 前 面 的 内 容 需 
要 用 到 后 面 的 知识 . 

或 许 值得 提 到 , 这 两 本 书 中 汇集 了 笔者 自己 的 许多 计算 . 例如 , 这 两 本 书 中 提 
供 了 超过 1200 个 积分 及 超过 1200 个 和 式 (有 限 和 或 无 穷 级 数 ) 的 计算 , 这 些 结果 ， 
绝 大 多 数 都 未 出 现在 I. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik 的 千 页 巨著 Table of Integrals, 
Series, and Products (Tth ed., Elsevier (Singapore) Pte Ltd., 2007) "P. 

或 许 这 就 是 这 两 本 书 的 特点 . 
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本 书 《 数 学 物理 方法 专题 一 一 复 变 函数 与 积分 变换 》, 共 十 六 章 . 内 容 比 较 独 
立 的 有 两 章 , 即 第 一 章 与 第 十 章 . 第 一 章 涉 及 解析 函数 理论 中 的 部 分 基本 问题 , 包 
括 以 问答 形式 讨论 了 数学 物理 方法 课程 教学 中 的 若干 常见 而 教材 中 又 很 少 展开 的 
问题 . 第 十 章 则 讨论 了 工 函数 的 索 级 数 展开 ， 以 及 与 工 函数 (包括 B 函数 与 由 PR 
数 ) 有 关 的 级 数 与 积分 . 在 本 书 的 其 余 章节 中 会 引用 到 其 中 的 部 分 结果 . 

除了 这 两 章 之 外 , 其余 各 章 大 体 上 可 分 为 三 个 板块 : 

第 二 章 到 第 五 章 是 一 个 板块 , 围绕 无 穷 级 数 而 展开 . 在 给 出 了 几 个 略 带 技巧 的 
展开 式 后 , 第 二 章 与 第 三 章 进一步 介绍 了 根据 解析 函数 Taylor 展开 而 演绎 出 的 各 
种 变型 , 包括 Lagrange 展开 公式 、 倍 乘 公 式 以 及 加 法 公式 . 这 些 理论 公式 , 大 部 分 
已 由 前 人 导出 . 笔者 的 工作 是 将 它们 系统 地 应 用 于 常见 的 特殊 函数 , 得 到 了 200 多 
个 公式 , 其 中 只 有 极 少数 几 个 能 在 现 有 的 文献 中 找到 . 第 四 章 并 非 直接 讨论 常 微分 
方程 的 寡 级 数 解 法 , 而 是 讨论 了 它 的 一 种 特殊 应 用 : 将 已 知 函数 的 圳 级 数 展开 问 题 
转化 为 求 常 微分 方程 震级 数 解 的 问题 . 进一步 发 展 这 一 思想 , 也 可 以 将 已 知 函数 的 
级 数 展开 问题 转化 为 偏 微分 方程 的 求解 问题 , 这 方面 的 例子 可 以 在 《数学 物理 方法 
专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》 一 书 中 找到 . 第 五 章 介绍 了 卷 积 型 级 数 的 Möbius 
R. 这 一 创见 是 由 陈 难 先 院士 提出 的 , 他 称 之 为 加 性 Mobius R, 应 用 于 求解 
Fermi 体系 的 逆 问 题 . 该 章 讨论 了 各 类 特殊 函数 的 Mobius 反 演 ,特别 是 涉及 柱 函 
数 的 级 数 反 演 ， 也 得 到 了 100 多 个 新 结果 ， 遗憾 的 是 未 能 给 出 在 物理 问题 中 的 应 
H. 将 卷 积 型 级 数 Mobius 反 演 的 思想 发 展 ， 由 离散 过 渡 到 连续 ,可 以 建立 卷 积 型 
积分 变换 的 Mobius 反 演 ( 见 85.4), 但 未 展开 . 

第 六 章 至 第 九 章 是 另 一 个 板块 ， 中心 是 应 用 留 数 定理 计算 定 积 分 . 第 六 章 按 
照 围 道 分 类 , 介绍 了 几 种 基本 的 围 道 , 计算 了 形式 各 异 的 儿 十 个 定 积分 . 这 里 需要 
特别 提 到 $6.6. 笔者 综合 已 有 的 引 理 , 提出 了 一 个 新 的 引 理 ; 在 此 基础 上 , 建立 了 
计算 含 三 角 函 数 无 穷 积分 的 新 方法 . 采用 这 一 方法 , 原来 一 些 较 难 (或 较 烦 ) 计算 
的 积分 , 现在 就 可 以 方便 地 计算 出 . 第 七 章 是 第 六 章 的 继续 , 但 仅 限 于 多 值 函数 的 
积分 , 着 重 于 介绍 应 用 留 数 定理 计算 时 , 如 何 选择 合适 的 复 变 积分 , 亦 即 被 积 函 数 
与 积分 围 道 . 第 八 章 又 是 前 两 章 的 发 展 . 通过 变量 代 换 将 Jordan. 引 理 变换 为 处 理 
本 性 奇 点 出 现在 有 限 远 处 (例如 坐标 原点 ) 的 情形 ,从 而 可 以 计算 形式 更 为 复杂 的 
积分 . 将 半圆 形 围 道 加 以 修正 , 又 计算 了 三 角 函 数 在 有 界 区 间 上 的 瑕 积分 . 在 应 用 
留 数 定理 计算 定 积 分 时 , 经 常用 到 半圆 形 的 围 道 . 在 多 数 情 况 下 , 当 圆 弧 的 半径 趋 
于 ce 时 , 沿 半圆 弧 的 积分 趋 于 确定 的 极限 , 0 或 者 非 零 极限 值 . 该 章 88.3 还 讨论 
了 沿 半圆 弧 的 积分 极限 不 存在 的 情形 . 只 要 ( 实 的 ) 定 积 分 确实 存在 , 那么 这 些 发 


前 


散 项 总 会 互相 抵消 . 第 九 章 则 是 从 一 些 简单 的 积分 出 发 , 或 是 稍 作 变化 后 而 重新 组 
fr. 或 是 将 积分 构成 的 无 穷 级 数 求 和 ， 从 而 演绎 出 许多 新 的 积分 . 在 这 几 章 中 出 现 
了 500 多 个 积分 , 但 多 数 也 难以 在 前 述 Table of Integrals, Series, and Products 一 
书 中 找到 . 

第 十 一 章 至 第 十 六 章 是 又 一 个 板块 , 讨论 的 是 积分 变换 , 包括 Fourier 变换 、 
Laplace 变换 和 Mellin 变换 . 第 十 一 章 和 第 十 二 章 先后 简要 介绍 了 Fourier 级 数 和 
Fourier 积分 收敛 性 的 基本 结论 , 并 应 用 Fourier 变换 方法 计算 了 一 些 积分 , 包括 初 
等 函数 的 积分 和 特殊 函数 的 积分 . 在 计算 这 些 积分 时 ，Fourier 变换 方法 特别 有 效 ， 
而 Fourier 变换 的 Parseval 公式 和 卷 积 公式 更 是 两 个 重要 的 工具 . 第 十 三 章 讨论 了 
Laplace 变换 ,也 只 着 重 于 理论 概念 的 介绍 ， 如 Laplace 积分 的 收敛 性 、 一 致 收敛 
性 与 解析 性 , 以 及 据 此 定义 的 收敛 横 标 、 绝对 收敛 横 标 与 正则 横 标 , 这 都 超出 了 数 
学 物理 方法 课程 的 教学 要 求 . 第 十 四 章 至 第 十 六 章 集中 介绍 了 Mellin 变换 ， 它 与 
Fourier 变换 或 Laplace 变换 密切 相关 , 在 数学 物理 方法 课程 中 鲜 有 触及 ,然而 却 
又 是 处 理 某 类 问题 的 有 用 工具 , 在 计算 涉及 柱 函数 的 积分 时 尤为 突出 . 读者 在 第 十 
五 章 与 第 十 六 章 中 可 以 找到 这 方面 的 大 量 例子 . 这 两 章 中 计算 了 200 多 个 积分 , 半 
数 左 右 也 未 曾 收录 入 Table of Integrals, Series, and Products 一 书 . 


hill 
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(三 ) 


需要 声明 ,本 书 成 书 于 现在 , 但 资料 积累 跨越 数 十 年 . 尽管 书 中 的 计算 均 为 笔 
者 所 为 , 但 也 不 乏 某 些 内 容 , 或 是 直接 采 自 某 书籍 资料 , 或 是 受 其 启发 而 就 . 现在 
由 于 笔者 记录 不 全 , 原始 资料 也 难以 寻 况 ,以 致 无 法 一 一 列 出 文献 出 处 . 有 些 计算 
结果 , 或 许可 能 已 经 见 诸 文 献 , 但 笔者 孤 陋 寡 闻 , 还 误 以 为 是 新 结果 , 因此 文字 表 
述 亦 有 不 实 之 嫌 . 笔者 深 致 歉意 之 余 , 亦 请 知情 者 指出 ,本 书 再 版 时 ， 自 当 补 正 . 

最 后 , 在 此 书 付 梓 之 际 , 笔者 感谢 “中 外 物理 学 精品 书 系 ” 编 委 会 诸位 对 于 本 
书 的 支持 . 在 本 书 出 版 过 程 中 , 北京 大 学 出 版 社 提供 了 方便 , 陈 小 红 和 尹 照 原 二 位 
编辑 为 此 付出 了 辛勤 劳动 , 笔者 一 并 致谢 . 
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特殊 函数 与 常数 符号 一 览 表 


符 s 名 称 
An(z;a) Abel 多 项 式 
Ai(z) Airy 函数 
B(p, q) Beta 函数 
Ba(p. q) 不 完全 Beta 函数 
bei, (z) Kelvin 函数 
ber,(z) Kelvin 函数 
Bi(z) Airy 函数 
Ep" 广义 Bernoulli 数 
BC? (x) 广义 Bernoulli 多 项 式 
Ba Bernoulli 2: 
B, (x) Bernoulli 多 项 式 
C(z) Fresnel 积分 
ci(z) 余弦 积分 
CA(z) Gegenbauer 函数 
Cz) Gegenbauer 多 项 式 
D,(z) 抛物 线 柱 函 数 (Weber 函数 ) 
Ei(z) 指数 积 
E, Euler 数 
E, (x) Euler 多 项 式 
E,(z) Weber 函数 
erf(z) 误差 函数 
erfc (z) RRE RR 
F(o, B;*; z) 超 几 何 函数 
F(a; y; z) 合流 超 几 何 函 数 (Kummer 函数 ) 
pF aq(01,02,::* , Cp; ti 2): Tq) 广义 超 几 何 级 数 


Gn(C; a, B) 


Gould 多 项 式 


本 书 常用 符号 


(SX) 
符 ” 号 名 称 
Y Euler 常数 
y(v, z), LT(v, z) 不 完全 Gamma 函数 
T(z) Gamma A% 
H, (x) Hermite 多 项 式 
H(z) Struve 函数 


li(z) 

La (z) 

LE (a) 
Li rg) 
Mx a(z) 
Mn (z) 

ny (z) 

N, (z) 

On (t) 

PP (x) 

Pn (2) 
PEA (x) 
P? (z; a, b) 
P(x, 9) 
FE (cosh 7) 


ER Hankel 函数 

第 三 类 柱 函 数 (Hankel 函数 ) 
虚 宗 量 Bessel 函数 

第 一 类 柱 函 数 (Bessel 函数 ) 
Anger 函数 

ER Bessel 函数 

虚 宗 量 Bessel 函数 

对 数 积分 

Laguerre 多 项 式 

广义 Laguerre 多 项 式 

FÉ Laguerre 多 项 式 
Whittaker 函数 
Mittag-Leffler 多 项 式 

ER Neumann 函数 

第 二 类 柱 函 数 (Neumann 函数 ) 
Neumann 多 项 式 

m 阶 ! 次 第 一 类 连带 Legendre 函数 
Legendre 多 项 式 

Jacobi 多 项 式 

Pollaczek 多 项 式 

Pollaczek 多 项 式 

圆 环 函 数 
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( 续 表 ) 
符 € 名 称 
P,(z) 第 一 类 Legendre 函数 
Pilz) 第 一 类 连带 Legendre 函数 
Piee (2) 超 球 函数 
P^, (cos) 圆锥 函数 
出 (z) Psi 函数 
Qr (x) m 阶 ! 次 第 二 类 连带 Legendre 函数 
Qn- (cosh n) 圆 环 函 数 
Quv(z) 第 二 类 Legendre 函数 
QL(z) 第 二 类 连带 Legendre 函数 
Q" , i (cos6) 圆锥 函数 
QU) 超 球 函数 
Rplz) Lommel 多 项 式 
S(z) Fresnel 积分 
Si(z), si(z) 正弦 积分 
Su, (2) Lommel 函数 
Suo(z) Lommel 函数 
S, (t) Schläfli 多 项 式 
Tate) 第 一 类 Chebyshev 多 项 式 
U(o: v: z) 合流 型 超 几何 函数 (Kummer 函数 ) 
Ua (2) 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 
Wh,n(z) Whittaker 函数 
Yy(z) 第 二 类 Bessel 函数 (Neumann 函数 ) 
Z,(z) 柱 函数 
G(s) Reimann 6 M% 


广义 < 函数 


第 一 章 ”解析 函数 -pe (1) 
81.1 关于 和 揽 变 函数 的 荐 干 问 管 eee (1) 
$19 lu d EE irme nemmeno (12) 
$13 Cauchy 定理 与 Cauchy HAAS eee (13) 

TH —' Er JS NAR esos simos ione diede me e bosco msiedeo T ee qo YER VE KAAA SI M RIO ES (19) 
82.1 J:53 2 RETE CIE eee mm enr meer emn] (19) 
$2.2. JESUS SIGERR ee (25) 
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82.4 解析 函数 的 寡 级 数 展 开 e (29) 
82.5 yn LobEOES PIE (38) 
£28 Lagrange EJ A eoe cer emet e aede (43) 
$2.7 Taylor REJEDS Br SE DS erem eatem ere ree sa eee e meer ee (47) 

第 三 章 Taylor RSEN IDA eoe nemen eene mnn (51) 
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$3.3 ”特殊 的 超 几 何 图 数 ee (55) 
83.4 ESRB LIBER Ee unes Css RE mene rk noPE S oltre ns abe EE Ep (60) 
$3.5 Whittaker ERA ee (66) 
$3.6 Taylor 展开 公式 的 难于 na (69) 
83.7 a EEE RU Ve P TAGOSRS SES CP UE (TT) 
£a BARAMA eese emm etm nm enega (79) 
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第 五 章 ”着 积 型 级 数 的 Mobius IR ini (113) 
85.11. 定义 (113) 
v 2E 4: DS (116) 
$5.33 PRERA Möbius 反 演 与 柱 函 数 eee (124) 
854 卷 积 型 积分 变换 的 Möbius 反 演 «eee (134) 

第 六 章 ，、 应 用 留 数 定理 计算 定 积 从 ses (136) 
861 几 个 引 理 6 (136) 
862. 国 形 国道 a smn eT ka he tesi bed cms Dc nme (140) 
86.3 SEDE FEDERER FEEDS er ees opener mtm re Iph axis eminet (144) 
TIE TG ID (152) 
$65 实 轴 上 有 奇 点 的 情形 eee (163) 
$866 iH —fBEEUEASUHBSOEeeeeeeeen ee (173) 

Lum NE ZERKI ERREEEE LOL LLLI LLLI LLL E (180) 
87.1 UB ERES AY emn m nnnm (180) 
87.2 RET PR ET EELEEUARS asta 2520 said orco quine» Rr Yen dard rixa Iu (189) 
$73 & Intan0 EJfAA] eee (200) 
$7.4 '& Insin0 或 Incos0 BRA eM (206) 
$7.5 '& arctanz FERAT eee (217) 

第 八 章 ”应 用 留 数 定理 计算 定 积 分 : 进一步 的 例子 eee (224) 
88.1 ARTAR BITES ANBJIÉ--e A (224) 
$82 4&AÍB ESAE eee (238) 
$83 应 用 留 数 定理 的 非常 规 方 式 cM (248) 

第 九 章 MEMORE AA ti eaii OKOE o e er adw Etawa (263) 
$91 ” 既 有 积分 的 简单 演绎 eee (263) 
89.2 BEES TRAHI SER eee (267) 
$9.3 再 讨论 含 Intan9 的 积分 e (279) 
89.4 得 讨 设 告 mam NASA. eee eem tmm re mmm (303) 

| cw BR ISO ————— (307) 
$101. T RARAJ e (307) 
8102 PAT 函数 或 B PERRA eee (314) 
$103 € Yp 函数 的 级 数 eee (323) 


第 十 一 章 
811.1 
$112 
811.3 

第 十 二 章 
812.1 
812.2 
$12.3 
812.4 
812.5 
812.6 

第 十 三 章 
813.1 
813.2 
§ 13.3 
813.4 
813.5 
813.6 
813.7 
§ 13.8 

第 十 四 章 
814.1 
814.2 
814.3 
8144 

第 十 五 章 
815.1 
815.2 
815.3 
815.4 


Fourier ZEN «ooo eee e eee oes e reni (332) 
Fourier ZEB. csi c eee] rennes rne ern (332) 
Fourier ZEE SEE eee on (333) 
Fourier 级 数 的 Cesàro 和 与 Abel 和 RR (342) 
Fourier 积分 与 Fourier 变换 «nnm (351) 
Fourier 4 4jreses eee entk us ea ener ERG i (351) 
Fourier 变换 的 Parseval AI «e 358) 
Fourier ZEJRERASAHAZAN ee m (364) 
D AARI Fourier P3 .esxsnenesek eee ene sitie meme ho rete ime n 370) 
AI ERU Fourier 4838... 383) 
用 Fourier SAPEI GITE eee (387) 
Laplace 变换 391) 
Laplace PHA «ee (391) 
Laplace AR REESE E eese meet enettmememmrt doda manaa a (392) 
Laplace fHAFBJEBTRE eee (395) 
Laplace 变换 举例 eee (397) 
Laplace 变换 的 反 演 e (406) 
Laplace 变换 像 函 数 的 必要 条 件 esee (413) 
Laplace 变换 像 函数 的 充分 条 件 eee (416) 
Laplace 变换 卷 积 定理 的 应 用 Leere nemen (419) 
8 (423) 
Melin IRRE V. «eee eee seems a ya Eau hem ead (423) 
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81.1 ”关于 复 变 函数 的 若干 问答 


L 为 什么 不 能 比较 复数 的 大 小 ? | 


我 们 知道 ， 两 个 实数 能 够 比较 大 小 . 因此 , 复数 作为 实数 的 推广 , 如果 能 比较 
大 小 , 则 其 比较 的 规则 一 定 不 能 和 实数 中 的 规则 矛盾 . 与 之 相 适 应 的 是 ， 有关 不 等 
式 的 运算 法 则 也 必须 与 实数 一 致 . 

所 谓 比较 两 个 复数 的 大 小 , 完全 等 价 于 定义 何谓 一 个 复数 大 于 0 (“ 正 复数 ”)， 
何谓 一 个 复数 小 于 0 (“ 负 复数 ”); MH, 除了 复数 0 之 外 , 不 允许 存在 既 不 大 于 
0, 又 不 小 于 0 ( 即 既 非 “ 正 复数 ”又 非 “ 负 复数 ”) 的 复数 . 根据 这 样 的 理解 , 我 们 
不 妨 考 察 下 列 几 种 可 供 选 择 的 比较 规则 : 

(1) 按照 实 部 的 正 、 负 定义 “ 正 复数 ”和 “ 负 复 数 ”. 这 个 法 则 明显 不 合 要 求 ， 
因为 这 里 遗漏 了 纯 虚 数 ( 实 部 为 0). 

(2) 按照 虚 部 的 正 、 负 定义 “ 正 复数 ”和 “ 负 复 数 ”. 这 个 法 则 同样 明显 不 合 要 
R. 因为 这 里 恰恰 又 遗漏 了 实数 ( 虚 部 为 0). 

(3) 规定 “ 正 复 数 ” 的 实 部 和 虚 部 必须 同时 为 正 ， 而 其 余 的 复数 则 必 为 “ 负 复 
数 ” 或 0. 这 样 必 然 导出 一 个 荒 座 的 后 果 :“ 正 复数 ” 自 乘 可 以 是 “ 负 复 数 ”, 只 要 这 
个 复数 的 辐 角 (EE) 在 r/4 与 n/2 之 间 . 

(4) 还 可 以 尝试 其 他 的 比较 规则 , 也 都 会 导出 明显 的 悖 论 . 

尽管 两 个 复数 不 能 比较 大 小 , 但 是 对 于 两 个 复数 的 模 (它们 是 实数 ), 显然 可 以 
比较 大 小 . 


2. XT oo 的 理解 . 


在 复数 中 , ce 是 一 个 ( 复 ) 数 , 其 模 大 于 任意 正 数 . 相应 地 , 在 复 平面 上 , 无 穷 
远 点 就 是 一 个 点 . 之 所 以 如 此 定义 , 依 我 理解 , 是 希望 在 变换 z = lt 之 下 , 保持 t 
与 z 的 一 一 对 应 关系 , 包括 t+ 上 =0 与 >=eo 之 间 (E t= oo 与 z=0 之 间 ) 的 一 一 
对 应 关系 . 

但 是 , 复数 oo 毕竟 是 一 个 特殊 的 复数 ,其 特殊 性 至 少 表 现在 : (1) 所 谓 “ 全 平 
Ii" 并 不 包括 oo 点 , 除非 明确 称 为 “扩充 的 全 平面 ”; (2) 若 函 数 在 某 一 点 取 值 为 
co， 则 该 点 为 函数 的 奇 点 ， 有 别 于 函数 值 为 有 限 值 的 情形 ; (3) 一 些 概念 (例如 解 
析 、 留 数 等 ) 应 用 于 oc 点 时 , 需要 重新 定义 ; (4) 适用 于 有 限 远 处 的 结论 (定理 、 公 
式 ) 不 能 无 条 件 地 推广 到 包含 有 oo 点 的 无 界 区 域 . 
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3. 举例 说 明 函 数 可 以 在 全 平面 连续 而 处 处 不 可 导 . 


在 复 变 函数 的 框架 内 回答 此 问题 ,其实 很 简单 : 取 f(z) = Rez 即 可 . 也 可 以 
HX f(z) = glx) 只 要 g'(x) #0. 更 进一步 , 还 可 以 将 这 类 函数 乘 上 虚 单 位 i 或 任意 
复 常数 . 

其 实 , 在 建立 函数 概念 的 过 程 中 , 正确 认识 函数 连续 与 可 导 两 概念 之 间 的 区 别 
与 联系 , 是 具有 标志 性 的 重要 一 步 . 本 来 , 许多 数学 家 都 以 为 最 多 除了 少数 孤立 点 
之 外 , 连续 函数 总 是 可 导 的 . 直到 1872 年 ，Weierstrass 提出 了 后 来 以 他 的 名 字 命 
名 的 实 值 函数 


f(z)- Ya cos (bnz), 0 <a<1,5 为 正 奇数 , ab > 14 n, 
n= 
证 明了 这 类 函数 处 处 连续 而 处 处 不 可 导 . Weierstrass 函数 是 数学 上 著名 的 反例 , € 
的 提出 深化 了 人 们 对 于 连续 函数 的 认识 . 
在 谈 到 连续 函数 时 , 还 值得 提 到 Canter 函数 ?3c(z), 它 的 定义 是 : 


elz) = MP 27", z € [0, 1], 
其 中 的 n; 与 自 变 量 zx 的 三 进 制 表示 有 关 : 
g= > 2 2 xA 


这 一 定义 也 可 描述 为 下 列 步骤 : 

(1) 将 z 转换 为 三 进 制 ; 

(2) 车 此 三 进 制 数 中 含有 数字 1， 去掉 第 1 个 1 以 后 的 所 有 数字 ; 

(3) 将 所 有 的 数字 2 换 为 1; 

(4) 将 得 到 的 数字 解读 为 二 进 制 , 此 数值 即 为 c(z) 之 值 . 
Canter 函数 c(z) 被 称 为 魔鬼 阶梯 (devil's staircase), 它 是 [0, 1] 上 的 单调 连续 函 
数 , 然而 导数 却 几 乎 处 处 为 0, 它 一 致 连续 而 又 不 绝对 连续 . 


4. 应 该 如 何 定 义 函数 在 x 点 的 导数 ? 
这 也 许 不 应 该 成 为 问题 , 因为 作为 复 变 函数 的 核心 概念 , 解析 与 解析 函数 的 概 


念 , 对 于 oo 点 来 说 , 与 函数 是 否 可 导 没 有 任何 联系 . 或 许 正 因为 如 此 , 绝 大 多 数 
教材 中 都 未 涉及 函数 在 oo 点 可 导 的 定义 . 


© 引 自 http://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass.function. 
@ 引 自 http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor.function. 
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问题 的 症结 可 归结 为 如 何 定义 f(z) = = 在 z= oo 点 的 导数 . 显然 , 这 个 函数 
在 有 限 远 处 的 任意 一 点 均 可 导 ， 导 数值 为 常数 1. 如 果 规 定 f(e) = z 在 > = oo 点 
的 导数 仍 为 1， 这 当然 是 一 个 比较 自然 的 选择 . 如 此 定义 的 结果 就 是 尽管 2 = oc 
点 是 f(z) = z 的 奇 点 (一 阶 极点 )， 但 函数 在 x 点 仍 可 导 . 这 当然 不 是 什么 了 不 
得 的 、 不 可 接受 的 结论 ， 在 讨论 留 数 概念 时 ,我 们 也 是 面 对 着 同样 的 状况 : 函数 在 
»c 点 的 留 数 来 自 该 函数 的 正则 部 分 , 因此 , 函数 在 x 点 解析 , 留 数 却 可 以 不 为 0. 
而 如 果 硬 要 规定 函数 在 oo 点 的 解析 性 与 在 该 点 及 其 邻 域 内 的 可 导 性 挂 钓 ， 即 规定 
f(z) =z 在 oo 点 不 可 导 , 似乎 并 不 是 一 个 理想 的 解决 办 法 . 

依 笔者 之 见 ， 要 定义 函数 f(e) 在 oo 点 的 导数 ,前提 是 该 函数 在 oo 点 的 ( 空 
心 ) BRATE (否则 oo 点 就 是 非 孤立 奇 点 , 无须 再 追问 函数 在 oo 点 是 否 可 导 )， 
即 J(z) 存在 , 而 后 就 可 以 根据 连续 性 的 要 求 , 用 极限 Jim_f'(z) 作为 (oo) 的 定 
义 . 这 样 做 的 实质 , 也 就 是 认为 在 有 限 远 处 的 微 商法 则 对 于 oo 点 仍然 适用 

如 此 定义 函数 在 oo 点 的 导数 的 后 果 就 是 , 函数 /(z) 在 z = oo 点 及 其 邻 域内 
可 导 , 但 仍 可 不 在 z= oo 点 解析 . 

也 可 以 尝试 通过 作 变 换 <- 1/t 来 定义 函数 在 z = oo 点 的 导数 ， 在 此 变 
BTF, z= oo EX t= 0. 我 们 当然 不 能 简单 地 将 (o) 定义 为 0/0 
因为 这 违反 了 自 变 量变 换 下 微 商 运算 的 变换 规则 ， 合 理 的 做 法 是 将 (c) 定义 
为 -人 于 /9 准确 地 说 ， 可 以 定义 为 lim |-: | OP. 例如 ， 对 于 函数 


t= 


f(z) =z, f(1/t) = 1/t, 1/t 在 t=0 并 不 可 导 ， E iy | -2 m 二 1 FE. 


5. 关于 解析 函数 的 中 值 定理 . | 


数学 分 析 中 关于 (微分 ) 中 值 定 理 的 叙述 为 : 车 一 元 函数 f 在 闭 区 间 ja, 0] 上 
连续 , 在 开 区 间 (a,b) 内 可 微 , 则 存在 £ € (a,b). 使 得 


f(b) — f(a) = f'(£)(b — a). 


这 样 表述 的 中 值 定理 对 复 变 函 数 不 成 立 : 若 b 是 两 复数 , 则 满足 要 求 f(b) la) = 
f'(£)(b-a) B] £ 点 不 一 定位 于 a,b 两 点 的 连 线 b—a E. 例如 对 于 f(z) = 2922, 
f'(z) = 322 十 2z. EW a = 0,b=i, 则 由 


f0)—70)=7(0(-0, | Bl 36? +26 = -1 +i 


解 得 的 5= (-1 土 V-2 十 3)/3 不 为 纯 虚 数 ， 显 然 不 在 连接 0 与 i 的 线段 上 . 
对 于 复 变 函数 , 所谓 Darboux 中 值 定理 成 立 , 其 内 容 为 : 若 
(1) 函数 f(z) 在 G 内 具有 连续 导数 ; 
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(2) 直线 段 L eG. L 的 端点 为 a 53 b, 
则 存在 入 及 4 (A < 1, Ce D). 使 得 


f(b) — f(a) = A — a| f (c). 
由 于 额外 出 现 的 和 是 复数 , 可 以 起 着 调节 作用 , 保证 了 < 点 处 在 直线 段 L 上 . 
6. 关于 PH6pital M. 
l'Hópital 法 则 ?是 求 20/oo 或 0/0 型 极限 的 重要 法 则 , 它 将 两 个 函数 的 商 的 极 
限 转化 为 此 二 函数 的 导数 的 商 的 极限 . 就 实 函 数 f(z) 与 g(x) 而 言 , E 
(1) 函数 f,g 在 (a,b) 内 可 微 ; 


(2) 对 所 有 x € (a,b), g'(x) #0; 
(3) lim f(z)= lim g(r)— 0 3} lim f(z) = lim g(r) — +% (或 -oo); 


(4) 极限 lim E FE, 


g'(x) 


则 
lim f) = n fo) 
aia gla) sat g(z) 
类 似 的 结论 对 z — b— BK x coo (B& —oc) 也 成 立 . mu EL. WR lim [f (2)/9' (2)] 
仍 是 0/0 或 oo/oc 型 ， 仍 可 继续 使 用 这 个 法 则 . 
l'Hópital 法 则 对 于 解析 函数 仍然 成 立 : Æ oz = zo 是 函数 f(z) 与 9(z) 的 零点 
(或 极点 )， 则 


i_n O 
Jim g(z) E Im g'(z) y 
将 f(z) 5 g(z) YE z = zo 的 邻 域 内 作 窜 级 数 展开 (Taylor 展开 或 Laurent 展开 )， 


即 可 证 明 . 
7T. 任意 解析 函数 的 围 道 积分 均 为 0 吗 ? 


先 要 明确 两 点 共识 : (1) 所 谓 解析 函数 , 当然 总 是 和 一 定 区 域 相 联 系 的 ; (2) 积 
分 路 径 ( 围 道 ) 位 于 函数 的 解析 区 域内 . 

一 般 说 来 , 解析 函数 的 围 道 积分 不 一 定 为 0. 

要 判断 解析 函数 的 围 道 积分 是 否 为 0, 首先 要 明确 区 分 围 道 所 包围 的 是 无 界 区 
域 抑或 有 界 区 域 . 我 们 知道 , 如 果 积 分 围 道 所 包围 的 是 无 界 区 域 , 即使 被 积 函数 在 
区 域内 (包含 oo 点 ) 解析 ,此 围 道 积分 也 可 以 不 为 0. 


@ l'Hôpital 法 则 是 Bernoulli Johann I 发 现 的 , 而 由 他 的 学 生 Guillaume François Antoine, Marquis 
de l'Hópital (以 前 写 为 "Hospital) 于 1696 FRÆ. 
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如 果 积分 围 道 所 包围 的 是 有 界 区 域 , 则 又 需要 区 分 单 连通 区 域 或 复 连通 区 域 . 
车 函数 f(z) 在 单 连通 区 域内 解析 ， 且 积分 围 道 C 为 光滑 或 分 段 光滑 的 简单 
闭合 曲线 ， 则 积分 ff(2)d: 一 定 为 0. 这 就 是 单 连通 区 域 的 Cauchy 定理 . 而 复 连 
通 区 域 的 Cauchy 定理 告诉 我 们 ， 如果 函数 f(z) 在 复 连通 区 域内 解析 ， 则 围 道 积 
分 d (dz 一 般 不 为 0. 这 里 所 说 的 复 连 通 区 域 ， 总 是 由 单 连通 区 域内 部 挖 去 若 
干 个 “ 洞 ”而 构成 , 函数 在 “ 洞 " 内 不 解析 , 或 者 说 , 函数 在 “ 洞 ” 内 有 奇 点 . 这 些 
“ 洞 ” 的 形状 , 视 奇 点 为 ( 单 值 函 数 的 ) 孤立 奇 点 或 是 非 孤 立 奇 点 ,或 是 (多 值 函 数 
的 ) 枝 点 而 定 . 如 果 含 有 (多 值 函 数 的 ) Hos. 则 需要 作 适 当 的 割 线 (其 效果 也 是 将 
这 些 枝 点 挖 去 ). 不 必 考 虑 函数 本 来 在 单 连通 区 域内 就 解析 、 而 故意 挖 “ 洞 以 形成 

复 连通 区 域 的 人 为 之 举 . 
在 复 连通 区 域 的 情形 下 , 如果 C 内 包含 的 只 是 孤立 奇 点 ， 则 可 用 留 数 定理 计 

算 jio )dz, 无 须 详 述 . 


| 8. 若 reo: - 0. 则 f(z) 在 C 内 解析 . | 


这 个 说 法 当然 不 对 .从 留 数 定理 就 可 以 判断 ,即使 C 内 有 奇 点 ， 只 要 留 数 为 
0, 则 仍然 有 OE =Q: 


级 数 的 项 Un 拆 为 几 项 之 和 (例如 Un = Un + Wn)» 使 得 X Un 一 D Un + Y Wn ? 
n=1 n=1 


9， 在 不 改变 求 和 次 序 的 条 件 下 , 收敛 级 数 可 以 并 项 . 反 过 来 说 , 能 否 将 收敛 


当然 不 能 ， 即 使 是 绝对 收敛 级 数 或 一 致 收敛 级 数 也 不 能 按照 上 述 方式 拆 成 两 
个 或 多 个 级 数 . 原因 是 , 即使 级 数 S un 收敛, 并 不 能 保证 级 数 Yo ww 与 S wn 


收敛， 甚至 不 能 保证 w 与 w。 都 满足 级 数 收敛 的 必要 条 件 .极端 的 例子 就 是 取 
Ün = l/n, Wn = Un — l/n 甚至 v, = l, wn = ün — 1. 


10。 能 否 举 出 复 函数 级 数 收敛 而 不 绝对 收敛 的 例子 ? | 
不 难 举 出 这 类 级 数 的 例子 ， 它 们 其 实 都 和 实 的 交错 级 数 或 调和 级 数 有 关 . 例 
如 ， 级 数 


了 二 2z” e (—1)^ 2 
E e Wu Dee uisa 
v" l4z* n le" = n Larg” 


n=] n=l m= 


就 是 这 样 的 例子 . 此 级 数 在 单位 圆 内 (|z| < 1) 或 单位 圆 外 (|z| > 1) 均 收 敛 , 但 并 
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不 绝对 收敛 . 这 是 因为 , FS z = re^, W 


(—1)” 二 1 [1- 2r" cos nó +r?” 
» n +| > n V 1 +2r” cos nO +r?” 
E z x 4r" cos nO 
Hl Ža n : 1 4- 2r" cos nB + r2n? 


其 通 项 


1 Ar" cos n 1 2r" cos n 
n "1 142r" cosnÜ +r ^ n (: 1 + 2r" cos nO + r?” ) 
由 此 就 可 以 判断 ， 原 级 数 在 单位 圆 内 (|z| <1) 或 单位 圆 外 (|z| > 1) 都 不 绝对 收敛. 
收敛 而 不 绝对 收 系 的 级 数 肯定 不 可 能 是 寡 级 数 ， 因 为 震级 数 在 收敛 圆 内 一 定 
绝对 收敛 . 
11. 器 级 数 相 乘 后 的 收敛 范围 . 


不 言 而 喻 , 应当 限 于 收敛 圆 同心 的 两 个 级 数 相 乘 . " 
ERR D un 在 G1 内 收敛 (因而 一 定 绝对 收敛 )， 守 级 数 n vn TE G2 内 
uice. (因而 也 一 定 绝对 收敛 ), 则 它们 的 乘积 E x umvn TE Gi NG: 内 一 定 收敛 


mih, S Ru murice rU eso DOE US, T 
m= n=l 
确 说 , 乘法 是 在 CNG 内 有 效 , 但 乘积 S S umon 可 能 在 更 大 的 区 域内 解析 . 


原因 是 宕 级 数 的 收敛 范围 是 由 其 奇 点 决定 的 : 在 收敛 区 域 的 边界 上 一 定 有 奇 点 9， 
但 两 寡 级 数 相 乘 后 奇异 性 有 可 能 抵消 , 例如, 如果 


Do 


c. 1 
2 mel- a Dm -1+ 


n0 n=0 n-—0 
它们 的 收敛 范围 分 别 为 |z| < 2 与 |z| < 1, 但 它们 的 乘积 


BIA): = Ki Je £y 


m=0n=0 n=0 n=0 


katko 


n= 0 n=0 k= 


~ 
Il 
o 


D 证 明 见 文献 : E. C. Titchmarsh. The Theory of Functions. Oxford University Press, 1952: 
84.21. 
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o6 1 co oo oo 1 
=1—2, xar s is E» bs zr)” 
n=0 n=0 n=0 \ k=0 
oo 1 oo oo 1 
= 1—- x uit EF x » (1- za)” 
n=0 n=0 n-Ü 
—1 


却 在 全 平面 收敛 . 事实 上 ， 因 为 


x > E a lez 
$us-1 NET = La 


n=0 n=0 


所 以 , 奇 点 z = 2 就 决定 了 收敛 半径 R = 2; 同样 ,由 于 


WA z= 1 就 决定 了 收敛 半径 Rs = 1. 它们 的 乘积 当然 在 全 平面 收敛 . 
按照 这 样 的 思路 ， 读者 不 难 举例 说 明 下 列 各 种 可 能 出 现 的 情形 : 
(1) 级 数 M 2. lim Un 只 在 G1 (16G» 内 收敛; 
(2) 级 数 ER E Um Un, 在 Gi UG» 内 收敛 ; 


m-—0 n-0 
(3) 级 数 35. S wv, 的 收敛 范围 , 大 于 GL NG 但 小 于 Gi UG; 


m=0 n=0 


(4) 级 数 S5. S wv 的 收敛 范围 超出 Gi UG. 


m-—0 N=0 


12. 函数 在 扩充 的 全 平面 上 的 留 数 和 为 0 吗 ? 


这 只 对 于 全 平面 有 有 限 个 奇 点 的 单 值 函数 才 成 立 . 如 果 函 数 有 无 穷 多 个 奇 点 
(例如 tanz)， 其 留 数 和 (无 穷 级 数 ) 甚至 不 存在 (级 数 不 收敛 ). 如 果 是 多 值 函数 ， 
即使 是 多 值 函数 的 一 个 单 值 分 枝 , 这 个 结论 也 不 成 立 . 从 根本 上 说 ， 留 数 概念 只 适 


用 于 单 值 函数 的 孤立 奇 点 . 


顺便 说 到 ， 如 果 略 去 “扩充 的 ”三 字 , 只 表述 为 “函数 在 全 平面 上 的 留 数 和 为 
0”， 则 即使 对 于 在 全 平面 上 有 有 限 个 奇 点 的 单 值 函数 ,这 一 说 法 也 不 一 定 成 立 . 


13. 既然 oc 点 是 扩充 的 复 平 面 上 的 一 个 点 ， 为 什么 不 能 直接 将 定 积 


[ foa: 看 成 围 道 积分 ? 


需要 从 理论 与 实用 两 个 角度 来 回答 这 个 问题 . 
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(1) 首先 要 回 到 定 积分 本 身 , 其 定义 本 来 就 是 


或 其 主 值 


"OO eR 
vo f fjir = im | fode, 


复 变 函数 中 自然 应 当 继 承 数学 分 析 中 的 这 个 定义 . 

(2) 还 值得 讨论 一 下 函数 在 oo 处 的 性 质 . 如 果 z = co 是 f(z) 的 奇 点 , 积分 路 
线 当 然 不 能 直接 通过 oo mi. WR f(z) 在 oo 点 解析 , 积分 路 线 其 实 也 不 见得 能 直 
接 通 过 oo 点 ， 因 为 这 涉及 在 oo 点 附近 的 线段 ( 设 记 为 L) 上 的 积分 是 否 有 定义 . 
事实 上 , PER > = 1/t, 有 


[rn -- 108 


L 是 位 于 上 = 0 附近 的 线段 (L 的 映射 ). 这 说 明 , 即使 f(z) 在 z = oo 点 解析 ， 即 
f(1/t) E t= 0 RIT, t= 0 AAE t/t) 的 奇 点 . 因此 ， 仍 然 必须 绕 开 
t — 0 点 . 相应 地 , 在 z 平面 上 , 必须 绕 开 oo 点 , 其 效果 也 就 是 作 辅 助 路 径 Cg. 

(3) 退 一 步 说 , 对 于 这 样 的 积分 围 道 ， 留 数 定理 并 不 成 立 ， 因 为 作为 导出 留 数 
定理 的 理论 基础 , 需要 用 到 复 连通 区 域 的 Cauchy 定理 , 它 只 适用 于 有 界 区 域 . 因 
此 将 无 穷 积分 看 成 围 道 积分 , 在 实用 上 也 没有 实际 意义 . 


14. 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 FN Q(x)sinpzdr 或 j Q(x)cosprdz, 其 
中 p 0. 


对 于 这 两 种 类 型 的 积分 , 都 需要 假设 Q(z) 满足 一 定 要 求 , 例如 ,Q(z) 在 全 平 
面 都 只 有 有 限 个 奇 点 , 并 且 在 0 < argz « x 的 范围 内 , 当 zz 一 oo 时 , Q(z) 一 致 趋 
于 0; | 往往 在 arg z 的 更 大 范围 内 , 甚至 无 论 argz 取 何 
值 , 都 有 lim Q(z) = 0. 以 下 的 讨论 还 要 求 Q(z) 为 单 值 函 数 , 且 z = oo 不 是 它 的 
非 孤 立 奇 点 . en 当然 需要 另 作 具 体 讨论 . 

在 采用 留 数 定理 计算 这 两 种 类 型 的 积分 时 ， 通常 都 是 采用 上 半 平 面 内 的 半圆 
形 围 道 计算 复 变 积分 f Q(z)ei"*dz, 其 中 的 关键 在 于 : 应 用 Jordan 引 理 判断 ， 当 


半径 R> oo 时 , 沿 半圆 弧 的 积分 [. QO) jerzas > 0. 具体 细节 无 须 重复 . 通常 教 


学 中 可 能 都 会 强调 ， 复 变 积分 的 被 积 函 数 不 应 取 为 Q(z)sin pz 或 Q(z) cospz. 但 解 
释 这 种 做 法 的 理由 , 有 时 可 能 并 不 正确 . 为 了 痢 述 这 一 观点 , 不 妨 将 之 提炼 为 下 面 
两 个 问题 : 
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(1) 我 们 之 所 以 不 直接 考虑 复 变 积分 f QU) sin eds 或 # QU) cospzdz, 是 因 
为 oo EUN sin pz 和 cospz 的 本 性 奇 点 , 导致 R — oo 时 极限 jm f Q(z) sin pzdz 
和 Jim AE Q(z) cos pzdz 不 存在 . 这 个 说 法 对 不 对 ? 


(2) 如 果 直 接 考 虑 复 变 积 分 fee z)sinpzdz. 能 否 算出 E Q(z)sin prdz? 

对 这 两 个 问题 的 正确 回答 是 : 问题 (1) PRF“ 是 sin pz 和 cos pz 的 本 性 奇 
点 ”的 说 法 当然 是 正确 的 , 而 且 , 正 因为 oo 是 本 性 奇 点 , 所 以 当 z 按 不 同方 式 逼 近 
co 时 , sin pz 或 cospz 可 以 逼近 不 同 的 值 , 或 者 说 > 一 oc 时 sin pz 和 cos pz 的 极限 
均 不 存在 . 但 是 , 由 此 并 不 能 推出 “ im RA Q(z) sin pz dz 和 im 局 Q(z) cos pz dz 
不 存在 ”的 结论 . 理由 是 : 如 果 以 R 为 半 得 作 贺 ， 只 要 R 足够 大: 在 圆 外 除 oc 外 
别 无 奇 点 ， 则 


f Q(z)ei"*dz = —2ri x (Q(z)e"* 在 oo 处 的 留 数 }， 

lel 

f Qee wds = -2ni x {Qle)e i= 在 oc ERRA) 
|z| 


都 是 存在 的 . 再 进一步 , 应 用 Jordan 引 理 , 就 能 证 明 下 列 四 个 积分 均 存 在 : 
lim K Q(z) cos pzdz = —ri x (Q(z)e "* Æ oo 处 的 留 数 }， 


R=% 


lim "a Q(z)sinpzdz ^x (Qt z)e !?* YE oo 处 的 留 数 }， 


五 一 co 


Jm 3H Q(z)cospzdz = —7i x (Q(z) z)e!?? 在 oo 处 的 留 数 }， 


jm. f. Q(z)sinpzdz = =n x (Q(z)e* 在 oo 处 的 留 数 }， 
其 中 Ca 与 Cr 分 别 为 位 于 上 半 平 面 与 下 半 平 面 内 的 半圆 弧 ， 半径 为 R. 在 此 基 
础 上 ， 自 然 就 能 回答 问题 (2)， 直接 考虑 复 变 积分 f Q(z) sin pz dz， 也 能 够 应 用 留 
数 定理 计算 出 定 积分 

e Q(x)sinprdcz = 27i 5 res {Q(z) sinpz} 一 m / Q(z) sin pz dz 

一 co pus POR 


= 2ni PA res (Qi) sinpz] — Tt X res loce) 


上 半 平 面 


例如 , 我们 就 可 以 通过 围 道 积分 f Las 来 计算 定 积分 [^ oar. 
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至 于 在 实际 计算 中 , 从 计算 的 可 行 性 与 简便 性 来 看 , 到 底 应 当 采 用 传统 的 围 道 
积分 由 ge)erdz， 还 是 直接 计算 fee) sin pz dz 或 120 cospz dz， 应 该 视 具 
体 问 题 而 定 . 在 第 六 章 中 有 更 详细 的 讨论 . 
| as. ro ARARA. o 点 是 什么 点 2 


函数 1/T(z) 在 有 限 远 处 没有 奇 点 (因为 了 (z) 在 有 限 远 处 只 有 一 阶 极 点 ,而 
且 没 有 零点 ), 所 以 z = oo 一 定 是 奇 点 (否则 1/T(z) 只 能 是 常数 ), 而 且 不 可 能 是 
极点 (否则 1/T (z) 就 是 多 项 式 ). 这 样 就 能 断定 z = oo 一 定 是 1/T (z) 的 本 性 奇 点 
(因为 T(z) 是 单 值 函数 ) . 


16. 举例 说 明 函 数 不 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 ， 其 Laplace 变换 
仍 可 存在 . 


sine 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 ， |sin e" < 1, 其 Laplace 变换 一 定 
存在 . 

sinet 的 导数 2te" cose" 显然 不 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 ， 即 不 存 
在 使 |2 ef cose" | < Mesot 成 立 的 so 值 , 但 其 Laplace 变换 存在 : 


D oo D 2 
A I et cos e 一 f 2t e" cose" -e ”tdt 
0 


SO p)? a e t 
一 Sine -e di +p sine" -e ?dt 
0 0 


Se 2 
= p f sine* -e ?tdt. 
0 


17. 间断 函数 的 Laplace 变换 : Laplace 变换 反 演 的 唯一 性 问题 . 


对 于 具有 第 一 类 间断 点 (函数 在 该 点 的 左 、 右 极限 均 存 在 ,但 不 相等 ) 的 函数 ， 
只 要 满足 Laplace 变换 存在 的 充分 条 件 , 其 Laplace 变换 当然 存在 . 这 种 例子 可 以 
举 出 很 多 . 例如 , 对 于 方形 波 


(um 2n7 « t < (2n + 1)7, 
f(t) = 9i —0,1,2,*--, 


—1, (2n + 1)m « t « (2n + 2)m, 
其 Laplace 变换 就 是 


d "2 ^37 AT 
X (ft) =f emat— | eva. f eiat f e Pide 4s. 
0 ids J2 3n 
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e" ye-nt e^ "7P o oe-(ntl)rp 
Xf dt - 2» 1" e ] 


5 


K: Lea iis = 2 ani ~ 
~ plce p 2 

t= 二 nn(n = 二 0,1,2,.…) 是 f(t) 的 间断 点 ， 上 面 我 们 甚至 并 没有 给 出 函数 f(t) 在 这 

些 点 的 取 值 . 例如 ， dd te eg qo NP 但 这 些 函 

数值 都 不 会 影响 到 .一 {jF(b)} 的 计算 . 当然 , 反 过 来 说 , 这 也 就 说 明了 


I 1 1 5 十 icc 1 
E a { tanh z) a i. - tanh 2 T P eP'dp, s>0 
p 1 p 


并 不 会 收敛 到 原来 的 f(t). 事实 上 ， 令 F(p)-.Z(f(t)), TUERO., 车 
ONTEER O f [fio ae ci 
(2) EHS Rep s È, ma f |/(t) e-?*| at 收敛 ; 


(3) f(u) Eu — t(t 2 0) 的 邻 域内 具有 有 限 变 差 2 ， 
则 我 们 有 


poe ife fe. t>o, 
im sf/ F()eap- g? 
id 5/ (09). t — 0. 


18. 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 有 两 个 线性 无 关 特 解 ( 若 存 在 第 三 个 解 , 则 一 
定 与 之 线性 相关 ), 方程 的 通 解 就 可 以 表示 为 这 两 个 特 解 的 线性 组 合 , 因此 一 定 含 
有 两 个 合 加 常数 . 


在 经 典 微 积 分 的 范畴 内 ,这 个 说 法 是 正确 的 . 然而 , 在 广义 函数 的 范畴 内 ， 这 
个 说 法 不 一 定 正确 . 在 广义 函数 的 意义 下 , 二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 可 以 有 三 个 线 
性 无 关 的 特 解 . 换言之 , 除了 原 有 的 两 个 经 典 解 之 外 , 还 可 以 存在 在 经 典 意 义 下 所 
不 允许 的 广义 函数 解 . 这 出 现在 微分 方程 具有 奇 点 的 情形 . 例如 , 方程 vw = 0 就 
有 三 个 特 解 : wi = 1，uwsa = zx, ws = |r| 因此 它 的 通 解 就 是 w = ci + com + c |z|. 
注意 wi 与 wo WEAR., M ws = |z| 是 广义 函数 意义 下 增加 的 新 的 解 . 


© 参见 文献 : D. V. Widder. The Laplace Transform. Princeton: Princeton University Press, 
1941: 66. 
Q 对 于 区 间 [a,b] 上 的 一 元 函数 f(x)， 


LIPS Ff (zy) 一 fein] (a = zo € $1: S8 — b) 
大 一 


称 为 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 的 全 变 差 . FERZAN. WU f(x) RAKE [a,b] 上 的 有 限 变 差 函 数 . 
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二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 甚至 还 可 以 有 更 多 个 线性 无 关 的 特 解 , 例如 , rw = 
0 就 有 四 个 线性 无 关 的 特 解 : wi = 1. w =r 以 及 广义 函数 解 ws = |[z|, w4 —n(zx). 
这 里 的 nm(z) 是 Heaviside 单位 阶 跃 函数 . 


81.2 ”函数 可 导 的 充分 必要 条 件 


关于 函数 (ERA) zo 可 导 的 充分 必要 条 件 ,， 有 下 列 几 种 说 法 ?: 

(1) 如 果 f(z) ==w(z,y) 十 iv(z,y) RER ulr. y) FÆR vlr y) (作为 实 的 二 元 
EK) 均 可 微 ， 且 满足 Cauchy-Riemann J4, MAX f(z) 可 导 . 

(2) Let f : A c C — C be a given function, with A an open set. Then f'(zg) 
exists if and only if g is differentiable in the sense of real variables and, at (xo, yo) — zo, 
u, v satify the Cauchy-Riemann equations. 

(3) AA f(z) 可 导 的 充分 必要 条 件 是 : VA f(z) 的 偏 导 数 Ou/Ov, Ou/Oy 和 
Ov/Ox, Ov/Oy 存在 且 连 续 ， 并 且 满 足 Cauchy-Riemann 方程 

(4) Æ ulz, y) fe v(z, y) 的 偏 导 数 Ou/Or, Ou/Oy 和 Ov/Ox, Ov/Oy 存在 且 连 续 
8j 314€ F, Cauchy-Riemann 方程 才 是 函数 可 导 的 充分 必要 条 件 . 

以 上 几 种 说 法 中 , 前 两 种 是 正确 的 . 偏 导数 存在 并 且 连 续 是 二 元 函数 可 微 的 充 
分 条 件 而 非 充分 必要 条 件 , 有 关内 容 在 数学 分 析 的 教材 均 有 讨论 , 此 处 从 略 . 在 这 
一 方面 ， 需 要 注意 在 实 的 二 元 函数 中 “可 导 ”( 即 偏 导数 存在 ) 与 “可 微 ”( 即 全 微 
分 存在 ) 并 不 等 价 : 二 元 函数 可 导 并 不 一 定 可 微 , 而 可 微 则 一 定 可 导 ; 在 复 变 函数 
中 , 则 可 以 证 明 , 可 导 与 可 微 是 互相 等 价 的 . 

至 于 上 面 的 第 四 种 说 法 , 应 该 说 , 与 第 一 、 二 两 种 说 法 还 是 有 一 些 差别 的 . 

与 函数 可 导 的 充分 必要 条 件 相 关 的 问题 是 函数 解析 的 充分 必要 条 件 . 既然 函数 
在 区 域内 每 一 点 均 可 导 , 则 称 函 数 在 区 域内 解析 , 那么 , 函数 f(z) = u(z,y)+iv(z,y) 
在 区 域 D 内 解析 的 充分 必要 条 件 便 是 u(z,y) 和 v(x y) dE D 内 可 微 , 且 一 阶 偏 导 
数 在 D 内 满足 Cauchy-Riemann 方程 . 但 是 , 可 以 严格 证 明 , 若 函 数 f(z) 在 区 域内 
解析 (BI f'(z) 在 区 域内 每 一 点 均 存 在 )， 则 函数 的 任意 阶 导数 均 存 在 . 特别 是 , PR 
数 的 二 阶 导数 存在 , 故 一 阶 导数 必 连 续 . 换言之 , 只 要 函数 在 区 域内 每 一 点 都 可 导 ， 
则 其 一 阶 导 数 一 定 在 区 域内 连续 . 因此 , 如 果 说 “函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 的 充分 
必要 条 件 是 u(x,y) 和 vw(z,y) 对 zx 5E y 有 连续 偏 导数 , 并 且 满 足 Cauchy-Riemann 
方程 ”, 这 种 说 法 并 不 错 , 问题 只 是 条 件 尚 可 减弱 . 之 所 以 出 现 “ 偏 导数 连续 ”这 一 
要 求 , 或 许 有 它 的 历史 原因 : 1814 年 ，Cauchy 给 出 解析 函数 的 定义 时 , 就 曾 要 求 
导 函 数 连 续 , 并 由 此 导出 了 Cauchy 定理 . 1900 Œ, Édouard-Jean-Baptiste Goursat 


@ 笔者 只 是 收集 了 现 有 教材 中 的 一 些 论述 , HAEE RARER, AERRICH. 
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证 明 : d$ f =， +io 为 复 函 数 , 实 二 元 函数 u(z,y) H vl, y) 均 可 微 , 则 了 在 区 域 
D 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 它 在 该 区 域内 满足 Cauchy-Riemann 方程 (Goursat 定 
HE). 这 里 并 未 要 求 u Mo 的 导 函 数 连 续 . 而 且 Goursat 定理 中 关于 实 二 元 函数 
ulz y) 和 w(z,y) 均 可 微 的 要 求 还 可 以 大 幅度 减弱 为 f — uiv 在 D 上 连续 , 而 f 
对 于 zx A y Hym SUE D 中 存在 (Looman-Menchoff 定理 ) *. 

事实 上 , 今天 所 谓 的 Cauchy-Riemann 方程 , 最 早 可 以 追溯 到 d'Alembert 关于 
流体 理论 的 著作 (1752 E). 在 Euler (1777 年 ) 和 Lagrange 的 著作 中 也 曾 出 现 过 . 
到 了 1814 Æ, Cauchy 在 讨论 ( 实 ) 二 重 积分 换 序 时 又 一 次 得 到 这 组 方程 . 然而 他 
们 都 没有 认识 到 它 的 重要 性 , 都 没有 把 这 组 方程 看 成 ( 复 ) 函数 论 的 基础 . Riemann 
是 认识 到 dw/dz 的 存在 性 意味 着 对 于 z+ Az 一 z 的 任意 方式 Aw/Az IUD IDE 
近 于 同一 值 的 第 一 人 . 他 认识 到 函数 f(z) = u+ ie 在 一 点 及 其 邻 域内 解析 ， 如 果 
它 连续 可 微 并 且 满 足 Cauchy-Riemann 方程 . 

函数 解析 的 充分 必要 条 件 还 有 其 他 表述 形式 , 例如 见 Morera 定理 或 Cauchy 
型 积分 , 也 可 见 函数 的 Taylor 展开 . 也 还 可 以 用 “变换 ”或 “映射 ”的 语言 表述 , 即 
解析 函数 的 保 角 性 或 “保持 无 穷 小 圆 ” 的 特性 . 

解析 函数 的 性 质 表现 在 方方面面 . 在 漫长 的 历史 发 展 中 ， 由 于 从 不 同 角度 研 
究 解析 函数 ,因而 就 出 现 了 不 同 的 称谓 . 在 历史 文献 中 就 曾 出 现 过 其 他 术语 , 后 来 
认识 到 了 它们 的 等 价 性 , 所 以 很 少 再 用 . 作为 解析 的 同义词 , 至今 仍 在 使 用 的 还 有 
“全 纯 ”(holomorphic)、“ 单 演 ”(monogenic) 和 “正则 ”(regular) 等 . 


81.3 Cauchy 定理 与 Cauchy 积分 公式 


例 1.1 证 明 实 系数 多 项 式 必 有 零点 , 除非 该 多 项 式 恒 为 常数 ( 零 次 多 项 式 ). 
证 用 反 证 法 . 设 此 多 项 式 为 


Pa(2) =e F EET 7 ques E dps an 关 0, 
an; an-_1,"…,Q0 均 为 实数 . 按 所 设 , E 已 (z) 无 零点 , 则 当 z 取 实 数值 z 时, Ps (x) 
一 定 不 为 0, 且 不 变 号 , 因此 
2s db 
n P, (2 cos 0) Pu 
4& z=, 则 上 式 化 为 


1 dz 1 sil 
— = ———— dz 0, 1:3 
j.. Pa(z+27}) iz —iJizi Qzn(2) i V 


© 5| B http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy. Riemann. Equations. 
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其 中 Qzw(z) = 2" Pal +27!) 为 2n 次 多 项 式 . 因为 Pale) 关 0, 所 以 z 关 0 时 
P.(z +27!) #0, Bl Qon(z) 关 0. 又 因为 92n(0) = an 亦 不 为 0, 所 以 2” /Qa, (z) 
(在 全 平面 ) 解析 . 根据 Cauchy 定理 , 一 定 有 


gzn-l 
| 到 =1 Quz) 
与 0) 式 矛盾 . 因此 P(e) 必 有 零点 . 命题 得 证 . 
pg ”讨论 此 结论 对 于 复 系 数 多 项 式 仍 正确 . 因为 即使 Pale) — anz” ras a2^7! 
+o +a 为 复 系 数 多 项 式 ， 则 可 以 构造 一 个 新 的 实 系数 多 项 式 


(anz” 4- as 21277! +- + ao) (asz" + az, 12^ c ac), 


因此 上 述 结论 仍然 成 立 . 
例 1.2 设 G 为 单 连 通 区 域 , C 是 它 的 边界 , € f(z) 与 9(z) HEG 中 解析 ， 
E g(z) 在 G 内 只 有 一 个 一 阶 零点 zo. 在 C 上 无 零点 , 试 证 明 


1 9 (C) 
KG) = gs f. fO ac 


WE $ g(z) = (z—2zo)h(z). Wl h(z) 必 在 G 中 解析 , HXE G 中 无 零点 ,因此 


g(z) dling(z) 1! h/(z) 
ga dz  z-2 T h(z)' 
函数 h (z)/h(z) 也 在 G 中 解析 , 于 是 有 
jI SE 1 
i f - 2n Jc (|— s "22 EN 


FO 
a: — £Z ie nnd es Lac); 
但 上 式 右 端 第 二 个 积分 一 定 为 0 (因为 被 积 函数 解析 )， 因 而 证 得 


1 E (c ) 
27i. 


f(z0) = 


kg 讨论 若 20 为 n NRE, MÈRA 


1 
f(z0) = zaf IO KO G. 


fj 1.3 设 G 为 单 连通 区 域 ，C 是 它 的 边界 ，P(z) 为 n 次 多 项 式 ， 其 零点 
QZ2 Zn 均 为 一 阶 零 点 ， 且 全 部 处 于 G 内 ， f(z) 在 G 中 解析 ， 试 证 明 
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= 


T mi Jo P(Q €-z 
是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 , 且 
Q(zk) = f (zk) = ly 2yr 


如 果 G 是 复 连通 区 域 , 上 述 结果 还 正确 吗 ? 
证 由 题 设 知 P(z) 为 n 次 多 项 式 : 


P(z) = (z — z1)(z — 22): -- (2 — Zn). 
因此 
L -而 42 -— An 
Bh R—Á am $e 
其 中 A; (i = 1,2,… 0) 为 常数 ( 即 函数 1/ P(z) 在 奇 点 z = z 处 的 留 数 ). 又 因为 
P()-P)a, ,. 
Peg = Rail; z) 


一 定 既 是 5 B n — 1 KERA, 也 是 z 的 n 一 1 次 多 项 式 , 所 以 


Dza Df C. Rn-1(C; z)d¢, 


其 中 C 为 足够 小 的 闭合 围 道 ， 只 包含 P(z) 的 一 个 零点 z. 根据 Cauchy 积分 公 
式 , 就 立即 得 到 


即 证 得 Q(z) 为 n 一 1 次 多 项 式 . 
特别 是 当 之 二 Zk 时 ， 


Q(zx) = 
因为 P(z.) = 0, 所 以 


1 FO) PO - Plr) g 
2r Jo P(C) | G— z2k 


Qa) = gs f E - Fan) 
显然 , 当 G 是 复 连通 区 域 时 上 述 结果 不 成 立 ， 
例 1.4 BA fo-(— 在 |z| < 1 内 解析 , 设 它 在 z = 0 点 的 导数 为 
rie (0) E B,(a); 试 计 算 


eem 


d" f (In(1 4- z)) 


Cn(a) = EST 
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解 由 解析 函数 的 高 阶 导 数 公 式 知 


nl z ~ dz 
B,(o) = ， 
W= ed $ (s - ;) gn 


n! In(14-2)]^ dz 
Gala) = Ál z | ze 


不 妨 取 积分 围 道 C 与 C' 为 以 z = 0 为 圆心 的 圆周 ， 其 半径 足够 小 ,使 在 圆 内 除 
z — 0 为 被 积 函数 的 奇 点 外 别 无 奇 点 . 因此 , 作 变 换 z = In(1+ C). 就 有 


| n! In(1- ()]* 1 U* dc 
B,(a) = 2rá £, | 5 | E ii 可 zd 


注意 到 
d [In(14 ol" | a -n [lIn(14 gv afn+cl * 
dc P EL p pu 
所 以 就 求 得 
a m In(14-0)] ^" dt | æa ] 
Bas) = a — n 27ü f, | Ç | QC he n) 
亦 即 
Cnta 一 _ Bala) 或 Cn(a) _ Ba(atn) 
a-n a a — a+n ` 
kg 讨论 
1. 本 题 实际 上 是 讨论 了 函数 f(z) 5 f(In(1--2)) 的 Taylor 展开 
roD, H(t) 2 Y ce 
k-0 ^ k-0 ^ 


之 间 的 关系 . 在 文献 中 ， 常 将 展开 系数 Bka) 写成 B». 称 为 广义 Bernoulli A. 

2. 在 上 面 的 计算 中 , 我 们 未 加 证 明 地 引用 了 下 列 结论 : 

(1) AE € 4& z — In(1-- C) 下 ,积分 转 道 C 将 变 为 《平面 上 的 围 道 C"，C 内 区 
ARA OC AER. 这 表现 为 : C 内 含有 >z=0 点,，C” 内 含有 (=0 点 ; WARC 
正 向 一 周 则 变 为 沿 C" 正 向 一 周 . 

(2) 不 妨 假 设 C' 完全 处 于 OC" 内 ,由 Cauchy EATA, X C" 一周 的 积分 与 
沿 C' 一 周 的 积分 相等 . 

例 1.5 已 知 f(z) = f 一 
为 f™(0) = B.(o;t), 试 计算 


pa 在 |z| < 1 内 解析 , 设 它 在 z = 0 点 的 导数 


d" f (In(1 + z)) 


d zn 


Calas t) = : 
z=0 


$1.3 Cauchy 定理 与 Cauchy 积分 公式 


f(In(14 2)) = EI (14 z)f. 


由 解析 函数 的 高 阶 导数 公式 知 


nl z a dz 
B,(o;t) = 一 PI ) E 
fen f) zi $.* e —1/ gn 


Orat] = afa pa [=e 2 


dz 


a 
zn+1 ` 


[R49] 1.4, 不 妨 取 积分 围 道 C 与 C' 为 以 > = 0 为 圆心 的 圆周 ， 其 半径 足够 小 , 使 
在 圆 内 除 z = 0 为 被 积 函 数 的 奇 点 外 别 无 奇 点 . 于 是 ,， 作 变换 5 = In(1 2 z). 就 有 


nl tC 5 es 
M) om—— i d 
SNS a fe (z a ) (ec - 1)" i 


n» n-4-a4-1 j 
QE f ot 6 tr di 
2ni Jc e6—]1 Qus 


= Byi(n-- a--1;1-4 t). 


I 讨论 B.(o;t) 57 X Bernoulli 数 B® AX, Pp 


s nl Q T (t+1) (k-a) 
Wed e a E 
Bulit) = 2, kr RJ a—k Pentti) 


而 特别 当 a 为 整数 时 ，Bn(a;t) 称 为 广义 Bernoulli £34 &, 3629 B). 

C,(o;t) 称 为 Narumi ZAA”, A s (t; —o). 

例 1.6 无 界 区 域 的 高 阶 微 商 公式 . 

可 以 模仿 有 界 区 域 高 阶 微 商 公式 的 证 明 方 法 . 我 们 知道 8， 如 果 jc) 在 简单 
闭合 围 道 C 上 及 C 外 解析 , 则 对 于 圆 外 一 点 z, 有 


fej- f(oo) - d IE 


—?9"j5f—s 


其 中 C 为 顺 时 针 方向 , 即 绕 oo 点 的 正 向 . 因此 


d, 


© 参见 文献 : R. P. Boas, Jr. & R. C. Buck, Polynomial Expansions of Analytic Functions. Berlin: 
Springer-Verlag, 1958: 37. 
加 参见 : 吴 崇 试 . 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 29. 
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J(sth)-f(z) | i1] 天 全) FC) 

h -if e £a 
"EY HO 
“mao e-e- 


仿照 有 界 区 域 的 做 法 , 就 可 以 证 得 


f(z+h)— f(z) _ -f FO 
c (6—2) 


f(z) = lim 


h—0 h — 27i 
重复 以 上 计算 , 就 可 以 推 得 更 普遍 的 结果 : 
f(zth)—f(z) m FO 

f 


h — 2m Jc ((—2)^*1 


5 di. (1.2a) 


f" iz lim dá, n-1,2,3,*^. (132b) 


成 立 条 件 与 (1.22) 式 相 同 . 
fj 1.7 证 明 : d$ p = 1/€, 则 对 于 解析 函数 le BERAT 


df) (C papa d [z^ i]. (1.3) 


d Ẹ n d £ 9n p 


证 利用 有 界 区 域 和 无 界 区域 的 高 阶 微 商 公式 即 可 . 对 于 给 定 的 > — 5,， 有 


gy = 2 fo) a 
fT S ee 


其 中 |E < R. EEH = 1/z, M z 平面 上 的 围 道 |z| = R 变换 为 5 平面 上 的 围 道 
上 | = 1/R， 且 积分 路 径 的 走向 由 逆 时 针 ( 圆 内 区 域 的 边界 正 向 ) 变 为 顺 时 针 ( 圆 外 
区 域 的 边界 正 向 )， 因 此 


f (£) x 27i c=1/R (c7 -41 d 


- canes d fac) c ac. 
15|=1/R 


27ü (C PES py 


比较 (1.20) 式 , 即 可 证 得 (1.3) X. 


第 二 章 无 穷 级 数 
82.1 无穷 级 数 的 收敛 性 
例 2.1 设 Ye, 与 Y bn AEDEM, 试 举 反例 ,说 明 下 列 说 法 不 正确 
(1) 车 i es ds 则 £ an 收敛 ; 
(2) Æ amn < amsn MI PET 
(3) 车 lim Seti = =% Ë an 发 散 ; 


n-—oo 


DEZ L an 5 L b, 均 发 散 ， 则 x Vanbn 发 散 . 


n-—1l 


1 


解 (1) 取 = pin. ,满足 Jim nan=0 的 要 求 , 但 Es fig c p Tam 发 散 . 
(2) 取 25 = 0, ü2n--1 = a ^ 则 级 数 b Qs 一 2 EE 收敛 ， 其 和 
为 sinhl. 


也 可 举 出 an 均 不 为 0 的 例子 . 例如 ao, = 37", azn41 — 27", W azn < azn+l， 
但 级 数 > an 收敛 , 其 和 为 2-- 1/2 = 5/2. 


n=l 


(3) I8] (2) 

(4) 可 取 
maS l; n 为 奇数 ， gem. n 为 奇数 ， 
li gn. n 为 偶数 ， ' 1; n 为 偶数 ， 


则 级 数 S a, 与 Yo bs 均 不 满足 级 数 收 敛 的 必要 条 件 , 但 
n-—1 n=] 


“nb = 2 7. 
所 以 Y Vanbn 收敛 . 
n=l 
例 2.2 讨论 级 数 六 H pe 的 收敛 性 


Pr (k+ TETE 
解 按照 有 关 级 数 收 伍 性 的 定义 ， 我 们 应 当先 求 出 部 分 和 Sm. 


@ 参见 : Xd. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 39. 
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为 了 计算 的 方便 ,需要 区 分 m, ”为 奇数 或 偶数 的 情况 ， 
下 面 先 计 算 Somon RE m Z n. 就 可 以 假设 n<m， 
2m-4-2n min(r—1,2n) 


[—max(1.r—2m 
2n41 (-1) r—1 2m-4-1 r 

= [E-o] $ z^ a yu = 
r=2 : bl 


2m+2n e 加 | 2n. 1] 
AT —L 


DE 


r=2m+2 l=r—2m 
x tO Ron, EE 
一 6 j 2 6 
r=2 r—-2n--2 
十 (-1)[2n(2n--1)(8r-4n—1)  (r-2m-1)(r—-2m)(r--4m--1) 
r 2 6 2 
r—2m--2 
2n41 2m-4-2n 
1 " 1 Ü | ,9r—4n-1 
=a (r-i) tgn Y cyT—— 
7 一 2 r—2n-4-2 
2m-4-2n 3 2 
1 rr? — (12m* 6m 1)r + 2m(2m-- 1) (Am 4-1) 
-5 »»0 2 
r=2m+2 
OEN 2m+2n r 
1 » IN. ! [IP 
IDEE PE 
5 r=2n+2 
2m-4-2n 
1 -0" 
- gn(2n-- 1) 4n--1) 5 z 
r=2n+2 
ar cun s 12m? -6m--1 4, 2mQm-r1)(4m1)]. 
(1 tty] (2.1) 
6 4 T a 
r—2m--2 
在 得 到 以 上 结果 时 用 到 了 
s T a $(s-1)(3r—2s—1) 
Xir- =r Y -De 6 i 
1-1 l=1 
因为 
2n+1 
Y Cyro n 
r—2 
2n4-1 (-1) 
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2m4-2n 


[4 ST. EN CN 
2, r PS (m4 m4 1) (m -En4 3 + (nt3) —w(n--1)|. 
2m-F2n 

—1)" 1 3 

l E Ey [von FEn-1) v'(m Hnt- 3E n (m+3 )- Voce]. 

r—2n4-2 
2m-4-2n 

(—1)'r = n+2m+1, 
r=2m+2 
2m+2n " 

[CIF 一 一 1 | I | z | 1 3 m 
E =3 p(m+n+1) v(m -n4 ;) + 中 (m+5】 了 由 (2 十 1)|， 


r 


" s -iw (m+n+1) (m -n4 ;) Ew (m3 =) - y (m1). 


2m-4-2n 
(-1) 


r—2m--2 


代入 即 得 


n 


5 人 二 一 一 ER 中 (n+ 3 ) (5) - WD) 


, m? 4-6: 1 
+ pe + c [omen — v(mtnt3)| 


& [xg oet eom mol | [von "- V (m | 223] 


12 24 


enfe) eo n e) men] 


opere [v (n ! 2) Vien) 


Iv (m5) ‘(m+ D S(n+2m+1). (2.2) 


FEE, 直接 计算 部 分 和 S$2m.2m^ 就 会 发 现 (2.2) 式 也 适用 于 TL 一 mn 的 情形 . 利用 
p(z) YE z — oo 时 的 渐 近 展开 


1 1 1 d ira 1 
v(z*5) peg s ln (3) T (去 zu) ' d»: ac] - 
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1 (i. Ñi 1 
wv (z+3) -vo = 222. Ag’ oz) 
由 此 得 到 
3 1 1 ] l 1 
vb(z+3) Pe = TE end 
11 391 1 
x risk, (2.32) 
S NIS. i 11 -31 1 
并 且 代 入 p(z) 的 特殊 值 
w0)-2-s  w(2)-2-5-2m2 (2.4) 
就 能 将 (2.2) 式 化 为 
"e EE 未 ; (In2—1) 
n(2n+1) [1 1 1 I 1 3 41 
- 39 |m S(mtny n Ba 
err 1 1 1 11 A 
12 +n)? 4(m+n) 2n? 4r 
12m?+6m+1 [1 1 l« o 1 2531 
x 12 E m+n 8(m+n)? 2m 2 
m(2m+1)(4m+1) F 1 1 1 11 $1 | 
B 12 2(m+n)? 4(m+n 2m? 4m? Su 
_ 2m+2n+1 1 2n+1  (2n-41)(4n41l) 
12m?--6m--1 (2m+1)(4m+1) 3 2n+1 
ii 24m 24m 16 m 
1 (2n+1)(4n+1)  12m?--6m41 1 (2m41)(4m41) 
16 n? 32m? 16 m? 
1 El l| 
m+n 4 24 
1 n(2n--1)(8n4-5) " m(2m-4-1)(8m4-5) à 1 | 
(m+n)? 48 48 96 
1 Em: o eti] Lor 
(m+n)3 48 48 in 
AGB CSI TTA UG UD 36434 O (5.0 (—) 或 0( — 一). 如 此 继 
n m m+n 


续 化 简 ， 并 注意 到 


lm?-n? 1m)-5n? 12 十 人 12 一 mm 十 02 m+n 


2 m+n 3(m+n? 2 men 3 m+n 6 ^" 
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就 能 得 到 
m 2 n 1 1 m? +n? m+n 
S2m,2n = ow Uwe i 1 ) 
34n s (m? + n?) 1mm 
(m 十 zi 3 6 (m 4- n)? 
Mi i Ai +n? 1m? -mn+n? 
z 8 (m+n) 6 (m+n)? 
1 5m? + 4mn + 5n? 
=- 2. 
Wes a US (2.5a) 
类 似 地 , 还 能 计算 另外 几 种 部 分 和 ; 
2m 2n41 2m E+ 
I)* 7E 
pe zd didi (2 1 ER Ei E P 
S2m.2n+1 = 2,2,CU9 ESI Mice aka IE amer 5 
2m+1 2n pen 2n (-1)* 
41.28 = 三 gn (2 1 M, 
S2m44,2n = 2. 24-0 m 2m.2n + (2m 十 Pm: 
2m--12n--1 
» ED 
S2m44,2n41 = 3 pa (一 1 Ha "m 7 
—1) +4 2m (—1)**k 
= Soman + (2 ee mu MM 
2m.2n + (2m 1) y» TEES 十 (2m 十 )» Qr EFI 
l Bariri 
^ (2m+2n+2)? 
重复 上 面 的 计算 , 可 以 得 到 
T (—1)**k 12n+1  1/2n41V? 1 
even et = Hti y T TEST LL. 
(2n--k--1)? 4m+n 8\ m+n 2 (m+n)? 
—1)+11 12m-1  1/2m41V? 1 mn 
2 1) E UU Elm uu ee ed 
Vener jx (2m--l--1)? 4 m+n y 8 \ m+n 2 (m+n) ? 
所 以 
1 5m? + 16mn 十 5n? 
Som .2n44 = 6 (In2 F 1)- 24 (m FS n)? (2.5b) 
1 1 5m? 十 16mn 十 5n? 
Som11,2n 一 6 (1n2 ak 1) = 24 (men EE (2.5c) 
1 1 5m? 十 Amn + 5n? 
S2m412n41 = 6 2+1) —————— —À—— (2.5d) 


24 (m+n)? 
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以 上 结果 说 明 , 当 m,n dedimus qnid oc 时 ， | {Sm n} 并 不 收 
Sk. 换言之 ， 二 重 级 数 2 (- D^ eaa s TI 
的 特殊 方式 , 如 果 m 与 ， n ,并 不 独立 ， 例如 取 n = am, M) 


m — OO,TL — OO 


5m? 十 Amn 十 5n? _ 5-c 4a 十 5a? 5m? 十 16mn 十 5n? 5 十 16a 十 5o? 
(m+ n)? — (+a ' (m 4- n)? (1-2)? 
于 是 
. 1 1 5 十 4a 十 5a2 
n Er S2m,2n = n Ps S2m4+1.2n+1 = 6 (In 2 t 1) 24 (1 d a)? (2.6a) 
1 1 5+ 16a + 5o? 
" lim, S2m41,2n = „ lim, S2m,2n+1 = 6 (1n 2 4- 1) 24 (+a) (2.6b) 
Thi — oo m — oo 
特别 是 , 当 a — 1 时 , 有 
i 
lim 5255, = „Jim Som41,2n41 = s (n2 十 z). (2.7a) 
1 5 
lim Som+i2n = lim Seman = g (In2- 1). (2.7b) 


部 分 和 序列 正 是 在 这 两 个 数值 之 间 震 荡 . 
如 果 将 上 述 二 重 级 数 先 按 行 求 和 ,而 后 再 将 各 行 之 和 相 加 ( 即 “ 逐 行 求 和 ”)， 
则 有 


È Us 1 = lim ( lim Ss ) = «(m2 一 3! (2.82) 


T,—oo Tn — 


这 相当 于 在 (2.6) RAPRA a = 0. 由 于 级 数 对 于 ,1 对 称 ， 所 以 如果 先 按 列 求 
TU, 而 后 再 将 各 列 之 和 相 加 ( 即 “ 逐 列 求 和 ”), 也 应 当 得 到 同样 的 结果 


Scd Mes kl 1 1 
x pertum mem) ui e- D. — em 
k=1 Lii 


这 相当 于 在 (2.6) RFS a — oc. 
另 一 种 求 和 方式 是 “ 按 对 角 线 求 和 ”. 对 于 本 题 而 言 , 这 样 的 和 


oo kl oo m r—1 1 oo 1 
Siger x [Ew 中 -这 w(t) 
r=2 Lk+l=r 7 二 2 tsi r3 


并 不 存在 . 
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$2.2 PARANE 
REAA 六 cu(z - a)" 的 收敛 半径 , 有 两 个 公式 : 
n-—0 
(1) Cauchy-Hadamard 公式 (基于 Cauchy 判别 法 ): 
1 1 1/n 
ud T" ^ FM 
(2) 基于 d'Alembert 判别 法 : 如 果 
n+l 
lim tanle a = |z—a| lim DeL 
noo cn(z 一 一 co | Cn 
存在 ， 则 
R= lr : 2.10 
E nec V 
在 应 用 这 两 个 公式 时 , 请 记 住 c, ERRA. z^ 项 的 系数 . 


这 两 个 求 收敛 半径 的 公式 各 有 优 缺 点 . Cauchy-Hadamard 公式 普遍 成 立 ， 而 
公式 (240) 则 是 有 条 件 的 (要求 极限 lim [en/en] FE). 作为 相关 概念 的 讨论 ， 


以 使 用 Cauchy-Hadamard 公式 为 宜 ; 而 在 求 收敛 半径 的 具体 计算 中 ,多 使 用 公式 
(2.10), 前 提 是 满足 该 公式 的 适用 条 件 , 即 要 求 极限 lim [es [osi] FE. 


不 难 举 出 dim en/en] 不 存在 的 例子 . 例如 ,对 于 级 数 Yo 222^, 
"—*o00 nl 


Ü, =La 
Ën = 
及 u= 2M 
则 有 
Crn C2n+1 
C2n4-1 i 


C2n+2 =Y 
因此 lim [en/en] 并 不 存在 . 然而 , 因为 


lim je; [U^ =A 
noo 


立即 就 得 到 R= 1/2. 


读者 可 能 会 想 出 变通 的 解决 办 法 ， 即 作 变 换 ¢ = z?*， 因 而 上 述 级 数 即 变 为 
Te, FE, 作为 t KRAI, BAR (2.10) 可 以 求 出 收敛 半径 (BI c 平面 上 
mæl 
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收敛 贺 的 半径 ) 为 1/4， 从 而 也 导出 作为 > 的 宕 级 数 , 收敛 半径 为 1/2. 但 这 种 办 法 
无 法 从 根本 上 克服 lim les ess] 不 存在 的 困难 . 例如 ,对 于 


ge wm= hg yrn 

A DIS, rogati 
由 Cauchy-Hadamard 公式 即 能 求 出 R= 1/3, 但 却 难以 直接 应 用 公式 (2.10). 尽 
我 们 可 以 由 级 数 收敛 的 必要 条 件 判 断 |z| > 1/3 时 级 数 发 散 ， 而 用 — 
lz| < 1/3 时 级 数 收敛 , 显然 这 样 不 如 应 用 Cauchy-Hadamard 公式 来 得 直截了当 . 

在 极限 Jim len/Cn+til 存在 的 条 件 下 , 应 用 公式 (2.10) 求 收敛 半径 往往 比较 简 

单 ， 原因 是 在 系数 比 cn/cn+1 中 往往 会 有 一 SETERS 而 Cauchy-Hadamard 
公式 中 关于 en ”的 计算 却 可 能 比较 复杂 . 级 数 Y a z^ 就 是 一 个 很 好 的 例子 


d one F anz” 和 » b,z" 的 收敛 半径 分 别 为 Ri 和 Ro MRR 
vul n=l 
Cauchy-Hadamard 公式 ， 可 以 得 出 下 列 结论 
(1) E anbnz” 的 收敛 半径 R > RiR. 原因 是 
n=l 
l/n 


lim |a,5,|/" < lim |a,|/". lim |b,|^ 
Too 也 一 DO "n—o0oo 


例如 
2^. T5 —1,3,9 0 1i 1,9,5; 
Gp, TT 与 bn dne 
0 m= 2 4,6 9". o EEEE. E 
这 时 就 有 
lim |a,| =2, Im |b,|/" — 3, 
也 一 DO "n—oo 
但 


Jim lonbn| = 0. 


Q) X ite 的 收 证 半径 R< 是 :这 其 实 只 是 (1) 的 特殊 变型 : 只 需 将 级 数 
Y az 看 成 (F bn )e” 即 可 . 
n=1 n=l n 
作为 这 种 情形 的 特例 , 又 应 当 有 
cl, . 1 
3 r* 的 收敛 半径 R< 元 ， 


n 


3 
ll 
A 
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3) RA X (an 二 bn)z” 的 收敛 半径 R > min(Rai Ro). 这 是 因为 , FRA 


MC A PARKKA KAA E, 一 定 有 (其 和 函数 
的 ) 奇 点 . 如 果 Ri Æ Ro, 或 是 尽管 Ri Rə 但 级 数 到 us 与 È bnz” 的 奇 点 


并 不 重合 ， 则 需 级 数 2:1 an 十 bn)z” 的 收敛 半径 R = min(R;, Ro). 但 当 R = 
且 级 数 x asz^ E X bne” 在 收敛 圆 圆 周 上 的 奇 点 也 完全 重合 时 , 它们 的 奇异 性 
可 能 彼此 抵消 ， 而 使 得 这 些 点 成 为 级 数 pw an 十 bn)” 的 可 去 奇 点 ， 这 样 就 会 有 
R > min(Rj, R5). 从 计算 公式 上 说 ， 因为 当 im pa 天 jim. lbn mr, 有 
im la + ,]/^ = max [ Tim la, ^^" , im LA 
m Jim Jan” = Jim on™” 时 ,， 则 应 有 
Jim. las + b, 1 < Jim |a,|"" 或 Im |b,, | /" | 
ea Wee ad earn 适当 选 
取 函 数 f(z) = » anz" Ej gle) = bnz"， 验 证 上 面 所 列举 的 结论 . 
82.3 ”无 穷 级 数 的 Cesàro 和 与 Abel 和 
先 看 一 个 数 项 级 数 


]-—isxl1-l4li-13:e:, (2.11) 


它 的 部 分 和 序列 为 1, 0,1,0,1,0,1,…… 因此 , 按照 定义 , 此 级 数 发 散 . 然而 , 如 果 我 
们 引进 “级 数 和 ”的 其 他 定义 (或 者 说 , 引进 求 级 数 和 的 其 他 计算 方法 ), 按照 这 些 
定义 , 可 以 求 出 上 面 的 级 数 和 为 1/2. 
任 给 定 一 个 级 数 
uj + ugs + u3 +>, (2.12) 
其 部 分 和 为 
Sn = uj + uo +H ua 十 十 Un (2.13) 


将 部 分 和 求 算术 平均 , BU 


J. 
Fn = z (81 F52 +83 +: Sn). (2.14) 
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如 果 序 列 (o, 收敛 到 c,， 则 称 级 数 (2.12) 的 Cesàro 和 为 o. 不 难 求 出 级 数 (2.11) 
部 分 和 的 算术 平均 序列 
l 3 l 
aug mp;Sg 
所 以 级 数 (2.11) 的 Cesàro 和 为 o = 1/2. 这 种 求 级 数 和 的 方法 称 为 Cesàro 法 (F 
术 平 均 法 ). 
也 可 以 将 上 述 求 和 方法 应 用 于 三 角 级 数 


1, 


5 T cosi -+ cos 2e + cos 3z +n. (2.15) 
我 们 知道 , 这 个 级 数 是 发 散 的 (因为 其 通 项 不 满足 级 数 收敛 的 必要 条 件 ), 这 同样 表 
现在 它 的 部 分 和 


=A sin((2n4-1)z/2] 
T De kg = 2 sin(z/2) (2.16) 


的 极限 不 存在 . 但 是 , 如 果 求 它 的 算术 平均 ( 称 为 级 数 的 次 算术 平均 ) 


A880 5idesg de i _1 74 sin((2n--1)z/2] 

Sala) = n ^An 2. 2 sin(x/2) 

1 1 ^. 2n«l 1 sin?(nz/: 

"T M r T n+ m gin a 
2n sin(r/2) i 2 2n sin*(r/2) 


则 对 于 z € (一 x,0) 或 (0,7); 就 能 求 得 级 数 (2.15) 的 Cesàro 和 o = 0. 可 是 , WR 
r=0, 则 on(0) = n/2. 故 Cesàro 和 不 存在 . 
根据 Cesàro 和 的 定义 ， 可 以 直接 证 明 如 下 结论 : 
(1) 56 P. ES b b, 分 别 有 Cesàro 和 s 5j t, W X an 十 bn) 有 Cesàro 和 
st 
2) € Y d. 有 Cesàro 和 s, MI) Y kan 有 Cesàro 和 ks; 
n=1 m=} 


3) yt? 有 Cesàro MA s, W LITA 有 Cesàro 和 s — aj; 
n=l n=2 
(4) 车 35a, 收敛 , 即 其 和 A 存在 , 则 其 Cesàro 和 也 是 4. 
n-l 
求 级 数 和 的 另 一 种 方法 是 Abel 法 (收敛 因子 法 )， 即 针对 数 项 级 数 
uo ui + us + ua +, (2.17a) 


5 ERKA 


ug + ur + ugr? + ugr? +, (2.17b) 
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如 果 级 数 (2.176) 在 区 间 O & r < 1 上 收敛 , 且 当 了 一 1 时 趋 于 有 限 值 ,我 们 就 把 
这 个 数值 称 为 级 数 (2.17a) 的 Abel 和 . Abel 求 和 法 的 理论 基础 是 Abel 第 二 定理 . 
回顾 刚刚 举 过 的 两 个 例子 . 对 于 级 数 (2.11), 我 们 可 以 构造 容 级 数 


Lepp mpl 5-2 1, (2.117) 


它 在 区 间 (—1,1) 上 收敛 到 1/(1 +r). 尽管 级 数 (2.11) 在 > = 1 处 并 不 收敛 , 但 是 
lim [1/(1 2 r)] = 1/2. 因此 级 数 (2.11) 的 Abel 和 为 1/2. 
再 看 级 数 (2.15). 按照 Abel 求 和 法 ,引进 第 级 数 
> TL 1 = n ingt 1 
tuf cosns= s (14 5 re i (2.15) 


TL— —o0o0 


to | 一 


它 在 区 间 0 < 7 < 1 上 的 和 函数 为 
1-7? 
21-—2rcosrz-4-r?. 
在 -xn<zxz<0 或 0<zxz<x 的 条件 下 , 当 7 一 1 时 , 此 和 函数 趋 于 0， 因 此 级 数 
(2.15) 的 Abel 和 为 0; 而 在 x = 0 的 条 件 下 , 当 7 一 1 时 ， 和 函数 的 极限 不 存在 ， 
因此 级 数 (2.15) 没有 Abel 和 . 
Abel 和 也 具有 与 _Cesaro 和 类 似 的 运算 性 质 , 即 
E X 与 p 分 别 有 Abel 和 s 5 t, W Xx as 4-b,) 有 Abel 和 s--t; 


n-l 


2) € X da 有 Abel 和 s， 则 5> kan Abel 和 ks; 
n=] n-l 


(3) € S^ dg 有 Abel 和 为 s， 则 有 Abel Ñ s— a4; 
n=} n=2 

4) 3E Ya, Ke 即 其 和 4 存在 , 则 其 Abel 和 也 是 A. 
我 一 也 


82.4 解析 函数 的 需 级 数 展开 


例 2.3 求 (ix) YE z — 0 处 的 Taylor 展开 . 


1 之 


解 直接 利用 二 项 式 展 开 公 式 ， 可 得 


EN OE 


k=0 


-5r Does ar eL "PI 
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因为 
aj 1) 一 十 二) 工 (Q 十 1) i qe e a) 
k) | k! klT(u—k-4-1) kIT (a) 
所 以 
1 十 iz ES ce 一 n! T (k — a) Ll(1— 2a) j^ 
1—iz E-— n! £— k(n- k)! T(-a) T(1—-a+k-n) 
cs a E n! " 
—14- a2. wl klnk)! (a+1—k)(a+2—k) a rn- z 
B 5 n—1l^WTHx 
99 cn dz 一 1 a-1 142)? 
-1-aY- L g I| a (2.18) 
sn! da"— - 
=1+ 》 Mn(a) (iz)", (2.19) 
N=1 
其 中 的 Mn(a) RA Mittag-Leffler EMA O: 
Mo(a) = 1, (2.20a) 
a d? 1 i 
" = 一 =- (14z)" 2; 
Mn (o) a ize (14-2)"] - (2.20b) 
= (ep ,a1 —n-—a;-1) (2.20c) 
n! 
= 2aF(1—n,1— q; 2; 2), 71,:—1,2,9 5e. (2.20d) 
例如 , 对 于 前 儿 个 n, 有 
入 二 二 Mi(a) = o2^^* (1 4 z)],. — 2a 
& d uua a | 4o? 
"1-2 M»(a) ai dz (1-4 z) ] i up 
E HS uua m a(8a? +4) 
n=3: Ms(a = aq (1 +2)°] 240739 9 
& d eai á o? (160? -- 32) 
n=4 M4(a) = TI 用 直到 由 
œ d* . 4 5] a(32a* 十 160a2 +48) 
n—5: Ms(o)-— saal 人 十 动 a 5 à 
& dV. uu "i o? (640* 42-6400? +736) 
n=6: Me(a) = saz (14 o] las 8 y 


© 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. M. New York: McGraw-Hill, 
1953: 248. 


82.4 ”解析 函数 的 寡 级 数 展开 31 


因此 
1 十 这 NAN” 4o? 
(53) = 1 4 2ao(iz) + 可 
a(32a 十 160a2 +48) 
5! 


a(8a? +4) 
3! 


2 2 
Ga + Sunem, 


a2(64a4 十 640a2 十 736 
(12) a tt ) Gays 4. 


(iz)? 4 


l1 +iz 
l—iz 


3 —it/2 
e! arctanz 一 l4 iz i 
1—iz 


E x 
=1 +t + z7 T 


特别 是 ,因为 arctan z = gm ， 所 以 , 34 a- x -5 时 ， 


t(t* —20t? -24 t? (t* — 400? +184 
| ( Si to ( 3 X F PO (2.22) 


例 2.4 K cos(v arccos z) Æ z = 0 处 的 Taylor 展开 , 规定 arccos z|  — 7/2. 
解 对 于 这 个 函数 , 难以 直接 求 得 它 的 Taylor 展开 . 我 们 可 以 转 而 先 求 f(z) = 
eivarccos z BOEZR M RET. 直接 微 商 可 得 f(z) 满足 的 微分 方程 


fu). de EMEN 
Ha -A Bo vi-a) = -ivf(z), (2.24) 
oc 
f(z) = S esi". |z] a T. 
n=0 


H co = f (0) = e"77, 并 且 注 意 到 


[us LSSLT(n- 1/2) a 
dep Je? Pe Dr Pig" ' j| <4, 


N=0 


代入 方程 (2.24)， 即 得 


ON n NON LL T(Kk- 1/2 
ie md = 2. 3 zi rCys tl E 1225 


n — 2k -- 1T (k — 1/2) 
Y ET O es akija” 
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比较 系数 ， 就 能 够 得 到 展开 系数 之 间 的 递 推 关系 


[n/2] 
| 2] m — 2k 4- LT (k — 1/2) 
DIMISIT 2. k! FII €xe- 


逐次 代入 n=0,1,2, 就 能 求 出 展开 系数 : 


n0: ~—iveo= Ch; cl = —ivel"r/2. 
1 : 
n-—1: 一 记 a 三 2c2， £5 = jj (es 
; 1 l [5 A3 4 1l ivn/2 
022: — ivcz = 363 一 501, c = -z |r) +ivļe : 
1 s.a 
n=3: -—ivcs-—4c4-— C2, y= d [int + liv)? gno; 
; 3 1 l [5 45 E ; ivn/2 
n4: -—ivce4-— 505 — 509 7 cl 6—-—g [3 十 10(iz) 十 9v) e : 
因此 
2 (i2 
irarccosz _  jivm/2 : uM p iv(v - 1) 3 
e =g h ivz 4 2 z 3i z 
v?(v?—4) 4 这 (zx2 一 1)(z2 一 9) 5 
十 — ^4 8 z e] 
K v 换 成 -~v， 上 式 变 为 
eir arccos z = e i"n/? h +ivz + v’ 2 4 aa 1) 3 
3! 
vi(v?—4) , iv(/?-1)0-9) 5 
d m z 十 zI z +l 
两 式 相 加 减 , 最 后 就 得 到 
2 2(,2 
u vn v* 4. v*(v^—4) , 
cos(r arccos z) TNNT «5 TA ^ spotta 
2—1) ; ?—1)(72—9) 5 
+sin eg + s 十 Le 十 …| ，(2.26a) 
2 3! 5! 
2 : 2 2..4 
sin(v arccos z) = sin r 十 z 2? + aa + | 
2.1 2.1 2_ 9 
— COS T ls + -a ) 23 | d'a Je ) :5 T | 


(2.25a) 


(2.25) 


(2.26b) 
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现在 反 过 来 写 出 
vn . 
cos(v arccos z) = cos (T — v arcsin z) 
VT . . UT . i 
= cos 了 cos(v arcsin z) + sin T sin(v arcsin 2), 


和 上 面 已 经 得 到 的 展开 比较 , 又 能 导出 


v? v?(v?—4) 4 


cos(v arcsin z) = 1 + 可 z? 十 而 a porig (2.27a) 
2 X 1 2. — 1 2 一 9 
sin(varcsinz) = vz + is 十 DY O) s (2.27b) 


在 以 上 得 到 的 这 些 结果 中 , 不 难 猜 测 出 展开 系数 的 规律 性 , 但 要 证 实 这 种 猜测 
的 正确 性 ， 当然 还 必须 要 给 出 证 明 . 可 以 尝试 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
例 2.5 已 知 w(z) fEz —0 ARS Taylor 展开 : 


p(z) = X anz”, 
n=0 


讨论 exy(tz) 型 函数 的 展开 
解 直接 作 展 开 即 可 


k=0 tp n—0 L l=0 
所 以 oo n 
Q 
ewp(tz)= on(t)", nlt) =) c i” (2.28) 
n=0 l=0、 
E ”讨论 


1. (2.28) 式 表明 on(t) tn AZAA, m ev(tz) 则 是 on(t) 的 生成 函数 . 
2. 可 以 进一步 导出 多 项 式 on(t) REXA. 直接 计算 可 得 


È ew = Fylte) teu), È ytz) = zeta 
所 以 
22 ery(tz] -t [e*u(t2)] = zelt), 
Bp 
Y nog (t)z* 一 y5 ta! (Dz = Y wn (tz. 
n=l n=0 n=l 


© 参见 文献 : E. D. Rainville. Special Functions. New York: Macmillan Co., 1960: Chap. 8. 
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比较 系数 ， 就 得 到 递 推 关 系 
ent) — 0, to, (t) — non(t) 三 一 on (t), 


3. 作为 本 题 的 特殊 情形 ， 取 


nela g 


BUS » iae 
于 是 就 有 E 
0-34 (n=l era É FDI 的， 
亦 即 


—v/2 L 
di dp (2vtz) = -Y rure 


这 正 是 广义 Laguerre $55 X 


I E zn S jl M HT 
的 生成 函数 展开 式 之 一 . 
例 2.6 仍 假设 v(z) Æ z — 0 点 的 Taylor 展开 为 
于 是 就 有 
在 上 式 中 代入 
i ien fcx 
就 得 到 


所 以 , 函数 


(2.29a) 


(2.29b) 
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的 展开 系数 即 为 
4 (n Z n! r (eji Z ulni 1 
B. m > a 2 na at. (2.30b) 


例如 , EX an = (—1)^/n', Bl v(z) = e77, MHES X. Laguerre 多 项 式 的 另 一 个 
生成 函数 展开 式 


1- ae 人 -这 ES EOS (2.30c) 
n=0 


例 2.7 完全 仿照 例 2.6, 也 能 得 到 


a-3*w(- n) = Ya[- ag] a-27 


1-0 
因为 | 
(1—2) 37e = Ea Peg e j aa 
i 十 1 
C C 
i (s "( 2 "i cy (61 
(c)2: = To YY —— (JA 2 F 
FEY 
故 可 将 上 述 结 果 化 为 
—c 4tz as leid 
(1— z) «(7 ne) - Di 1)221 EE, UEM ji 
3 3 (c)n+i n 
Elke (c/2)i((c+1 m^ (2.31a) 


这 样 就 得 到 了 函数 (1 一 ibd 中 的 Taylor 展开 ,其 展开 系数 为 


EE 


n 


(c)n+ — l (c+ m)i 
"eS ESL et B E PX m (c4-1)/2), P. (231b) 


同样 , 3$ yle) = e^, 则 an = 1/nl, 从 而 有 
E" Atz ies (—n)i (e4-n) " 
(1 = z) eo [- imi > | p T (c/2)( ETN P d. a (2.32a) 


这 里 的 展开 系数 中 出 现 了 广义 超 几 何 级 数 
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2F»(o, 启 y,0;2) — rd (2.32b) 
4) 2.8 XE (2.31) 式 中 取 
Ün— fé loc A Eu : (-A'(e)uu 
a= EGF), *" m -2 gan 9 


i! 2/1 2 


还 可 以 进一步 讨论 级 数 


Bn ) z^" C 1 {= D Jn n 
y 5m D E SE (c)n PL l! (n 一 br? nts 


n=0 lm n=0 t=0 
-XY p etai 
ct kM (ou 
eS 1| (-1 (Qua | a 
=》 -I> (tz)! | 6kz 
k=0 P WO (eeu 
因为 
(c)k+21 _ 工 (c 十 上 十 21) 2 r (4 1) r (==) 
(kx — T(c kl)  VmT(ck-ke0) V2 | 2 


sg ba (an 1 r (4) (8558) 
vm (c 4- k)i 2 Ji 2 ,T (c+ k) 2 2 
_ gal 1 (S5) (Sx 
(ck) X 2 Ji 2 P 


所 以 
oo oo l 
c)e+at ( 1) 1 (3) (==) 
4t 
ig ] eta jer WB eiki OG AX 2 E z)! 
(e c. d uz). 


再 利用 参量 取 特 殊 值 b= a+ 1/2, y ^ 2a 时 的 超 几 何 函 数 F(a, 8; yz) 有 
2-2eF(a 十 1/2, 4-1; 204-1; z) = (1—z) -1/2(1+Vi-z)? 
就 导出 关系 式 


De 1 TL 


Di i Br? i= el 


n=0 (c)n i—0 


= (1 + 4tz) 172 (m Es E eh (2.33) 
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取 定 特殊 的 多 ， 就 可 能 将 上 式 右 端 的 级 数 求 和 . 例如 , W 61. = 1,， 则 有 
e 1 [E artal a 1 lvix4zN E 22 
» (c)n » l! (n — l)! r|: ~ Vi+4tz ( 2 ) a m) 
或 者 写成 
E lx ) n! T (eà-n4-1 
Xt zl gFo(—n, c+n:; t)z B E 5» Di erg n 


n=0 n-Üü 


PM. Ns E 2z ) T 
= exp 4 ————— ». (2.34) 
v1-4tz 2 l4 1--4tz 
可 以 预料 , 采用 其 他 形式 的 d 将 会 得 到 新 的 和 式 ， 
例 2.9 求 级 数 和 
2 a--2n) 
Isi pee] (a+n) apo l! ( mE SG l 
解 仿照 例 2.8， 先 考虑 二 重 级 数 
= I'(a--2m) o NS Iv (71) To+2n) | m 
2. iT (atn) n!T (a4-n) UA i( Ld Zi E » È l! (n—DY T (a+n+l) ZI 
ds (—1)' T (a4-2k 4-21) E kid (a+l)i+2k E. 
go xt r( (a4- k - 2l) dd n p b» k! (a+l)ı+ k joe 
oc 1 
=y = F ($+ — Fl: a aas) ài (tz)! 
l=0 ` 
l—o oo L 
dpa hac G3 ài | Azt | 
woe 2 | 


原 题 相当 于 6; = 1. CRISI 


em (a4-2n) E 
nlT (a4-n) T US s 


_ TIL) RN Azt 
s Nee: y pf- un] 


而 等 式 左 端 还 可 化 为 


". (-1) r(a-2n) | x6 (ajn . 
> PX = reel gb A 


n=0 L 1-0 
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其 中 展开 系数 m F(—n;a--n;t) 称 为 帮 Laguerre 多 项 式 (pseudo-Laguerre poly- 


nomials) ©: 


(a)2n F(—n;a-4-n;t) = LEHI (t), 


n! (a)n 
因此 ， 上 面 的 和 式 又 可 以 写成 


—— HQ EET um - Azt 
S ne (t) z" = (1—4z) n (ut ) e T (Vy Ji (2.35) 


n=0 
$2.5 ” 几 个 级 数 的 和 
例 2.10 证 明 : 
(7n)kCB)k (E (y) T (y - n — B) 加 B l 
3 kk  Fwenrao-8y "T 0,52, *. (2.36) 


k=0 
证 这 个 结果 可 以 看 成 超 几 何 函 数 F(a, ;7;z) 在 z=1 的 值 


F(a, 8; y; 1) = POTERIT. Re(y-oa—8)»0 


的 特例 (a = —n). 但 不 同 的 是 , 本 题 作 为 有 限 和 而 成 立 , 对 于 8, 并 无 任何 限制 . 
采用 数学 归纳 法 证 明 . 首先 n —0 时 显然 成 立 . W n= l 时 成 立 , 即 


k=0 
TE 2 n=l+1 时 ， 
i+1 1+1 l 
(—l—1)k(8)k — (-L- 1k(8)k E ! (CD) 
» k! (Yk g^ k! Ok I 2 k! (y) 
l 
: (8)k (-4-1)a(8)d , P) T (v —8) 
-2oggulCi D COd* Pr 
因为 


(—-H-k-1)(-0&-1 = —k(—l)k-1, 


(-1-1)s — (7D = (-1-1)(-0&-3 
(8)k = B(B--1)k—1, 


© 参见 文献 : E. D. Rainville. Special Functions. New York: Macmillan Co., 1960: 298. 这 类 多 项 


Eg 见 : 
式 不 具有 正 交 性 : 在 任何 一 个 区 间 上 都 无 法 找到 正 交 权 函数 . 


(3)k = y (v i)i 
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所 以 


[F1 

(-- Dx(B)k 

3 k! (Yk 

__b 3 (-Dk-i(8-1).-1. B(-l (81) à T (y) T (5--1—8) 
qi (RF Y FL) T (441) F (4—8) 


E 8 y- CD(s T (y) T (3--1- 8) 
qug k! (y 4-1) P (y) T (4—8) 
BDFDT YE TT (HA 
YT (y--1)T (4-8) ` F (y) F (4—8) 
D(y)T (y-—841) 
D (yH241)rT(4-8) 


命题 得 证 . 口 
例 2.11 Pollaczek 多 项 式 TPAC: a,b) 可 用 递 推 关系 


P^ (z;a,b) — 0, (2.372) 

P2 (x;a,b) = 1, (2.37b) 

kPÀ(z;a,b)— 2[(k — 1-- A-- a)z +b] P2. 1 (2; a, b) 
(k43A—ZXJPPameb5-U, k-1,2,8,-- (2.37c) 


定义 , 其 中 a,b, A 均 为 实数 , x = cos, a > |b|, 0 &« 0 « n. 为 了 求 得 PA(zx;a,5b) 的 
RAR, 下面 先 求 出 PA(z;a,b) 的 生成 函数 


为 此 , 将 上 述 递 推 关 系 (2.37c) RA z^- 1, HRM, F 
Y kPlG: a,b)55-* —3 ER [((k — 1-4 Ar a)z +b] P2. ,(2:a,b)z^! 
kei 


oc 
2A — 2)P2 s(7:a,0)2*? — 0. 
= 


注意 到 


© 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. I. New York: McGraw-Hill, 
1953: 219. 该 处 的 限制 条 件 入 > —1 似 无 必要 . 
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D kP2(z;a,b)z*! = f'(z), 
k=1 


3 E 1)P$ a (2:2, 0)257 = 人 ER a,b)z* = zf'(z), 


k=1 


3:3 1 (25a, b)z 571 SX = f(z), 
Kk 


Y (k-2)P? 2(2:a, b) z^! = -PÀ (x; a,b) + » kP2 (2; a, b)z**! = 2? f'(2), 


k=l k=0 


Y Pi ana, 2*7 =P (z;a, B) -- V Pilaa b)" t = zf(a), 
k=0 


k=1 
因而 得 到 微分 方程 
(1— 2zz + 2?) f'(z) 一 2{ [(A+a)z +b] — Az} f(e) — 0, 
即 


f'(z) | (A+ a)z + 2b — 2Az Ati A= 
f(z) 1 — 2rz + 2? ZO gg 


其 中 上 = (acos -- b)/sin0. 解 此 微分 方程 ,并 注意 到 f(0) = Pà(z;a,b)=1, B4 


f(z) = DPX(z;a,b)2* —-(1- T i9) (1 - Qf lz| «1. (2.38) 


k=0 


现在 来 求 出 PA(z;a,b) 的 表达 式 . 为 此 , 将 上 式 右 端 作 展开 , 得 


4i0\ 一 和 士 i 1P(Aci£-cl n 
(1 — ze’) -> T TAFE ATE Tia e i 


因此 
[i-am ys 


Y 1 P(-cieH)r 人 一 过 十 rm Lem Lie (I m) 
lim! D(A-ci£) | P'(A—i£) 


oo 
t=0 m-—0 
oo 


ciko [ L5 kl D(Aci£-D) T (A—i£ 4- k-1) i210 
Lk)! TAEA — F(A— i£) 


P 


A Ege E (-IY&A (AGED)  T-AZÉE) i210 | ,x 
= k! £^ M(k-D! T (Ait) T(1-Aci£-k-HI) 
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De pü-A45 [S (kh Ti islak 
= T (1-Aci£-k) » H (ü—XHE-EL pe 
IU. T (1-A4i£) 


ik0 | : -1 : : , 120 k 
E PHckg-m^ 0551 A 


k=0 
S LIAE gans na ——— € 
Lw T (A-i£) a (—k, A+ i£; 十 过 一 Aie jys. (2.39) 
这 样 就 求 得 了 


(=1)* r(1-A-i£) 


A s = ikb Adiel TA E ; 
Pi (2; a,b) Hi Tü-AiE- E) * F(—k, A+ i£ A-ci£—k;e ^)  (2.40a) 
. lTl(A-i£ck) ig "IT TRE 
^X TOE e^" F(—k, A+ i£; 1— A-i£—k; e 7"). (2.40b) 


还 可 以 利用 超 几 何 函 数 F (oi, 8:y; z) 的 变换 公式 


F(T (yab) 
L (y=a)T (7-8) 
Tr (B=) 
|». F(a)F(8) 


导出 P2(z;a, b) 的 另 一 表达 式 . 当 a = —k, k = 0,1,2,.… 时 , 上述 变 换 关系 简 化 为 


xxn LIUM E S. n dni VERE 
F(-k.Bim2) = v TET (4-8) 4 k, B: o-- B yl £), 


F(o,8;y;z) = F(o,8; art-8—y4-151— 2) 


(1-2)! 9 Fi-a- g-a- pt) 


因此 


(-c1* r(1-243) 
k! D(1—2A—k) 
1 T (2A4-Kk) 
~ Ak T(2X) 


P5 (45 a, b) = a F( 上 ,入 十 这; 22; 1 一 6 一 i26 


e^? P( —k. 入 十 过 ; 2A; 1—e 20). (2.41) 
rg ”讨论 显然 Legendre 多 项 式 和 Gegenbauer 多 项 式 都 是 Pollaczek 多 项 式 的 
特殊 情形 : 


Pu(z) = Pi/2(x; 0, 0), CM (x) = PA(x; 0,0). 


f 2.12 Pollaczek 还 定义 了 多 项 式 PA(z, p)”: 


© 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. I. New York: McGraw-Hill, 
1953: 220 一 221. 该 处 的 限制 条 件 入 > 0 似 无 必要 . 
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Pà (zx;$) = 0, (2.42a) 
P2 (x, d) = 1, (2.42b) 
kP2(z,$) — 2[(k — 1 2- A) cos ó + zsin 9] P2. (z, à) 

+ (k+2A—2)PA_ 52(z,9) 20, n= 1,2,3,..., (2.42c) 


其 中 入 为 实数 , -co <z «06,0«60 «m. P2(z.ó) 亦 称 为 Pollaczek 多 项 式 . 
重复 例 2.11 HER, 设 PA, 0) 的 生成 函数 为 


f(z) = > Ple, g). 


k=0 
由 递 推 关 系 (2.420) 可 得 
kP2s,d)s*-! —2 ə [(k — 1+ A) cos ó + zsin ġ] P? a(z,9)2* 1 
k=1 k=1 


8 


+ (k--2A — 2)P? 5(,4)2* ^! = 0, 


wi 


k 


因而 就 导出 了 微分 方程 


1 


(1 — 22 cos ó + 2°) f'(z) — 2[(A cos ó + xsin p) — Az] f(z) = 0, 


RI 
P f'(z  2Acosó-2zsinó—2Az  A+iz 入 一 iz 
f(z) | 1 — 2z cos ġ + z? ~ z-e r-et 
解 此 微分 方程 ,并 注意 到 f(0) = 1， 即 能 得 到 
f(z) = S PA(z,d)z = (1—2e79) ^"^(1—209) ^". — iei (2.43) 
k=0 


将 上 式 右 端 作 展开 (其 效果 就 是 将 例 2.11 相应 计算 中 的 0 换 成 o E SR v). 即 可 
导出 Pio) 的 表达 式 


(C1 P(1-A-iz) 


Alte) = ike 下 (一 天, 入 十 iz; 1—A-Fiz—k;e 178 2.44 
Pilz: o) kl TPü-Aciz-E) e (—k, 入 十 iz; l—A-rir—k;e ) (2.42) 
= ike F(—k, A+ iz; 1—A--ir—k;e 9 .44b 
ki T-iz) e ( iz Tix—k;e ^^) (2 ) 
s LJ ei^? 下 (一 大 Atiz; 24; 1—e 7729), (2.44c) 


kK r(23) 
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$2.6 Lagrange 展开 公式 


WX f(z) 及 olz) 均 在 G 上 解析 , C 为 G 的 边界 . 若 参 数 t 满足 


[té(6)| < IG — a], CeC,ae€G, 
则 可 以 证 明 (证 明 从 略 ) 方程 z= a—-tó(z) YE C 内 有 且 只 有 一 个 根 (显然 , £0 
时 , 此 根 一 定 趋 于 a). 或 者 说 , 函数 
g(C) 2 6—a—to(c) 
在 C 内 只 有 一 个 零点 (WA z). 因此 , 按照 Cauchy 积分 公式 ， 有 


1 LL a 
=z (ram I0 TRI LL 


— 2m 
M aci 
E AO - teo e aX 


= Sont" - TA pe. 


n=0 n=0 
其 中 
1 Ó ý 1 g : : 
Qn = xi f. (c) JL d = ni de^ Uo [ec] Bias 
1 d" TL 
zr ja h 
"$ 1 d" LI 
Ps f. f OL a dc = ni dc^ UG) [oc] e (0 es 
a ds 
"oca m -ropot } 
1 dni Aai 1 d^ AT 
H (n+ 1)! dan+l Uo (a)] } ^ (n I)! dan [; (a) [ó(a)] T 
代入 即 得 
oo 1 dn 1 qni m 
A= mar Ut ere EXC md ager ifie] eee 
P TE I " UO COME ert 


— f(a) 4- $e i (f (a) [ó(a)]" Mt". (2.45) 
n-l 
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此 即 为 Lagrange 展开 公式 , CK f(z) = f(a 十 +0(z)) 展开 为 参数 t ORRAL 
例 2.13 $ 9(z) = (27 —1)/2, M] z =a + tolz) 的 根 为 


1 : 
e= z(1- Vi- 2a 8 ). 
显然 , 4 (— 0 时 , z — a. TE, 按照 Lagrange 展开 公式 , W f(z) = z. WE 
1 一 一 一 一 一 cp dé fa9—]13^ 
站 一 9 j —g n 
( LAM od uu n! da"-1 ( ) ; 


t 2 


或 者 将 a 改写 成 z, BH 


lh-dicmrpS)P Saas 223 (m8 -iY 
Q 1—2zxt4t ) 二 了 7 十 2. n! dz^-1 2 9 
两 端 对 z 微 商 ， 就 得 到 
oo l^(z?—1 ls 
1 1 9.4 (2.46) 


v1 = 2zt + t? m »» 2" q! dz" 


上 式 左 端 是 Legendre 多 项 式 的 生成 函数 , 右 端 的 展开 系数 就 是 Legendre 多 项 式 
BEEN d” (z? 一 1)” 
EPLET dr” l 
这 又 是 Legendre 多 项 式 的 微分 表示 . 

例 2.14 求 超越 方程 上 = es*(esz — 1) 的 解 > = z(t). 

解 这 是 超越 方程 的 求解 问题 , 也 可 以 看 成 求 超越 函数 的 反 函 数 问题 . 由 于 无 
法 直接 解 超越 方程 t= e (e — 1) 从 而 求 得 > = z(t) 所 以 只 得 求 出 =z(t) 的 
Taylor 展开 式 . 为 此 , 取 d(z) = ze-?* (e?* 一 D 则 在 


PE) 


(2.47) 


[zl 


|t| " e^? (e?* —-1)| 


|z — a| 
的 条 件 下 , 方程 z = a +tdb(z) 只 有 一 个 根 (C t 一 0 时 , 此 根 > 一 a) WEH, 若 
a — 0， 此 根 即 为 本 题 要 求 的 z = z(t). 因此 , 取 f(z) = z, 则 由 Lagrange EFA 
式 , 有 
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因为 = 


= 人 的 站 
ez 一 1 La kl k i 


其 中 B™ (a) 称 为 广义 Bernoulli 多 项 式 ， 


n—1)! dm 一 人 一 1 
1 


m ( naY [E naf 2 Y 
Bai ( B ) x [i gel z=0 
na na MN 
= : 1) ( à 2)je( uni) 


[(z—1)(z—2) ee (z—n41)], k «m, 


B (z) = ( 
所 以 


že D E — (m t. (2.48) 


x51. TP(((-no)/)B) n 
2 可 Fierin 


e e pety a 
E n! e 8 ), (2.49) 


这 里 出 现 的 展开 系数 


opot dD e E at 
Gnl) = Br C n2) O a 8). i 


称 为 Gould 多 项 式 2. 


@ 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. lll. New York: McGraw-Hill, 
1953: 252, 253. 

Q 参见 http://mathworld.wolfram.com/GouldPolynomial.html. 但 请 注意 该 处 的 Pochhammer id 
号 (a)n 为 递 降 阶乘 (descending factorial 或 falling factorial). 有 别 于 本 书 一 直 采 用 的 递增 阶乘 (ascend- 


ing factorial 或 upper factorial). 
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例 2.15. 求 超越 方程 t= ze 的 解 z = elt) 并 进而 计算 eSz(o01". 
E 同上 例 , 取 6(z) = e, f(z) = z， 即 可 求 得 


]^-1 eo —])-1 1 
Ea rE n i pi 
i zz = H1 e 


这 就 是 Lambert 定义 的 W 函数 (或 OQ 函数) WAS. X, 若 取 f(z) = 2. k= 
1.2,3,--- M 


RAE 1 7 
rk o -大 一 1 nz n 
W^(t) "2 a et (k^ ) ， 
注意 到 
dz 一 1 0 dx KR. 
x [estem "a [cU nio as 
= (k-1N)(n-k! S ^ '  ?^ 
因此 
W*(t) = KY [am 8-5 ign 59 c» (n Kj 1905 (2.51b 
nn i na 
n=k n-( 


按照 定义 , WO —tW(t), 所 以 又 有 


p eie D (n 4- dm (2.51c) 
n=0 : 
ER f(z) = es*,， 则 有 
z > 4 gne ,—n)z n > G n—1,n 
es De eri a E =I) quos lf 
RH t — at, C 一 C/a. 就 得 到 
ez (20)/a 一 工 十 S 4 (£ — na] r$. (2.52) 
m=} i 
这 里 的 展开 系数 
Ao(C;a) — 1, Asta) = C (C> na) (2.53) 


称 为 Abel 多 项 式 2. 


O 准确 地 说 , 是 W(t) 的 主 值 分 枝 . 参见 http://en.wikipedia.org/wiki/Lambert_W_function. 
@ 引 自 http://mathworld.wolfram.com/ AbelPolynomial.html. 
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82.7 Taylor 展开 的 倍 乘 公式 


在 Lagrange 展开 公式 (2.45) 中 代入 dg(z) = z, Hf a 写成 z, 于 是 > — z 十 td(z) 


的 根 为 > = z/(1L 一 力 . 按照 Lagrange 展开 公式 , 就 有 
T ] d*- ti [x^ f" (a 2)] n 
f) = os dzx™— 1 
三 f(z) 二 + Je T per 一 a) D 


= n! dzZm 一 1 dz 


So 1 d^ [z jn K T )] . 2o 1 dz 一 1 (aat Pe] 
-— 1" n" 
EE n! E 2. (n — 1)! dgr! 
= Y: a SP (1-—£yt^. 
=m! dae 


这 说 明 函数 Ls r( 7) 就 是 SEO 的 生成 函数 ; 
= 1 dp n 
rd rri. Žan dem 5c 
(2.54) 式 略 加 变形 , 例如 , 用 a1 102) 取代 fo). 就 得 到 


让 ~ 部下 = 下 于 全 rs) 7 
n-Ü 


t n! dz? 


此 式 可 以 用 来 求 某 些 函数 的 Taylor 展开 : 


Si d^ 
l-t cer/(1-t) = ud pt qr- 1 =ĉp tT t. 
( P» n! dz" 人 ) 
oc 
(1 — t)eetz*/ü-0* = 1l retl d ( 一 1 一 e^t ) ra 
emi n! dz 
2 xv 1 1 à 
da m eo Ez" /( s ca RN q20*2 rM rs . .22n—2—2c x^ p. 
人 ) 2. 2"! rdr) “ ý í 
A œ 1 ] d" 
je ce tr/v1-t — q26*2 ug p?n-2-2ceg9dc t. 
( ) 3 274! rdr 


稍 作 改变 后 也 能 得 到 


; V1-2rt | X12 
(1—2zt)* exp 4 + BE es Y 二 |zn+2c+21 2 € | Q2n-2-2e941/z]| gn. 
! r dr 


(2.54) 
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WRS 入 = 1/(1 一 四 , 则 (2.54) 式 又 可 改写 成 所 谓 Taylor RF KERAN: 
MO 3-1) 一 C20) 
n=0 ' 


可 以 将 公式 (2.60) 应 用 于 超 几 何 函 数 F(a. 9:7: z). 因为 


[2?*"—!F(o, B: y; z)] = (a)nze FE(a+n BiTi z), 
所 以 , HX f(z) = ze-!F(a,B:5:2). 由 (2.60) 式 可 得 


A(Àz)*- F(a, b; y; Àz) = 2 E (1- 3 z* lF(a--n, B; y; z). 


消去 z^. 就 得 到 


A?F(a, B;7Y; Az) = E (: 3I F(a--n, B; y; z). (2.61) 
n=0 X 
再 进一步 将 (2.60) 式 改 写成 
A a (a) TET e 
nO : á 


则 根据 
Z [1.7 2*9" 7! F(o. 8:3: a) —(-1)" Phu z)*-1F(a--n, B; y--n; z), 
也 可 得 到 


A?*F(ao, B;y;l—AÀ-Az)-— b» E Rus (: 3 F(a+n, 8; y+n;z). (2.62) 
n=0 m 


类 似 地 , 根据 F(a, 8:7:2) 的 另外 两 个 递 推 关系 


L Cana p(y, B: ^: z)] 


= (4—a),z'Y (1 2) te 7 "F(a—n, Biy z), 


= [2771 (1-2)? 7 ** F(o, Biy; z)] 
D (1—^-- T » 
d Msg '"F(a—n, B:y—n;z), 


== 
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又 可 以 得 到 


A*-*(1—Az)e*8—TE(a, B; y; Az) 


oo -a)n 14” wo 
n=0 
- =i 
NB pre F(a, B:*y; 1 A-- Az) 
E 
ES iy (1—»)n (1-3) z "F(a-—n,;^*-—n;z). (2.64) 
n! À 
n=0 
也 可 以 将 公式 (2.60) 应 用 于 合流 超 几 何 函 数 Fla; yz) 及 Ulay z). 根据 
q” [za+n-if PEN a a-lp "— 
zs U^ (054: z)] = (a)nz (a+n; y; z), 
T, 
Z [etan etn Pe s z)] - (y—a)se *z*-^-!F(o—n;; z), 
Eu [gere TU Gg y; z)] = (a). (a—4—1)42*- 'U(a--n; y; z), 
n 
vx [e ^27 9*771U(o;3;2)| = (-1)^e ?z* ^ ! U(a—n; y; z), 
zn L 
就 能 导出 
XeF(ai;T; Àz) = $ (a)n 1 二 = , y; z) (2.65) 
Ši PE n! 入 Mdb l 
AeA F(a; y; Àz) = ss G9. f IY e"*F(a—n;q;z) (2.66) 
Lh — w 入 A MUS I 
a end z > (d). (&—"y— ln Y T S 
A*U(a; y; Az) = 2. "i 1 n U(a+n; y; z), (2.67) 
oo ( 1)” 1^? 
E AE "- - - =8 dS 
AVe ~U (a; y; Az) = » T (1-3) e-^U(a—n; v; z). (2.68) 
对 于 与 合流 超 几 何 函 数 F(a; y; z) 有 关 的 Whittaker 函数 ， 则 根据 它们 的 递 推 关系 
d" tz/2,nzxk—-l = 1 tz/2.,Tk—1 
ass 当 Mi, „(2)] = (iier) e* 2777 Mkn, u(2), 
q” z/2 _ 见 一 太一 1 1 1 z/2 .一 K 一 1 
Irn [e z We,n(z)| 三 (u-k+ 3). t 一 n-k+3) e z Win, ul) 


© F(o;y;z) M U(o;y;z) 又 分 别称 为 Kummer 函数 和 Tricomi 函数 . 它们 构成 合流 超 几 何方 程 的 基 
本 解 . 
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d" 
"Ed: 


也 能 写 出 


e 7/2,n-k-l Wi. u(2)] = (ie €/2, h-1 W kn, plz), 


c l 1 1X" 
和 ATke+^z/2 Mp (Nz) = 》 — (uFk+3), (1-3) ge? M. nul), 


Ache Ww, (Az) 


— f oo A n 1 TL B 
Xe W, Oz) = Y ED ( d e 17 Wrin, plz). 


n=0 


不 完全 工 函数 与 合流 超 儿 何 函数 有 关 : 


1 
yla, z) = —z*e 了 (1ia 十 1 z), T(a,z) = 2*e^? U(1;a--1; z), 
a 


它们 有 递 推 关 系 
i n! 
[e72 mya; 2)] = s F(n+l;a+1;z), 
a [esa Tl(a. ż)] = — n! (1—a), F(n+1;a+1; z), 
dar 
因此 也 应 该 有 
1 DC 
1—6 ,—AÀz ,—a TE EL , 
入 e z - 2. (1 iyw (n--1:a--1; z), 


Mag 479 Da. Xx) En 3 1—a)4 U(n+1;a+1: z). 


(2.72) 


(2.73) 


最 后 还 要 指出 , 如 果 将 (2.61) — (2.73) 诸 式 中 的 1 一 1/ 和 改写 成 0, 这 些 公式 


又 可 以 看 成 定义 了 相应 特殊 函数 的 生成 函数 . 
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Taylor 展开 公式 是 复 变 函数 中 的 基本 公式 之 一 , 也 是 读者 熟悉 的 公式 之 一 . 在 
理论 上 ,Taylor 展开 公式 可 以 用 来 定义 函数 解析 性 ; 在 实用 上 , 则 是 求解 变 系 数 常 
微分 方程 的 重要 手段 之 一 . 在 教材 中 , 常常 将 函数 f(z) 在 任意 一 点 z 的 数值 用 该 
函数 在 z = 0 点 的 各 阶 导数 表示 出 来 . 但 应 该 说 ,Taylor 展开 公式 绝 不 只 有 这 样 一 
种 形式 的 应 用 (尽管 是 重要 的 应 用 ). Taylor 展开 公式 , 可 以 改写 成 许多 我 们 可 能 并 
不 太 熟 悉 的 形式 , 包括 函数 的 倍 乘 公式 及 加 法 公式 . 

本 章 的 内 容 是 对 Taylor 展开 公式 认识 的 深化 . 下 面 的 讨论 中 涉及 许多 特殊 函 
数 , 得 到 了 一 系列 有 意义 的 公式 . 部 分 公式 (基本 上 限于 合流 超 几 何 函数 及 与 之 相 
关 的 柱 函 数 ) 在 相关 文献 中 可 以 查 到 ， 但 也 不 乏 现 有 文献 中 没有 出 现 的 续 HR (至 少 
是 没有 出 现 过 以 这 种 形式 表述 的 结果 ). 有 些 公 式 , 例如 Bessel 函数 的 倍 乘 公式 ( 见 
83.7)， 过 去 推导 的 方法 比较 麻烦 , 现在 却 十 分 简捷 因此， 从 这 样 一 个 角度 , 集中 
地 、 系 统 地 讨论 特殊 函数 , 或 许 也 是 一 件 有 意义 的 工作 . 


$3.1 Taylor 展开 公式 的 一 个 特殊 形式 


考虑 Taylor 展开 公式 的 一 个 特殊 情形 : 若 函 数 f(z) 在 G 内 解析 , 则 对 于 G 
内 任意 一 点 z, 可 以 展开 为 


DE — k-4«n (34) 


dz”? 
n=0 


我 们 现在 关心 的 是 , 如 果 在 上 式 中 代入 < 的 菜 一 固定 值 , 例如 c — a 则 可 得 到 
f) 3 CS SEP car. (3.32) 


dz” 
n=0 一 


特别 是 如 果 a = 0. 则 上 式 变 为 


E J” E RH z^. (3.2b) 


这 里 我 们 看 到 ， 和 平常 我 们 应 用 Taylor 展开 公式 的 方式 不 同 , (3.2b) 式 是 用 函数 在 
z 点 的 各 阶 导 数 表示 该 函数 在 z = 0 点 的 值 . 例如 , 对 于 f(z) = (1 十 z)*, 由 (3.2b) 
式 就 能 得 到 


1 
EF <1, BH Rez»—-5. (3.3) 
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对 于 对 数 函数 f(z) = In(12- z). 则 有 
ln(1 +z -5il : 3E Rez». (3.4) 


由 于 (3.2) 式 本 来 就 只 是 Taylor 展开 公式 的 一 个 特殊 情形 , 其 正确 性 毋庸 置疑 . 直 
接 将 无 穷 级 数 求 和 , 也 可 以 验证 (3.3) 和 (3.4) 式 的 正确 性 . 应 该 说 , 对 于 常见 的 初 
等 函数 ,并 不 会 得 到 任何 出 人 意料 的 新 结果 . 

但 是 对 于 我 们 并 不 熟悉 的 特殊 函数 , 情况 或 许 会 有 所 不 同 . (3.2b) 式 的 右 端 并 
PERRA. 我 们 有 可 能 以 一 种 独特 的 方式 导出 某 些 特殊 函数 的 等 式 , 至 少 是 以 我 
们 所 不 熟悉 的 形式 表述 的 等 式 . 而 且 , 在 推导 过 程 中 , 只 用 到 关系 式 (3.2), 并 不 需 
要 经 过 复杂 的 计算 , 唯一 需要 计算 的 只 是 fUU(z) 的 解析 表达 式 . 

作为 第 一 个 例子 ,考察 函数 f(z) =T(1 + z). 因为 有 Taylor 展开 式 


r4 0= 7 ir"a -z)(C—z)",  Re(l-42z)»9,|£—2|« i+ žl 
n=0 ^ 
其 中 
I'(14-z) 2 (10 z)w(1- z) 
I"(13 ax) E Pa 4 z)w(1-4- z)) 2 F1  z) [W?(1  z) 4 w'(1 + z)] 
T a) ze d TO 4 z)wW(1 + z)] 


因此 , 令 < = 0, WE 


P pe l-z)z"*e i, Rez»-;. (3.5) 
同样 , 对 于 nr +z) 因为 
1 d" 


mr) = Epea 4 2) = C2 tn) 


n! dz? 


其 中 oCn,z) 为 广义 Riemann 函数, 代入 (3.2) 式 ， 就 得 到 


InT(1+2z) -vl+z)z+ > —Q(m,z-1)2" 20, — Rez>-5 (36) 
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而 在 (3.2) APRA f(z) = (1 +2) 又 能 推出 


Vl 2z)- M cntl,z+1)2 = —y, Re E» (3.7) 


nci 


Jh y 为 Euler 常数 , y = —(1) = -1"(1). 

我 们 在 上 面 还 回避 了 一 个 问题 ， 即 级 数 (3.20) 的 收敛 范围 . 注意 (3.2b) 式 并 
ARES, 它 的 收敛 区 域 也 不 见得 是 圆 形 区 域 , 需要 针对 具体 函数 而 具体 分 析 讨 
ie. 这 个 收敛 区 域 , 可 能 只 是 级 数 (3.1) 的 收敛 圆 的 子 域 . 我 们 的 计算 就 是 在 这 个 
子 域内 进行 的 . 但 也 不 排除 级 数 (3.2b) 事实 上 是 在 更 大 的 范围 内 收敛 ,而 解析 延 
拓 理 论 保 证 了 结论 的 正确 性 . 例如 前 面 给 出 的 级 数 (3.3) 和 (3.4), 根据 它们 的 具体 
表达 式 , 就 容易 定 出 收敛 区 域 为 半 平 面 Rez > -1/2. 要 求 得 级 数 (3.5) 的 收敛 范 
Hj. 需要 应 用 级 数 的 收敛 判别 法 , 例如 Cauchy 判别 法 或 d'Alembert 判别 法 . 对 于 
级 数 (3.6) 与 (3.7). 也 应 当 如 此 处 理 . 总 之 ，(3.2b) 式 的 确切 收敛 范围 ,， 从 原则 上 
说 , 就 可 以 由 不 等 式 
z fM) 
n fn-U(z) 
决定 . 在 超 几 何 函 数 的 情形 下 , 就 需要 用 到 它们 的 微 商 递 推 关系 及 其 在 n 一 oo 时 


«1 


IY 
n—oo 


83.2” 超 几何 函数 
对 于 超 几 何 函 数 


F(o,Biy;z) = X. » d lz| < 1, (3.8) 


根据 (3.2b) XX. 有 


` (—1)” d”F(a, B; y; z) 


= n! dz” dai 
利用 超 几 何 函 数 的 微 商 递 推 关系 
d"F(o,8;y:z) _ (o)n(8)n "T . 
"FL - ^ a. F(a--n, 84-n; 4--n; z), (3.9) 
就 能 得 出 
> (=1)” f )n (Bn n 1 
o r Es z” F(a--n, B4-n;q4-mn;z) — 1, |z| < z (3.10) 


n=0 


类 似 地 , 考虑 到 超 几 何 函数 的 男 一 微 商 递 推 关 系 
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d” 


dz" [(1- z)**?—TF(a, Bi z)] 


(v Es Q)n (y iai B)a ( 


E 1—2)**9—17" F(a, B; y+n: z), (3.11) 
ljn 


因此 , 根据 (3.1) 式 , 有 
(1 一 6)s+P-YF(a B: y; C) 


* 1 -: Jat 一 Dr G 十 DB 一 一刀 n 


n=0 n 


Bo-0, 即 得 
op yl) -on(y-Bnf/ z y” 1 
(1—2) +8 p? F Tr (—) F(a, b; y+n;z)=1, Re 2«5. 


(3.12) 
事实 上 , 根据 超 几 何 函 数 的 恒等式 


F(a, piy; 2) = (1 — 2)7®PF(y- a, y- piyi), debel, — (3.13) 


就 能 够 将 (3.10) 式 化 为 (3.12) 式 , 而 后 根据 解析 延 拓 原理 , 扩大 (3.12) 式 的 收敛 
区 域 . 


超 几 何 函 数 还 具有 微 商 递 推 关 系 
[27 (o, 8:55 2)] = (-1)^ (0.9). Fa p gna) (3.14) 


所 以 , 由 (3.1) 式 可 得 


Q7! F(o, 80) - Y AE 


[271E (a, Biy; z)] (C — z)" 


(1-3). 2' ^ F(0, yn; a) (€ — 2)", 


[ 
n! 
n=0 


当 Rey > 1 且 7 不 为 整数 时 , 可取 5 = 0， 从 而 得 到 
» € F(a, 8; y-n; z) = 0, Rey> 1. (3.15) 
n=0 


最 后 ， 由 递 推 关 系 
E» [227 (1-2) * *9F(o, B:N; z)] 


= (y—n)n2? 1^9 (1—2)€*8—1-" F(æ—n, B-n; y-n; 2), (3.16) 
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可 以 写 出 
GH- a, B;y; C) 


-Yia- n)az!- 17" (1—2)9*8—17" F(a—n, B-n; y-n; z) (C—2)^, 
n=0 


于 是 又 能 得 到 


> 1— n P 
5 ( a (1—2) "F(a—n, B —n;y—n;z) E 0, Rey xs. (3.17) 
n=0 ` 


同样 , 利用 (3.13) 式 , 可 以 证 明 (3.17) 式 能 够 化 为 (3.15) XX. 
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作为 特殊 的 超 几 何 函 数 ， 有 Legendre 函数 、 连 带 Legendre ERE. Gegenbauer 
函数 以 及 Jacobi 多 项 式 等 等 , 它们 各 自 对 应 于 超 几 何 函 数 中 的 参数 a, 9,7 取 特 定 
值 或 满足 特定 关系 , 例如 Legendre 函数 即 对 应 于 a+ 8 — 1, 4 — 1. 因此 , 这 些 特 
殊 函 数 , 作为 超 几 何 函 数 , 当然 都 满足 上 一 节 中 得 到 的 关系 式 (3.10), (3.12), (3.15) 
与 (3.17). 但 这 时 可 能 出 现 两 种 情况 : 一 种 是 这 四 个 关系 式 并 不 互相 独立 . 突出 的 
例子 是 Legendre 函数 . 因为 a+ 3 一 y=0, Hy—1-— 0, 可 以 预料 , 这 四 个 关系 式 
应 当 完 全 可 以 互相 导出 . 另 一 种 情况 是 由 于 这 些 关 系 式 中 , 或 三 个 参数 a, F,Y 同 
时 改变 , 或 只 是 y 值 改 变 , 从 而 出 现 新 的 函数 . 所 以 , 如 果 要 求 将 (3.2b) 式 应 用 于 
这 些 特殊 函数 , 并 且 限 制 在 级 数 中 只 出 现 同一 类 函数 的 话 , 则 上 面 的 四 个 关系 式 中 
就 有 可 能 (部 分 ) 不 符合 这 个 要 求 . 下 面 就 在 这 种 限制 条 件 下 ,分 别 讨论 Legendre 
函数 、 连 带 Legendre 函数 、Gegenbauer 函数 以 及 Jacobi Z MA. 
3.3.1 Legendre 函数 

先 讨论 定义 在 复 平 面 上 的 Legendre 函数 


223 8l P,(1-22z) 2 F(-v,v4-1; 1; z). 


P,(z) = F(- v,v4al;l; 


由 于 在 P,(z) 中 限定 了 7 = 1， 因 此 关系 式 (3.10). (3.12). (3.15) 与 (3.17) 中 都 
必然 出 现 Legendre 函数 之 外 的 特殊 函数 . 这 里 我 们 稍稍 放松 一 下 限制 ， 即 在 连带 
Legendre 函数 的 范围 内 考察 Legendre 函数 . 

将 (3.10) 式 应 用 于 F(-zz+l1;1;z)， 即 得 


ci —v-4-n) FP (1--v4-n 
pes 1)" 工人 ) 


n . . . u 1 
Ig Tv) rUn z"F(—-v-n,v-c-n-l;ntl;z) 21, Rez« z 


n=0 
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根据 工 函数 的 互 余 宗 量 定理 ， 上 式 可 化 为 


1 F(v-n-l) 
n!n! T (v-n41) 


z"F(—rv-4-n,v4-n4-1;n41;z) — 1. 
n=0 


再 将 z 改写 成 (1 一 z)/2, 得 


2 1 T(v+n+1) 
m nee Hi B 


利用 P?(z) 的 定义 : 


n A 2 — n/2 d"P, (2) 
Priz) = (z 1) Er m 
1 T(v+n+1) 


— Pn! T (v—n-1) 


Bir EUER BA 


: 1—z 
(2 1)" F(n w 网 十 VV 十 二 周年; 2 ) 


xc izur (Eu) Wy = LB (3.18a) 


TEST SZ -1 < xz <1 上 的 点 c, P?(x) 的 定义 是 


n — y yy =a 2n/2 d” Ps (x) 
Pe = (-1)" (1 0) * on 
所 以 有 
oo (-1)* i-d n/2 a 
» i (=) Po(szjel, O€r«l. (3.18b) 


(3.182) 和 (3.18b) 式 也 适用 于 v 为 整数 的 情形 , 此 时 无 穷 级 数 退 化 为 有 限 和 . 
类 似 地 ,可 以 讨论 连带 Legendre 函数 


z+1\#/2 1-2 
P^(z)— ) F( vpil- E) 
(2) or 2 


这 时 需 先 将 (3.2b) 式 应 用 于 F( 一 v,v 十 1;1 一 1:;z)， 即 


y LUC d'F(-4v-cll-uz,. 
= n dz” B 


再 将 > 换 成 (1 一 z)/2, 变 为 


oo 
m (e 
3 2 pe»(- v,v4lil-gu; 一 
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而 后 将 F( 一 v,v 十 1;1 一 1; (1 一 2z)/2) 替换 成 连带 Legendre 函数 ， 从 而 得 到 


T(-g) D = E3] "puc (i-z 21, Mersi (3.192) 


WD TATE -1xrzil 上 的 连带 Legendre 函数 


1 1 十 ZNA/2 1-z 
Pit) sl =) F( vv lil-g—), 
则 可 得 到 
oo d^ -u/2 
ra DDA "m [Cs ^ Pile) a-a)" =1, 0<z<1, (3.19b) 


特别 地 ， 25 j 为 自然 数 m 时 ， 


m/2 d P,(z) 

dzm 
_ 1 T(vtm+1);> m/2 f, : B. 
zi Uim (z 1) F(m-v,m+v+1;m+1; 2 J 
m/2 d" P, (z) 

damn 


m 一代 
-T 3 n F(m-v». m+v+l;m+l1; E. 


P? (z) = (2? — 1) 


Pp (£) —(-1"(- z^ 
2 (—1)" P (v+m+1) (a 
2mm! T (v-m+1) 


仿照 上 面 的 做 法 也 能 得 到 

= (=1)" m+n (n—m)/ (n+m)/2 一 1 T (v4-m41) 

之 zb P2 ed (o1) Ajay ee Puis ww (3.20) 
和 

v. (-10" -— DOT 1 

Y: CD prete) -oto o LL PUER. (ua) 


它们 的 成 立 条 件 也 分 别 是 Rez»0 与 0<z<1. WA. (3.182) 和 (3.18b) 两 式 是 它 
们 的 特殊 情形 (m. = 0). 
3.3.2 Gegenbauer 函数 

Gegenbauer 函数 C% (2) 的 定义 是 


T (a+2v) 1 1 一 z 
F ; 2v; 一 ; 
Tereg ett ) 


由 于 函数 中 的 三 个 参数 并 不 独立 , 所 以 只 讨论 (3.10) 与 (3.17) 型 的 两 个 关系 式 . 


Calz) = 


58 第 三 章 Taylor 展开 公式 新 认识 


首先 将 (3.10) 式 改 写 为 


1)* (一 an(a 十 2z)n E 


1 
(v--1/2), (—a--n,a--n--2v;v-cn4c1/2;z2) 21, Rez< z 


再 将 z 换 成 (1 一 z)/2, 即 可 写成 Gegenbauer 函数 : 


oo 


t &)s(a--2v)4 y 1—25\”T (a-n+1)T (21+ 2n) svina 
D (v+1/2)n ( 2 ) T (a+2n+2v) Gara) i, Nese 
利用 工 函数 的 倍 乘 公式 及 互 余 宗 量 定理 加 以 化 简 ， 就 得 到 
》、 Ceta tz) on (1-2) = a Re z>0. (3.22) 


e (—p-1/9 1 
5o H2) gni a-n2v v-n41/2;2) (1—2)7" — 0, Re v» 5. 
n=0 


将 > 换 成 (1 一 z)/2, 再 将 超 几何 函数 改写 成 Gegenbauer 函数 ,就 有 


E (—v-F1/2)s T (a--n-- 1) P (2v—2n) ,, s, f(lbz NP " 
2. n! P (a--2v—n) Caen (2) ( 2 ) =0, Rev> z 
或 者 进一步 化 简 成 
co l(a4n-1)P (v— n) v—n J—" 1 
i ra Flatin] Cz) (1-2) "= 0, Rev». (3.23) 


3.3.8 Jacobi 多 项 式 
作为 特殊 的 超 几 何 函 数 , 还 有 Jacobi 多 项 式 


T (a+n+1) 
n!T (a+1) 


a, l—z 
peP) (2) = ; ) 
在 超 几何 函数 中 有 三 个 独立 参数 , 因此 , 原则 上 , 会 指望 存在 (3.10). (3.12). (3.15) 
和 (3.17) 型 的 四 个 关系 式 . 
首先 , 将 (3.10) 式 应 用 于 F( 一 v,v 二 a 十 BP 二 1; a 十 1;z), 得 


F(- n,mn-4-a4 f 


J (-1)* (—v)k(v+a+8+1)k Ap 


k! (a+1)k (—v+k,v+a+8+k+1;a+k+1;z)=1 
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将 z 代 换 成 (1-z)/2, 于 是 有 


k(v--o- 84-1 
> )k 


M (sy 到 v4-k, v4-a-- Bo- k--1; o3- k4-1; = = T. 


E v 是 自然 数 n 的 情况 下 , 无 穷 级 数 截断 为 有 限 和 : 


T (15 (—n)g 1=zN\k 1= 
st D'( eel $ ) F( ntkntotBtktl;atktl; 5) zx. 
k=0 


k! (a+1)x 2 
再 将 超 几 何 函 数 改 写 为 Jacobi 多 项 式 ， 从 而 得 到 


Z (-1)*(-n)& I (n--a--B--k4-1) T (o1) (y 
HJ» k! T (n+a+8+1) T(a+k+1)\ 2 


(n —k)!T (a+k+1) poto) 
LU (a42k—n-1) "-* 


E id n), = n!/(n—k),, 所 以 最 后 有 结果 


(z2)=1. 


Í r( d (a+k,B+k) m T (n+a+6+1) 
< k! P(o--2k-n-1) (555) Pn Vues nT(at+1) ` meg 
tun (3.12) Ao H 
1--z48 4 (—1)* (n+a+1)e(-n-8)k /1—z\k l—9-^ 
( 2 ) 2. k! (a+1)k fen r( 2 LE 
经 过 简单 的 化 简 , 就 得 到 
1 | T (n+a+1) 1+z\-8 
> emn Pe (= See ms 2 ) 
(3.25) 
同样 , 将 (3.15) 式 应 用 于 F(7n,n4-a-- 84-1; a2-1; (1 2)/2). 有 
(—a)k * . 了 一 多 E 
2. m F(- Qn ;Q— y 154 Re o > 0. 
再 改写 成 Jacobi ZWA, Ep 
".(-1) T(a+1) nlI(o-k-41l) ee E 
2; Pakti Pema = 
于 是 就 得 到 
SE p(o-k 8t) (z) = 0, Rea>0 (3.26) 
k! T(a+n-k+1) " l ` 
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最 后 ,由 (3.17) 式 可 得 


y uh (25) F( n—k,n—k--a--8--1;o k+l; =) - o, Re a > 0. 


改写 成 Jacobi 多 项 式 后 , 又 能 导出 


e (ntk)! r1--2N-5. (ak Bk 
Zu (=) pP (2) =0, Rea>0. (3.27) 

根据 上 一 节 的 讨论 , 可 以 预料 , (3.24) 与 (3.25) 两 式 并 不 互相 独立 ; 同样 , (3.24) 
与 (3.25) 两 式 也 不 是 互相 独立 的 . 

除了 上 面 讨论 过 的 几 类 特殊 函数 外 , 与 超 几 何 函 数 有 关 的 特殊 函数 还 有 Cheby- 
shev (He6prmes) 多 项 式 , 包括 T,(z) 和 U,(2): 

Tax) = F(- n,n; 5i x) Un(z) = (n+ 1) F(- n, n+2; Di 

它们 分 别 对 应 于 超 几 何 函 数 中 的 参数 a+ s 均 取 固定 值 ， 因 而 无 法 应 用 83.2 
中 的 (3.10)，(3.12)，(3.15) 及 (3.17) 等 关系 式 . 


83.4 合流 超 几何 函数 
3.4.1 合流 超 几 何 函 数 F(a; vy; z) 


对 于 合流 超 几何 函数 
PRU ME * 1 (a)n a“ 
F( $ Ti z) 2a (Yn i 
首先 可 以 写 出 
Flas nO = Y; 2 EPA 2), i 
n- 


因为 合流 超 几何 函数 F(a C) 有 微 商 递 推 关系 
d"F(aiyC) _ (on Fl 


a -- n;^y -- n; z), 


dz^ (9)n 
所 以 有 
F(o5:6) 2 9 E o. F(a-tmytnmz)&—z".  |6—z|«oo. 


特别 取 5= 0, 得 
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A CD” (a)n F(a +n; y+ n;iz)z" — 1, |z| « co. (3.28) 
á TL 


这 正 是 (3.2b) 式 在 合流 超 几 何 函 数 Fla: 7Y;z) 上 的 体现 . 
WRH (3.1) 式 应 用 于 z-F(aiyiz). 则 有 


eIfd 
Q7lF(o;yC)- > Lis Fon] ) (C — z)". 
n-0 ' 5 


HEX 0 
dzn 
所 以 上 式 即 化 为 


[e Elay) = (1) -qn Elen), 


C7F(o;34;Q) — » mE (1—9)4 h F(o; y—n; z)(C = z)". 
* (-0,7N 


c (1—7) 
b» Lm gr F(o;y—n;z)- 0, Re y > 1, |z| « oo, 


亦 即 


e. (1-7) 
Dy si, Rey > 1, |z| «oc. (3.29) 
n-—0 ` 


根据 合流 超 几何 函数 Flay: 2) 的 另 一 个 微 商 递 推 关 系 
—- [e F(a; 7; z)] = (prah e`? F(a; y+n; z), 
又 能 得 到 


[e “F(a malhe- a 


-oe è , 
Ci Qr e-"F(ai yniz)( — 2)", 


4 c-0, 即 得 


或 者 写成 


1 T n 
5 一 一 - F(a; y-n; z) z" = e*, [z| « oo. (3.30b) 
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合流 超 几 何 函 数 F(o;4: z) 还 有 第 四 个 微 商 递 推 关系 


d" g esp 
TA [ez F(o; 3; z)] 2 (-1)^ (1-9)a e^* 2777F (a-n; y-n; z), 
由 此 可 以 推 得 
—z = ( 工 一 ?7)m — 
e 2. "i F(o—n;y—n;z)- 0, Re y > 1. 


但 利用 合流 超 几 何 函数 的 Kummer AR: e7*F(o:3:2) = F(y-a: y: —2). 它 实际 上 
就 化 成 为 (3.29) 式 的 形式 . 
3.4.2 合流 超 几何 函数 U(a; >; z) 

合流 超 几 何方 程 的 另 一 解 为 


z211 F(a—3--1;2—»; z), 


T (yI) 
T (a) 


— Tt « arg z Sn. 


= B LE (a)n U(a--n; y+n; z) (G — 2)", Ic — 2| « oo. 


令 5=0( 因 此 必须 要 求 —n/2«argz«m/2). 即 得 


Pü-wy) 


mE Re « 1, oo. 3.31 
ey Bashes qam) 


v (a) 
by E U(ao--n;y4niz)z"* = 
n=0 i 


完全 类 似 地 , 根据 U(a; yi; z) 的 另 一 个 微 商 递 推 关 系 


xs [7 0(050:2)] = (-1)^ (a—y+1)n 277"! U(o; y—n; 2), 
可 以 得 到 
Uani = Y, E Es [2*7 ! U(o; 7; al] (€ — zy" 


=>), ED" yp) ) 277-1 U(a; y-n; z) (C — 2)". 


n! 
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pem z' ^ U(a;—n;a) = ES Rey > 1, |z| «oo, - 
或 记 为 
DH vn z) = oi, Rey > 1, |z|< oc. 
最 后 , 利用 递 推 关 系 
d" -x eme am d ME cS : - 
dz" [e *U(o:3:2)] = (-" e77 U(a; y+n; z), 
又 能 导出 
= e? T(1—»y) 
FEE U(a;y-4n; | = “Fai Rey « 1, |z| < oo, 
或 记 为 
» i PU s 
D i =a Rey < 1, |z| « oo. 


3.4.3 广义 Laguerre 函数 
关于 特殊 的 合流 超 几 何 函 数 ， 首 先 应 当 提 到 广义 Laguerre 函数 


T (v+a+1) 
P (v4-1) T (a+1) 


由 F(o;y;z) 的 递 推 关 系 , 可 以 导出 


Lo (z) = F(= atli z). 


a a] = LE (2), 
de [e *L(9 (z)] = (1) e PL e) 
dz" * A v E 
a Tertti sarte 
zaL( pA td sd Lit nga n) ] 
dges ~ * 人 T(atv-n41) b (2) 
d D(vcn4l) . ( 
T ens 2 ,ap(o) 三 一 一 一 一 CN aT, a-n) $ 
dz” e v (z)] T (v--1) e Zz DUNS (z) 


因此 , 根据 (3.1) 式 ， 


p—n (2 


有 
5 (—1)” L tarn) yc- z)” = L(9 (c), 


(3.32a) 


(3.32b) 


(3.33a) 


(3.33b) 
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E (51^ 
Y SHE eet a) = (C), 
Z w 
eI T(v+a+1) = . 

yy n [ (e n) z m" aq (a) 
Free v (6-2) = C LZ (O, 
oo 1 DL (v4-n-41) —z ,a—n] (a—n) » Nm arar layr 
La Ppen ^ € dm MECHPCIE SUP 

4 c-0, 则 得 

SENI T (v+a+1) 

—L n 三 "n 
He v—n (z)z Fi» fieri) |z| « oo 
Nd T (v+a+1) 
aZ — Let”) Wis 
i 2a" e T (v+1) T (a+1)’ jaj ee 


oo 
(-1* T(tatl) tan) 
a Lie (z) = 0, Reo > 0. g J 
s D n! Tl(vra-n41) " (z) ea ; |z| «oo 


—z Q > (—1)" P (v--n41) (a—n) u 
EE H3 n! P (v4-1) Lors (0) —-0, Rea > 0, |z| «oc. 


(3.34) 


(3.35) 


(3.36) 


(3.37) 


这 些 结果 当然 适用 于 Laguerre 多 项 式 以 及 广义 Laguerre 多 项 式 , 只 是 式 中 的 无 穷 


级 数 自然 截断 为 有 限 项 和 . 
3.4.4 其 他 特殊 的 合流 超 几 何 函 数 


作为 特殊 的 合流 超 几何 函数 , 还 可 以 提 到 不 完全 工 函数 和 抛物 线 柱 函 数 


y(a, z) = = z^e * F(1;a--1;z), l'(a, 2) = z* e^? U(1:a--1; z), 
2 5 z? 
它们 的 递 推 关 系 是 
a [s y(a, z)] = (-1)* 27"^* y(a--n, z), 
L [e7 v(a. z)] = (-1)" (1-a)n e* v(a—n, z), 
L [7 ^ Tr(a, z)] = (-1)* z *-*T(a-n, z), 
ix [e7 I (a 2)] = (-1)" (1-a), e7 T (a—n, 2), 
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d" z^ /Ap) o n -a i 
F| (z)] = (一 1) (一 2) D,-4(z) 
xax [e "0, (2)] = Ce "p, (2) 
因此 有 Taylor 展开 
eyla g) = Y C2 irm ven (c7) 
n=0 i 
Cyd = Y; EEA eyan, a)", 
n=0 : 
creg- 2 2-7 ram 2) a 
n-0 v 
&T(a,Q = Y; CD GE e pan z) (cy 
n=0 ý 
apo = y CEPS Ap, ua) (E-a, 
n=0 
et = y E /Durn(z) (C — z) 
n= i 
在 这 些 展 开 式 中 代入 5 = 0. 从 而 可 以 得 到 
Y L Yan z) o s, a#0, |z| « oo, (3.38) 
n=0 ` 
z -— z" y(a—n, z) — 0, Rea>0, |z| «oo, (3.39) 
> É T(a+n, z) = -= gu Rea «0, |z| «oo, (3.40) 
n-0 ' 
> €t "Dl(a—n,z) =e ?I(a), Rea>0, |z| « oo, (3.41) 
n=0 e 
5 E zD, a) - "x gos P u - "p (132), [zl « co, (3.42) 
7 一 0 ý 
oo v/ 
y - z" D,4a(z) = - cos 全 可 e? s en Ap( 77), |z| < oc. (3.43) 
n=0 ` 


由 抛物 线 柱 函 数 又 可 以 定义 Hermite 函数 


H, (a) = 9" e DAYE), 
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66 
所 以 
3c P)» (7^ B, (2) = Un cos 7 (^2), lz| « oo, (3.44) 
Yes E "s cos 7 p (142), lz] « oo. (3.45) 


83.5 Whittaker 函数 


3.5.1 Whittaker 函数 M, ,,(z) 
Whittaker 函数 Mk (2) 


MA (z) = 2^*172 e7*/? F(u—k+1/2;2u+1; z) 


是 Whittaker 方程 的 解 ， 它 有 微分 递 推 关 系 


d" [e =/2 78M? Mk (2)] = (u—k--1/2), ez/2 z-6-M2 7M NK ja u4n/2(2), 


(3.46) 


dz” (2u+1)n 
所 以 
za 1]fd* 
c/2 »—nu—1/2 -— >. J ~ [52/2,—-n-1/2 Sy 
get qo Miu m Yo tg Bas [e 27^ Mis] HC z)” 
c. 1 (p-k+1/2)n 2/2 ,-n—1/2 ,—n/2 n 
=E mal. * z 6 CUM. 2, pin/2(2)(C—2)". 
n=0 
当 C=0 时, 就 有 
e7/2 47u-1/2 [e T (u—k+1/2)n SUM 1 
Ts (242-1), k—n/2, psnj2(2 ) = i 


根据 Mi, ule) 的 另 一 个 微分 递 推 关 系 


d" - n z/2 = m 
iz [6/727 Mp, )] = CD" (725). e272 277 Mk ya u-n/2(2), 


又 能 得 到 


= > 1 d^ z - n 
ec/2 (n7 V2 M, (C) = BERE Pe ^M, s] } 2) 


oo zat e —n 
DE 了 (—2u)n e7”? 2671/2 27»? Mp-ny2, a-n2(2)(C— 2)". 
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代入 5= 0, 即 得 


ez/2 zu- a E "m QE My 4/2, u—m/2(2) 0, Res0, [2| «oo. (3.47) 


Mr, ,(z) 的 第 三 个 递 推 关 系 是 


dq” —z > n —z/2 —1/: -f 
zle mgl HM ata)] = (-1) (-2u)s e / z” Vay P Mirna-a ldi 
由 此 也 能 得 到 
一 6/2 »u—1/2 c 1 q” —z/2 „u—1/2 n 
e P 0M, (0 = 2 Axle 7 2 7 My al] e (672) 
n=0 ^ 


= CIP Cay), e*t Myo 
作为 特殊 情形 : ¢ = 0, 即 有 
@ /2 /2 Y = gui Mi4a/2,u-n/2(z) 20, Regu0,|z|«oo. (3.48) 
最 后 , 根据 递 推 关系 


de 


T [e ^? z 4-M2 Mi, «(z)] 


aUFFEELZ ue -p -nj 
=( 1) (2u+1) e i: " um a /2 Mi 5/2, uen /2 (2), 


即 可 导出 


a a gei My, aS 3 E lis [e 7/2 z 4^2 Meat} (C—z)" 


n=0 
oo 


n=0 


” Wtk+1/2)n 。 一 z/2 ,-u-1/2 ,-n[2 
MERIT L| Eln = -0/2 Mpan E E 
TS k--n/2, nn 2 (2) (6 — z) 


由 此 得 到 


ei sy 1 (p+k+1/2)n E 


一 e Qu--1), Mk+n/2, u+n/2(2 z) = li |z| «oo. (3.49) 
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3.5.2 Whittaker 函数 Wi (2) 
另 一 类 Whittaker 函数 是 


a a a 
Wk, a(z) = T (u—k41/2) My, -,(z) "P T (-u—-k-41/2) k,- uz) 
E oTa) — 472/2 ,—p-1/2 . . PY 
Tk ^ t/f F(~u-k+1/2;1—2u; z) 

T (2p) 


pOLLOLACGEV 2e */2 41/2 ptu be1/9:1--921: z Y. 
FE. ta (u— ko 1/2: 1-2y z) 


将 Wi,,(z) 的 四 个 递 推 关系 
d" [e/2 25-172 Wk, a(2)] 


1 wm 
Tix -( D"( u—kṣ4 ;) 5 zt 1/2 > SPAN da n3); 
d" [ez/2 g 4-12 Wy. (z) " 1 , ERU 
L x Hu ] — ( 1) (x k+ An ez/2 z-n-1/2 ,—n/2 Wk 2. prate) 


d^ [e7*/2 247V2 Wg, a (2)] 


ix - (a e 2/2 zh-M2 zn Winaar) 
d” [e-2/25-n-1/2 Wk (z) Á A nds 
L dz" us ] 一 (-1)*e z/2 2" 1/2 z n/2 Wk+n/2, nen ]2(2) 


和 Taylor 展开 公式 结合 起 来 , 有 


ec/2 (n7 V? Wh | (C) 


> (一 1 " 1 z 一 —n n 
= ) (-u-k+5) e m rd ug d rc (=z) 3 


gi gB- Ws LED) 


S(p” 1 
= ` zi (u-k+5) e7/? g PU? o W e nfa praja le) lea)", 
a H TL 


gr cu Le) 


S [5 
= 5 - e77/2 Qu-12 g a Whtn/2, u-n/2(Z) (£—2)", 
e €2 (79M? Wh, (C) 


oo 
" 5 (CI e 4/2 474-2 ,-n/2 
n! 


Wicn/2, un-n/2(2) (C72). 
WRA € — 0, 在 Reu0, |z| «oo 的 条 件 下 就 得 到 


eft SS (nk) ZI Wh na iis oTa) | (3.50) 
Z n! Iln R peni l(p-k41jap V^ 
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T (24) 
z/2 zł 1/2 zn/2Ww Ld DY = 
EE k+n/2, 4—n/2( ) T (u—k4-1/2) (3 51) 


而 在 Rew<0, |z| «oc 的 条 件 下 则 有 


TETI : I (-24) 
z/2 u—1/2 E PE TAL n/2 人 C. 
e d 2 n! (n ke) » z Wk-n/2, u+n/2(2) E T (-u—k41/2) 1 (3.52) 
E . P2) 
z/2 HA 一 17/2 ES /fe W.. - 
: e 2. nl Rn (人 T (-u—k--1/2) (3 53) 


83.6 Taylor 展开 公式 的 变型 
如 果 在 (3.1) RPR 5 = àz, WEE Taylor 展开 公式 的 一 种 变型 : 


oo 


A-L)" d” f(z 
füsjs y: n 209 gr (3.54) 
n=0 i < 


(3.2b) 式 相 当 于 (3.54) 式 的 特殊 情形 (A = 0). 在 一 定 意义 上 , 也 可 以 把 (3.54) 3X 
称 为 Taylor EF HERAT 

对 于 (1 十 z)*, In(1 +z) 以 及 In T(1 +z), 中 (1 十 z) 等 函数 ，83.1 中 已 经 给 出 了 
它们 的 n 阶 导 数 , 因此 , 由 (3.54) 式 即 可 得 到 


ee -Y ci 于 Ass (3.56) 


iie. vl pne ass 
In ive = (The yo (1—A)" (n, z--1) z^, (3.57) 
了 由 (1 十 Xz) = wW(142) 一 Sa-a" G(n--1. z4-1) z”. (3.58) 
nci 
"NN 


图 3.1 和 图 3.2 给 出 了 级 数 (3.55) 一 (3.58) 的 收敛 区 域 [2/(12-2)| & 1/ |1—A| 
B& k= |1—A| 值 的 变化 . 3 k — 1 时 , 收敛 区 域 为 半 平 面 |z| > —1/2. 随 着 值 的 
增 大 ,收敛 区 域 逐 渐 减 小 ,一 oo 时 收缩 为 一 点 > = 0; RZ, ME k 值 的 减 小 ， 
收敛 区 域 逐 渐 增 大 , k— 0 时 则 扩大 到 全 平面 . 
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我 们 知道 , (1L+ 2)*, In(12- z) 以 及 In (1 +2), Y +2) 等 函数 都 可 以 在 > =0 
点 作 Taylor 展开 . 作为 对 照 , 在 图 3.1 和 图 3.2 中 也 用 虚线 画 出 了 它们 的 收敛 区 域 
(|z| < 1). 


(a) k=1 (b) k23/2 


(e) k=3 


图 3.1 KAKE |z/(12-2)| c 1/k HE k 值 的 变化 . k o 1. 


71 


Taylor 展开 公式 的 变型 


83.6 


v 
SERES 


(b) k23/5 


=2/5 


(c) k 


图 3.2 KAKI |z/( 4-2) & 1/k BE k 值 的 变化 . 有 <1. 
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下 面 给 出 (3.54) 式 对 于 超 几 何 函 数 及 合流 超 几 何 函 数 等 的 应 用 . 为 节省 篇 幅 ， 
里 只 列 出 最 后 结果 . 
3.6.1 超 几何 函数 
关于 超 几 何 函 数 的 倍 乘 公式 ， 可 以 先 列 出 : 


F(a, 8; y; Az) — b» L an z^ F(a4-n, B+n;y+n:; z), (3.59) 
n=0 E n 
1—Azye-8—Y 
( 1-z ) F(a, p; y; Àz) 
a)n(Y Bn z úi 
i -二 (5)n 全 Plo, Bi y--ni z). (3.60) 


根据 超 几 何 函 数 F(a, 8;7Y;z) 在 |y| 大 时 的 渐 近 展开 以 及 超 儿 何 函 数 的 变换 关系 
(3.13), 就 可 以 断定 ， 上述 二 式 的 收敛 范围 是 [2/(1—2)| «1/11 - A]. 
其 他 结果 还 有 


NIF(a, 8; y; Az) = y Beds Yn (1—A)" F(a, 8; y-n; z), |1—A| < 1, (3.61) 


n=0 


(eye 

sy Cte (1A a n-ny-mz) l-X«x (3.62) 
rss) 
MEAE 

-二 人 x s Ba ( * Y'e(o oim 175) - 
GE) rem.) 

2» E ra- 人 (3.65) 
aee yt eet 

iecore) roms mat) Ges 


n=0 
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3.6.2 Legendre 函数 、Gegenbauer 函数 及 Jacobi 多 项 式 
将 (3.54) 式 应 用 于 这 些 函 数 , 可 以 得 到 如 下 倍 乘 公式 : 


ES A-1)^ n f —n/2 pn 
py) - Y 2: z^ (z? —1) P^*(z). |z/(12-z)| «1/]11—A], (3.67) 
n=0 À 
ghe M" = - [A1 n ( 2 -n/2 pm+n 
TUS arat "E (2^ —1) pore 
lz/(0.-2-z)| « 1/11—A], (3.68) 
E 1—A)" 2y n/i 3 
P Az) = V^! N z^ (1—z?) /2 Pn (gj, 1/2« r/(14-z) « 1/|1— A], (3.69) 
n=0 
1—A222 us m > (A-1)” n 21-n/2 pm+n 
( Tam P Oso Y. "ghi (1-2 ) pr? em 
1/2«z/(14-z)«1/|l-A|, (3.70) 
v c Vn n n mvn 
CA(Az) = 》、 - (A-1)*(Quz) Cà*^(), — |z/(1--2)| 1/11 — A], (3.71) 
a=0 z 
M2 -1 v—1/2 : 
(LE) caz 
O&S (A-1)" (a-1),(1-a-2v)& ( z ux 
Ee onnl (1—v)n ( 2 >) Cara? 
|z/(12-2)| € 1/]1—A]. (3.72) 
k 
(aß) u (A—1)" T (k--ao4-B4-n4-1) (a--n,B8—n) ; 
Bg Ws nl T (k+a+8+1) eu FE (2), pen) 


k n X» dd ; 
(2 Y peo) E S (A—1) E (k+a+1) ( z ) prt ts (3.74) 
n0 


2 一 1 n!  l(kc-oa—n41)Nz—-1 
Ael sunu xS A-1)” Lee (aen Bn) 
[i ) PEU Q2) 之 4 n! T(k+8- e 5 UT P) 
Az—1w (Az-Fl V, La E Pi a-nJ-n 
T ) (Sa) = zi € i (a 2 Pin i (G ^ 
(3.76) 


以 上 (3.67) — (3.76) 各 式 也 可 以 等 价 地 改写 成 


P -AtA = ER hc (=m 


1 " 
-— TL: z4-1 


E 1 


BT Sha (3.67) 
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ame ( iL N e (1=A+Az) -二 = P (Ely mg 


D (3.68) 
P,(1-A4 Az) » ac Dnt <i, (3.69^) 
rel ren - ESI S rnm 

Acre (3.70^) 
C^ Ar) -5 CA E09 [sa - ^ ern) 

E SIL (3.71') 


etae 
(1—A)" T (a+n+1) l'(v-n) T(a+2v) xdi xe 

= 2(1+z wn (a). 

È n! T (a4-1) T (v) T(at+2v—n) [2( ) Carnlz) 


v—1/2 
) C^ (1- A— Az) 


n=0 
|] — e, (3.72/) 
k " 
(o) ZA)" P (kta-FB-Fn-1) (1—2W" S(a«n,8-n) 3.73 
àz) = ,8 
Fg te) x nl — Tl(kra4841) ( 2 ) Pi Wh. (373) 
[71 ea (k+a+1) (a—n,.B-4-n) 
Xe prsPlt AAs) 2 PR p (z), (3.74') 


(Aney va Abe) es qeu) ua (Y petty 


1 十 z = n! T(k+8-n)\l+z 
(3.75/) 
k 
2 一 入 十 入 z (tai 的 (A—1)* (k++n)! /1+z (n Bn) 
(ERE penaas yo AI khai (Leay naaa 
n=0 
(3.76/) 


3.6.8 合流 超 几何 函数 ” 
合流 超 几何 函数 的 倍 乘 公式 有 
© (3.77) 一 (3.83) 式 可 参见 文献 : W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni. Formulas and Theo- 
rems for the Special Functions of Mathematical Physics. Berlin: Springer-Verlag, 1966: 273 — 274. 


(3.77), (3.78), (3.81) 及 (3.82) 四 式 亦 可 参见 文献 : A. Erdélyi et al. Higher Transcendental Func- 
tions. Vol. I. New York: McGraw-Hill, 1953: 282 — 283. 


$3.6 Taylor 展开 公式 的 变型 TS 
A (A-1)" (@)n 
F(o;y;Az)-— x ( - ) z” F(a--n;vy4-n; z), (3.71) 
n-0 n 
ATIF (a: y: Az) x» 2: )n F(o; y-n; z), (3.78) 
n-0 ni 
e^" F(a; y: Az) nt = = 一 cjn 人 (3.79) 
n-Üü ^ 
iple = a-a)” B 
AYT *F(o;4; Az) = yu : (1—-3)4e * F(a—niy—n;z), (3.80) 
— EC 
Ux y 
(o; y; Az) SE 2 Jn 2” U(a-4-n; y4-n; z), (3.81) 
n=0 
y—1 > (1—A)" n 
Ulay AR) = >， -T (a—y+1)n z" Ula; =n; 2), (3.82) 
n=0 
—Az s (1—2A)"^ —z n 
e ^"*U(a;y;Az)— 和 e ? z" U(a; y4-n; z). (3.83) 


3.6.4 特殊 的 合流 超 几 何 函 数 


作为 特殊 的 合流 超 几何 函数 ,有 广义 Laguerre 函数 LO (Az). RAT 函数 


yla, z), F(az)， 指 数 积分 Ei1(z)， 抛物 线 柱 函 数 D,(z) 及 Hermite 函数 H,(z 


它们 的 倍 乘 公式 有 


Y > (1—A)" n a 
L9. d^ L9). 


99 (1—X)" 


—Az m (a) e? zn (a4-n) 
L = e L; 
e L (Az) - (2), 


n=0 


oo 
a T (a) u (A—1)" P (v+a+1) (a-n) z 
A Lu (Az) = 2. n! DL(vc-o-n-c1) "7" (2), 


N= 


N= 
和 ae g^ Tio (Az) = gai I (v+n+1) eg *Le- a(z ): 


Z n! T (v4-1) van 


dy (12) (1—A)" e7 z” y (a—m, z), 


) 等 . 


(3.84) 


(3.85) 


(3.86) 


(3.87) 


(3.88) 


(3.89) 


(3.90) 
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Peraj = Y, UO) ye :* 2^ (a-n, z), (3.91) 
n-—Üü es 
: 2 (1-A)* PR 
Ei(Az) = -Ei(-Az) = 97 Te 2 U(L nl z); (3.92) 
n-Üü T 
A?z? /4 NN V (—v)n own az?/A sn 
e Dado xq 0-2" e /4 z Dus), (3.93) 
Mg JA ES I-A eur ?/4 nq) 
e D, (Az) 2 " venl), (3.94) 
H Qu) - 5 En (1—A)" (22)" H, (2) (3.95) 
Dbi n! A E AT 2" 
n—Ü 
< (1-A)" 
Higi c z” Hina). (3.96) 
n-0 i 


3.6.5 Whittaker 函数 ? 


(3.54) 式 也 可 以 应 用 于 Whittaker 函数 Mr (2) 和 Wij(z)， 从 而 得 到 它们 的 
倍 乘 公式 : 


A (A-1)* (u—k4-1/2), > 
ARCHOS AR yr sa) ss 5 l m. DN ED ez/2 32/2 Mk-n/2,u+n/2(2), 
n=0 i : is 
(3.97) 
e. 1-4)" 
AW PNE = » 3i (24). e*? 2 Mionzi n-ae) (3.98) 
— nl 
AM e=2/2 M ( "X = Dp) 人 (3.99) 
n-—Üü 
—Az V (1- A" (u+k+1/2)r 一 有 n 
Au 672/2 Mp (Az) TM 二 Qn, tg */2 2/2 M, Leo nin/2(2); 
n=0 
(3.100) 


oo 
] 1-A)^ Pas 
Mec As rn) E E ) ( H k+1/2)n e*/? ; Pp Wk-n/2,u-n/2(2), 
n=0 


(3.101) 


© (3.97) — (3.104) 诸 式 可 参见 文献 : W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni. Formulas and 
Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics. Berlin: Springer-Verlag, 1966: 309 — 
31. | 


83.7. Hk m * 77 


—]fü-1/: z 7 > 1-A)" e z n $ 

A H 1/2 e^ /2 Wp (Az) zx 5 (4 k--1/2), ez/2z /2 Wh_n/2p4n/2(2), 
(3.102) 

(1—X)^ 


n! 


Anc 2 e 2 Wy. (Az) = X 


ni=0 


Acus. Da) = > 


0 


e7*/2 ?Wn yg g(a) (3.103) 


(一 人 入 


n! 


e^? f W iin/2 n4n2[2)- (3.104) 


n= 


83.7 柱 B 数 
作为 定义 方式 之 一 , 所 有 的 柱 函 数 都 满足 递 推 关 系 
(2x) [26.0] = 2776... 


或 者 令 5 = 22， 从 而 写成 


qd? n , 
a 1C" E (- 5) € "oso. 


这 样 就 能 应 用 (3.1). (3.2b) 与 (3.54) ZR. 例如 , 对 照 (3.1) R, 能 够 写 出 
POVO =D g(a) 9^0, (2) - 2s (3.1052) 
n=0 


£e LEE) €: E» 


n=0 


如 果 能 令 5 = 0, 则 可 得 到 


1) IX tun) — f " . 
n! B í Cysn( V2) (Ç — 2)”. (3.105b) 


2 n! 2 
n EM 


这 样 ,， 应 用 到 Bessel 函数 与 Neumann 函数 上 ， 就 有 


E (-1)* zzy" PT 0, Rev > 0， 
b. (5) EN m (3.106) 


n=0 


78 
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n=0 
I)" (zw TQ) (zy* 
ECNE naO meno 
T E (Z) Ne) T d (2) cosnv, Rev «90. 
n=0 
同样 , 对 于 虚 宗 量 Besse 函数 ， 由 递 推 关 系 
(232) Le. 9] = 271.9) 
Eai | 506, 683] - (CA Knl, 


也 可 以 根据 (3.2b) 3 


注意 K,2)-K. 


DG tnta 


H 
可 


mms) 
Xa eo -IUG mero, 
Xa m=) Revco 


uv(z)， 所 以 (3.112) 与 (3.113) 两 式 可 以 互 化 . 


(3.107) 


(3.108) 


(3.109) 


(3.110) 


(3.111) 


(3.112) 


(3.113) 


类 似 地 , 将 (3.54) 式 应 用 于 Besse 函数 及 虚 宗 量 Bessel 函数 ,也 能 得 到 倍 乘 


-a 


(3.114) 


© (3.114) — (3.121) 诸 式 可 参见 文献 : M. Abramowitz, I. A. Stegun. Handbook of Mathematical 
Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. New York: Dover Publications, Inc., 


1970: 363, 377. 


(3.115) 及 (3.117) 两 式 亦 可 参见 文献 : I. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik. Table of Integrals, Series, 
and Products. Tth edition. Elsevier (Singapore) Pte Ltd., 2007: 941. 


(3.115) 式 还 可 参见 文献 : A. Erdélyi et al. 
McGraw-Hill, 1953: p. 66. 或 参见 文献 : W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni. 


Higher Transcendental Functions. Vol. I. New York: 


Formulas and 


Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics. Berlin: Springer-Verlag, 1966: 125. 
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X paje £ u (2) 1440. (3.115) 
X N,(Az) = > Ct (5) Nnla) (3.116) 
AE N (Àz) = > =r (5) Norn(z) (3.117) 
X L(Az) = x Eu (2) 1-«0) (3.118) 
X 2) = x er (Z) sale) (3.119) 
X Ka) = D tid (2) KG) (3.120) 
X KV) = x inr (5) Ks) (3.121) 
$3.8 ”特殊 函数 的 加 法 公式 
在 (3.1) 式 中 令 《= z z^. 则 得 到 加 法 公式 
f2)- I T (z)". (3.122) 
将 这 个 公式 应 用 于 上 面 讨 论 过 的 特殊 函数 ，(3.59) 一 (3.104) 诸 式 就 将 变 为 
F(a, 6; y; z-z)-— is re (2')" F(atn, B+n;y+n; 2), 
ü Iz|«|l-z],  — (3.123) 
(- MIO Bineta 
= ba Q uM Bn (EJ Fo. Bini 3) Iz|<|1-z|, —— (3124) 
1 


(1e £y Foie) o CH- (Y jo 3-2) lal<lal, 


(3.125) 
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(1+ fe z ^7 Ela By ez) 


l—£ 
Em L = (o z) " F(a—n, B—n;^—n;z), 
|z/| « |z] (3.126) 
2 1-2-z'N x (-1)* (a)s(8)n (z^ à 1-2 
F(n.Bi —7—-) x. zi ris (7) F(a+n, B+n:y+n: 2 j 


lz|«|l-z|, (3127) 


= =: oaar ( E ) Fl@,B:y+n: = 


Iz|<|1+z|, (3.128) 
gh ssl 1—-z-z E (l—3)& y 2 w^ l-z 
p Pabn =È n! ud F(o.6:9-m 75^), 


lz|«|1-z|, (3.129) 


/ 


g yrl z! \e+8-y 1—z—z 
l- ) (1 -一 ) F( ,6; :一 一) 
1—z T dali 2 


X (1-3). f 227 n 1 一 z 
S e (22-2) F(a n,Ü—n;y—n; j i Iz|<|1—z|, (3.130) 
n-0 i 
Py(z+z) = >, E (2)" (321) ""? P^(), |lz|«|1-z|, (3.131) 
Z nl 
(rz int I pni = yo 1 (y) (2-1) aa 
22—1 id n! T i 


lz|«|1--z|, (3-132) 


1 


£ 
žk (9.193 
lpr ( ) 


ü 1231—-m/2 oo 
[e |" pra e Y 3 (y Q- y" Prnt) 


—l«z,z'«1,—1« 


ziema a, dag rm «1, (3134) 
a 
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Cx(z 十 2 ) = J Hi (22 Or (a. |z|<|1+z|, (3.135) 
para eee 
= E ls d : ie 17"c'*() lz|«l-z], (3.136) 
(1+ Mead = n = mm (= j| Ph (3.138) 
Gr GT) Pe 
| » EEn (aar) (2-1) PEZ), (3.140) 
F(a; y;z+z') = Di m. (z) Fla+n;y+n; z) (3.141) 
(1+5) Aaa iiu E D = Wn (Z Ai F(a;4—n;z), (3.142) 
n=0 
e^* F(a;yiz4-z')- 3» Es MS (z^)" F(o; y--n; z), (3.143) 
n=0 " 
(1 £y e F(a: (4; zz- x DU Ts (£J'Fa-n. y—-niz), (3.144) 
U(o; y; z 士 2) = E (z^)" U(atn; y+n; z), (3.145) 
n=0 i 
(i£ ua y;z4z)- FP ven Em (2)" U(a 站 一 二 x) (3.146) 
n=0 ` 
8 * U(a;7Y;z+z’) = Y a (z')" U(o; 4n; z) (3.147) 
n=0 
Li (242) 2 Y^ C2" (^ etm, (3.148) 
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e? L(9 (z+z’) = ». - (2^)" L*9 (2), 

n=0 

ca 5 (a) (.. fA uu < 1 I (v+a+1) gn (a—n) 
(1 El Ms uei) 2. n! T (v--a—n41) ( z ) Ls» (2), 


(1+2) e L (2+2) = x i TUcre 1 (£y uz" i), 


n! 工 (z 十 1) 


(2 ) va. zz )- » E (Z)'vt« Hn, z), 


e™? (z')” U(l;n+1;z), 


2'412 z exo 1 (u—k-4-1/2) (z)" 
(1+=) e P Miu (22) = 2 n M 


(2u--1), zn/2 


n. 


(ie my enn My, i (z-- 2!) - Y (—1)*(—21i)5 (2") 


n! zn/2 


2 


n! zn/2 


p=—1/2 i SR Eee qe -5 i z^ 
(1+7) e /2 MA us(z 二 2) 5 ( ) ( L) ( ) Mirada fae 


(3.149) 


(3.150) 


(3.151) 


(3.152) 


(3.153) 


(3.154) 


(3.155) 


(3.156) 


(3.157) 


(3.158) 


(3.159) 


(3.160) 


k—n/2,u-n]2(£); 


(3.161) 


My.-5/2,4—n/2(2); (3.162) 


(3.163) 
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区 arya y^ C0" (u+k+1/2)n (2" 
(142) e / Mk, (z-2") = e u+ 1), zi Mk+n/2,u+n/2(2), 


n=0 
(3.164) 
ze 4 e (—1)” (—u—-k+1/2)n (2 
(1+7) e / Wi. ulz +2’) p? l zn/2 knipen Us 
(3.165) 
2 \ 一 HA 一 1M2 ,, c (DP (n—E4 1/2), (2) 
(15) e /2 Wi. ulz +2’) =% [DR REUS A Ws n/2,u-n/2(2) 
n=0 d 
(3.166) 
Me SL. w^ (71) (2)" 
( Z) /2 Wk (z+2') = » m za Wk+n/2,u-n/2(2), (3.167) 
z! \=#=1/2 "e oo (1) 2)" 
14) e77 /2 Wi.u(z4-z') 一 > ET v Wk+n/2,u+n/2(2). (3.168) 
n=0 d 


以 上 的 (3.161) 一 (3.168) 诸 式 可 见 文 献 : W. Magnus, F. Oberhettinger, R. P. Soni. 
Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics. Berlin: 
Springer-Verlag, 1966: 306 — 308. 

同样 ， 对 于 Bessel 函数 及 虚 宗 量 Bessel AA t REEI O 


/ 


TATTER fe (EY as ata, (3.169) 


Ideid I E (ut (T ust) (3.170) 


N,(z+2) = T (2y (3) N, (2), (3.171) 


(2-2 JG | baa. (3.173) 


L(zz)- Y E (247 ) G Y Taraia): (3.174) 


( 
(2) 
(2) 
(EN men DELES Dw eam 
(i) 
(+2) 
(2) 


K,(z-2/) = Y CI ( | EIS | Korati, (3.175) 


@ 这 相当 于 在 (3.114) — (3.121) 式 中 代入 A= 1 + z//z. 
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(AJ Bere) = Y C (2+ ) ($) Ken 


n=0 


车 直接 在 (3.105a) 和 (3.105b) 两 式 中 代入 C=z 十 z', 则 及 


/~ —v/2 —1)” ,z'«n 
(1+=) v(Vzc2') = \ ) (5) 27 3, s v/2) 
之 mg TL. 
z!wv/2 po 1 zw 
1 Z) tyy = 一 (3) CAM a , 
( i z aud La 2 i (V) 
z/'v-v/2 eO (—1 Nn z'n Ls 
(42) NR = s ER 
n=0 ` 
zv A Iyyer 
+4 
( i z eg 2:8 2 (V) 
/人 \ 一 2Z/2 i Inn 
(1+2) IL (vz+z') = X, zs) g WT us 
n=0 ` 
zv? eS (-1" rz' 
1 Z) Ky 对 三 e 
( m z sad! z n! 2 


Hi va - X CI ias 


n! 


同样 ，(3.175) 式 与 (3.176) Ñ, UX (3.183) 式 与 (3.184) 式 均 可 以 互 化 . 


yx stva 


(3.176) 


(3.177) 


(3.178) 


(3.179) 


(3.180) 


(3.181) 


(3.182) 


(3.183) 


(3.184) 


还 可 以 设想 , WRK (3.54) 式 中 的 Az 作 其 他 代 换 , 例如 ,Xz = z?, 又 将 得 到 


许多 新 的 特殊 函数 公式 . 此 处 她 不 一 一 列举 了 . 


© (3.177) 一 (3.180) 诸 式 (KA Neumann 型 级 数 ) 可 参见 文献 : W. Magnus, F. Oberhettinger, 


R. P. Soni. Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics. 


Berlin: 


Springer-Verlag, 1966: 129. 或 参见 文献 : A. Erdélyi et al. Higher Transcendental Functions. Vol. II. 


New York: McGraw-Hill, 1953: 100. 


FUR ” 常 微分 方程 的 圳 级 数 解法 
§4.1 ”二 阶 线性 常 微分 方程 按 奇 点 分 类 


关于 常 微分 方程 常 点 与 奇 点 的 定义 ,以 及 方程 在 常 点 或 (正则 ) 奇 点 邻 域 内 的 
求解 问题 , 在 数学 物理 方法 的 相关 教材 中 均 有 讲述 , 这 里 不 再 重复 . 笔者 认为 ,在 
求解 常 微分 方程 时 , 重要 的 是 需要 先 判 断 方程 有 无 奇 点 ， 有 儿 个 正则 奇 点 , 几 个 非 
正则 奇 点 , 无 穷 远 点 是 不 是 奇 点 , 是 正则 奇 点 还 是 非 正 则 奇 点 , 包括 方程 在 每 个 正 
则 奇 点 处 的 指标 . 这 样 做 的 好 处 是 , 使 得 我 们 对 于 所 要 求解 的 方程 , 有 一 个 全 局 性 
的 了 解 , 也 便于 我 们 将 方程 尽 可 能 地 变换 为 相关 的 标准 形式 , 其 至 直接 写 出 解 式 . 

按照 正则 奇 点 和 非 正则 奇 点 的 数目 , 常见 的 典型 方程 见 表 4.1. 


表 4.1 典型 的 二 阶 线性 常 微分 方程 


正则 奇 点 数 ” 非 正则 奇 点 数 方 程 
4 0 Lamé 方程 
超 几何 方程 
3 0 Legendre Jj f£ 
连带 Legendre 方程 
2 1 Mathieu 方程 
合流 超 几 何方 程 
1 1 Bessel 方程 
Weber 方程 
0 1 Stokes 方程 


f) 4.1 全 部 奇 点 均 为 正则 奇 点 的 方程 称 为 Fuchs 型 方程 . 在 (扩充 的 ) 全 平 
面 上 有 两 个 正则 奇 点 a, b 的 Fuchs 型 方程 的 普遍 形式 是 
d?u 1—-o-o l l+at+a’ \ du | a —a'(a—b)? 加 
dz2 ( E "(z-aj(z—b)? - 


0. 4.1 
z—a z—b Pe) 


此 方程 在 z = a 点 的 指标 为 a 与 a', YE z = 点 的 指标 为 -a 与 —o'. 按照 常 微 
分 方程 寡 级 数 解 法 的 标准 步骤 , 可 以 求 得 方程 (4.1) 的 通 解 为 初等 函数 


u= A(Z ṣ te (4.2) 
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86 i 


其 中 4 和 B 为 任意 常数 . 
rg 讨论 ”读者 可 能 注意 到 ， 这 个 方程 的 四 个 指标 之 和 为 0. 这 不 是 一 个 偶然 的 


现象 . FZL, TAERA, 对 于 有 n 个 奇 点 的 Fuchs 型 方程 有 
全 部 指标 之 和 二 nn 一 2. 


例 4.2 具有 三 个 奇 点 的 Fuchs 型 方程 的 原型 是 
2w du 
«(L-2) 十 [> zi (o.-84-1)2] 和 — aw = 0, (4.3) 


称 为 超 几何 方程 , 奇 点 为 z = 0, 1, oo. 相应 的 指标 为 (0, 1 一 >), (0. $—a—8), (a, 8) 
当 7 不 为 整数 时 , 方程 (4.3) 的 线性 无 关 解 为 超 几 何 函 数 


F(a Bis) S g, nr, lz|<1 


n=0 


与 z-YF(a—441,8—44-1;:2—;2). 5 y 是 整数 时 ， 原 则 上 有 一 解 应 含 对 数 函数 
项 . 特别 是 , 若 y = 1, 则 方程 (4.3) 的 第 一 解 为 F(a, 6;1; 2)， 而 第 二 解 则 为 


(4.4a) 


Fa. js) ns + Y | Olha 
Tv dide 


x [ba n) (8-0) (a) =) -29(n-e1)-20()]s b. — (440) 


例 4.3 Legendre 方程 
: [0-259] +v(v+1)y(z) — 0 


dx 
是 超 几何 方程 的 特例 , 它 的 奇 点 为 z = 41 与 x = oc. 作 变 换 z = (1 —2)/2. y(z) = 


w(z)， 则 方程 变 为 
(4.6) 


(4.5) 


z(1 一 2 本 


dz 
奇 点 与 超 几 何方 程 完全 相同 ,而 且 , 对 照 方程 (4.3), 8 


aß = —v(v + 1), 


d | | 4 v(v--1)u(z) = 0. 


y — (a. B 4 1)z 2 1— 22, 


则 可 定 出 
B=v+1, y=1. 


Q = —v, 


@ 参见 文献 : EMR, WA. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 63. 注意 此 处 的 表述 形式 
与 该 书 不 同 , 差异 在 于 是 否 将 oo 点 (如 果 也 是 奇 点 的 话 ) 计算 在 内 . 
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换言之 , 方程 (4.5) 的 第 一 解 即 为 al EE EE 5 Z), 而 第 二 解 则 如 (4.4b) 式 . 
类 似 地 , 还 有 连带 Legendre 方程 


le-a] + hon- Eie) =0, (4.7) 


1 


它 同样 是 具有 三 个 奇 点 的 Fuchs 型 方程 . 但 是 我 们 发 现 它 无 法 通过 直接 对 比 的 办 
法 化 为 超 几何 方程 ,原因 是 需要 用 到 因 变 量 的 变换 . 
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为 了 找到 适当 的 因 变 量变 换 , 实现 两 个 常 微分 方程 之 间 的 互 化 , 最 好 的 办 法 是 
将 它们 共同 化 为 另 一 个 特殊 形式 的 微分 方程 ,即使 得 二 阶 微分 方程 中 一 阶 导 数 项 
的 系数 为 0. 
设 有 二 阶 常 微分 方程 
2 w 
o F pa) -- q(z)w(x)- 0. (4.8) 
作 变 换 w(z) = f(x) 27 (x), WU 
W — f(a) Wa) f(x) Y^) 
d?w 
dz? 


于 是 , 方程 (4.8) 就 化 为 


= f(x) Z (x) + 2f'(z) Z^ (x) + f(x) 7^ (2). 


f(x) NM (a) + [2 (2) + p(2)f (2)] 2^ () 
+ [E +a e) +e) te) V (2) — 0. 
因此 ,只 需 取 
aa) +o fs) =0, 即 f= epf- f Oa) — «9 
则 方程 (4.8) 就 变 成 
WY” (a) + C(z) Y (x) — 0, (4.102) 
其 中 


ee DIO , f(x) 
G8) = A te) ees + es 
= qla) - 3p 2) -了 (4.10b) 
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称 为 方程 (4.8) 的 不 变 式 . 


如 果 两 个 常 微分 方程 
d?u du 
di 十 m) 十 qi(z)wi(z) = 0, 
d?ws du» 
dz 十 piv) -z c qo(x)ws(x) = 0 


有 相同 的 不 变 式 , 则 此 二 方程 一 定 可 以 通过 因 变 量变 换 


w(x) exp E 1 Pi(5d5 } = w(x) ef f pa(€)d£} (4.11) 


互 化 . 


fj 4.4 求 连带 Legendre 方程 (4.7) 在 z= 1 点 邻 域内 的 解 . 
BE 同 例 4.3. 首先 作 变换 > = (1— z)/2, y(z) = wl) 将 方程 变 为 


= |a a$] | be 1) t 5 pw) - 0. (4.12) 
其 系数 为 
pg = = 
qu) = 全 EE z)? 
-E EEE E e ILI 


由 此 可 以 写 出 连带 Legendre Z7 f£ (4.12) 的 不 变 式 


另 一 方面 , 超 几 何方 程 
d2 Y 
dz? 


z(1—2z) 
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的 不 变 式 为 


eo -il af a a++] e f aß- Tiy (@+8+10]} 


-yl -e-f -1 1 
4 z? 4 (1—2)? 


两 相对 照 , 可 以 发 现 , 当 


Q = —v, B=v+]1, y-1-p& 


时 ， 两 个 方程 具有 相同 的 不 变 式 . 此 时 联系 二 方程 的 因 变 量变 换 是 


om 人民 和 村 -om 人 全 站 


代入 刚刚 定 出 的 a, 8, y 值 , 就 得 到 


wa = (1) 9) 
再 回 到 原来 的 连带 Legendre 方程 (4.7)， 就 是 
vo- (55^ 33) T 


因此 ， 当 u 不 为 整数 时 , 连带 Legendre Zi f£ (4.7) 的 两 个 线性 无 关 解 即 为 


1 — Zz\ /2 = 二流 
dix) = fr F(-»1rwlrn T j (4.14a) 
y2(7x) = (1 =at p v—pn,v—pud1:1-yu5 f a (4.14b) 


当 为 整数 时 , 也 可 以 利用 超 几 何方 程 的 相关 结果 , 写 出 连带 Legendre 方程 (4.7) 
的 两 个 线性 无 关 解 . 读者 可 以 找到 这 两 个 解 式 和 我 们 熟悉 的 Pt (x), QL(z) 之 间 的 
XA. 只 是 要 注意 有 关 辐 角 的 规定 , 并 且 还 要 区 分 x 是 实数 或 复数 . 
例 4.5 合流 超 几何 方程 
UR cols 

A 十 (7 927 o ZV (z)-0 (4.15) 
是 另 一 类 方程 的 代表 , 它们 的 共同 特点 是 都 有 两 个 奇 点 , 并 且 一 个 是 正则 奇 点 (z = 
0). 男 一 个 是 非 正 则 奇 点 (z = oo). 用 常 微分 方程 的 此 级 数 解法 ， 可 以 求 出 它 的 两 
个 线性 无 关 解 . 当 y 不 为 整数 时 , 它们 是 


a)n zn 
(5)n 


Ai (z) = F(a; y;z) = x: A (4.162) 
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Mz) = zl NF(a — y + 1;2 — y; z). (4.16b) 
F(o;y; z) 称 为 合流 超 几 何 函 数 . 


Bessel 方程 
d2 ldy v? 
di E Sod E (: uo) —0 (4.17) 


也 具有 相同 的 奇 点 分 布 . 试 将 Besse 方程 的 解 用 合流 超 几 何 函 数 表示 出 来 . 
解 先 分 别 写 出 这 两 个 方程 的 不 变 式 : 


(4.18a) 


1 y-2al -9) 1 
Aweke c=- Dy 81- 0 99 T 
1-4? 1 

4 zx 
两 者 有 相似 的 结构 , 但 又 有 数值 上 的 差异 . 这 个 差异 , 我 们 可 以 归 之 于 Bessel 方程 
中 的 q(x) W. 因此 需要 先 对 Besse 方程 作 自 变量 变换 : z= Ar, y(z) = w(z). 从 而 
将 方程 化 为 


(4.18b) 


Bessel 方程 : C(xz) =1+ 


d? 1 dw 1 2 

tz ds (x 和 ju SN. (4.17’) 
它 的 不 变 式 是 , 

1 1-421 
d ib 了 : z (4.18c) 
因此 , 如果 取 
0 s0-2-48-i 

亦 即 


A= 2i, y=2w +1, a =v + 1/2, 
则 方程 (4.15) 与 方程 (4.17') 有 相同 的 不 变 式 . 此 二 方程 之 间 的 变换 关系 是 


sie ef E) = Fla) epla f (2-1). 


w(z) 2:979 4072 Y (2) = e7 W(z), 


因此 , 方程 (4.17) 在 2v. 不 为 整数 时 的 线性 无 关 解 为 


亦 即 


wi(z) = e^*"?z"F(v + 1/2; 2v + 1; z), 
us(z) = e^?" 2-"VF(—v + 1/2; —2v + 1; z). 
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再 回 到 Bessel 方程 (4.17), 它 的 线性 无 关 解 就 是 
yi(z) =e z"F(v +1/2 2v + 1:2ir), (4.19a) 
ya(z) = e "rz "F(—v + 1/2; —2v + 1; 2iz). (4.19b) 


例 4.6 求解 常 微 分 方程 本 征 值 问题 


1 d /3aR\ [24E 2 e 1 +D], 
r? dr ( x) ÉE ' R 4rreor pa AN Sa 
oo 
R(0) 有 界 ， f IR(r)|? r?dr 收敛 . (4.20b) 
0 


E 此 问题 来 自 量子 力学 中 的 氧 原子 问题 ， 其 中 E 为 待 求 的 本 征 值 ，y 是 电 
子 与 氨 核 (质子 ) 的 折合 质量 ，e 为 电子 电荷 , A 是 Planck 常数 ，so 是 真空 电容 
Z&,1—0,1,2,---. 在 量子 力学 教材 中 , 都 会 介绍 到 此 问题 的 解法 ,多 从 波 函 数 的 渐 
近 行 为 考虑 , 逐次 变换 而 求解 . 但 从 微分 方程 的 不 变 式 来 看 , 有 关 的 变换 却 是 自然 
之 举 . 

容易 判断 , 方程 (4.20a) 有 两 个 奇 点 : r= 0 (正则 奇 点 ) 与 7 = oo ( 非 正则 奇 
A) 与 合流 超 几 何方 程 相 同 . 因此 我 们 可 以 将 方程 (4.20a) 化 为 合流 超 几 何方 程 ， 
从 而 写 出 它 的 解 . 为 此 , 只 需要 写 出 方程 (4.20a) 的 不 变 式 


2u ez 1 1+1) 
h? 47reo r r2 ` 


C(r) = a(r) - gr) 5 ipe) = 2 i 


现在 似乎 已 经 可 以 与 合流 超 几 何方 程 的 不 变 式 (4.18a) 比较 ， 从 而 令 24E/R = 
一 1/4， 但 这 样 做 的 结果 ,将 导致 E 取 唯 一 确定 值 E = —n?/(8u). TIN R AR 
R(r) 并 不 满足 平方 可 积 的 要 求 . 正确 的 做 法 是 引进 自 变 量变 换 >z= ar, 将 方程 变 为 

dR 2dR [24E , 2 1 (l4 1) 


T 
dz2 zdz h?k? kaoz z2 


R= Ù, 


其 中 
47rE0 h? 
Qo = 


= PER 10 Sem 


就 是 Bohr 半径 . 相应 地 , 不 变 式 则 变 为 
|O324E k ll+1) 


E "PP z2 ^" 


其 中 上 = 一. 


2 
Ko 


2uE 1 2 84E 
= á — E = — — QR ài 
D 1 p S im m (4.21a) 


C(z) 


现在 就 可 以 令 
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+y 230-3) 即 


y — 2a 


2 
则 方程 (4.202) 即 化 为 合流 超 几何 方程 (4.15). 此 时 联系 二 方程 之 间 的 变换 为 


Reef f £) = Vlnr) exp {3 人 (z = ach. 


R(r) 2e^""r! Z (kr). 
于 是 , 满足 方程 (4.20a) JE R. RO) 有 界 的 解 就 是 


"Lp ES (4.21b) 


k= Bp d esd —AÀ 1, (4.21c) 


亦 即 


R(r) = Ne /2riF(l — k+ 1;2l 4- 2; kr), (4.22) 


其 中 NV 为 ( 归 一 化 ) 常数 . 由 Fla: z) 的 渐 近 展开 4 可 知 , 当 一 oc 时 ， 


r) ~ N'ear/2p-k- T (21 4- 2) 

R(r) ~ N'eor/2,—* Tü-krIy 

因此 , 作为 无 穷 级 数 ，R(r) 指数 地 趋 于 oo, 因而 不 可 能 满足 平方 可 积 的 要 求 , 除非 
1 一 大 十 1 三 一 Dr， fyc 0, 1,2, ew, (4.23a) 


即 
k — ntl+l =n, n—1,2,3,.-, [-0,1,---,n-1, (4.23b) 


从 而 使 解 (4.22) 截断 为 多 项 式 


2 ^ 
Ru(r) = Nue nep (- n--l--1; 204-2; z) (4.24) 
nag 


相应 地 , 将 (4.23) 式 代 入 (4.21a) 式 , MESUR T USE ERAI ER 


à 1 e? 1 ue? 1 
pmen T REM M aanle OR RU E 4.25: 
2uag n? 87t£9a0 n? S2? ES h? n? á eaaa 
其 中 
pe — _ 13.605 692 3(12) eV (4.25b) 
32m)eRRB 007 i i 
是 氧 原子 的 电离 能 . 


更 进一步 的 讨论 , 包括 归 一 化 常数 的 计算 以 及 结果 的 物理 分 析 ,， 本 书 从 略 . 
& 例如 , 参见 文献 : EMR, WA. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 306. 
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84.3 ”由 解 反 求 常 微分 方程 
二 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 的 标准 形式 是 
w” + p(z)w' + q(z)w = 0. (4.26) 


所 谓 求解 此 方程 , 即 要 求 求 得 函数 w(z). 使 方程 (4.26) 成 为 恒等式 . 而 且 , 如 果 已 
经 知道 了 方程 (4.26) 的 一 个 解 wi(z). 我 们 也 能 通过 积分 的 办 法 求 出 (与 之 线性 无 


关 的 ) 第 二 解 : 
wə(z) = Aun(z) T m exp f- ] scc) dz. 
RZ, 如 果 已 知 两 个 函数 wi(z) 与 waz(z)， 也 能 求 出 它们 所 满足 的 微分 方程 ， 即 方 


FE (4.26) 中 的 系数 plz) 与 q(z). 这 是 因为 , 函数 wi(z) 与 wa(z) 作为 方程 (4.26) 
的 解 , 一定 满足 


wy + p(2)w1 + a(z)ui = 0. (4.27a) 

w3 + p(z)ws + q(z)wa = 0. (4.27b) 
这 可 以 看 成 关于 p(z) 和 q(z) 的 代数 方程 组 : 

p(z)w' + q(z)w = —wf1, (4.27a/) 

p(z)w5 + q(z)wo = —w?,. (4.27b’) 


只 要 wi(z) 与 w2(z) 线性 无 关 , 即 wi(z) 与 w2(z) 之 间 的 Wroński 行列 式 


Whwi (z), wa(z)] = ub eie 7 0, (4.282) 

就 一 定 可 以 求 得 
n = We sao 
q(z) = WE. E (4.29b) 


其 中 


(4.29b/) 
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84.4 EATER RI TE RRRA 
有 时 我 们 难以 直接 求 得 函数 的 宕 级 数 展开 ,但 是 , TARALA MEO T BUR 
解 问题 
例 47 RERA f(z) = (HEH) 在 * = 0 点 的 Taylor 展开 ， 规定 
f) = 1. , 
解 为 了 方便 , 我 们 再 引进 另 一 个 函数 gl) = (HE) ) ,并 规定 g(0) = 
0. 容易 求 得 


v—1 
f()- Z6 xx) (14:42) V2, 
v—1 v—2 
Ps =w (EM (542) p -1) (288) (ipla, 
v=} 
go =v (LHE) aaa, 
三 一 一 一 v—1 /一 一 一 一 2 一 2 
g"'(g) = »( x) (14-42) 9/72 十 z(z »( E) (1-42)! 
因此 
dfe oa v va 
WW SV us go” VITRE 
w'e), e(2 2| 09. — 902 | L1, 10.42)-3/2 4 (y —1)2772 (1-42) 1/2, 
f"(z) g"(z) 
1 / — f'(2) g(z) _ v—2 —3/2 
W ; 三 v—1 1 十 4z . 
[fF (2). 9'(2)] P) sg) v^ (v—1)2" ? (14-42) 


根据 $4.3 中 的 讨论 , 我 们 可 以 求 出 f(z) 53 gl) 满足 的 常 微分 方程 
w” + p(z)w' + q(z)w — 0 


的 系数 


= 
(9 
SC 
Pc 
id 
© 
S 
| 
iss 


B eim Wit s) IT z^ 


WU), tl v(v-1) 
46) — wif), oa] ^ sl 
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换言之 , f(z) 与 g(z) 是 常 微分 方程 

z(1 4- 4z)w" + [(6 — 4v)z — (v — 1)]uw' +vv - 1)» 20 (4.30) 
的 线性 无 关 解 . 方程 (4.30) 在 有 限 远 处 有 两 个 正则 奇 点 : z = 0 与 z= 一 1/4. FÆ, 
在 环 域 0 < |z| < 1/4 内 , 方程 有 正则 解 


oc 
wt(z) = X eE, 


n=0 


代入 方程 , 有 


B6 
z(14-4z) ` Cn(n+p)(n+p—1)z” +e? 


n=0 


c,z"**? = 0, 


Me 


+ [(6—4v)z — (v—1)] Y^ onlnt pam +v(v—1) 


n=0 n=0 


化 简 即 得 


oo oo 
» cn (n4- p)(n4-p—v)z" + Do c, (2n4-2p— v)(2n--2p—v--1)2^*! = 0. 


n=0 n=0 
比较 系数 ,由 最 低 次 里 z0 项 得 指标 方程 
p(p — v) = 0, 
因此 求 得 指标 
p — 0, v. 
再 比较 z" 项 的 系数 ， 可 得 递 推 关系 
ca, (n-- p)(n4- p—v) 十 cn_1(2m7 十 20 一 2 一 2)(27 十 20 一 2 一 1) = 0, 


即 


(2n+2p—v—2)(2n+2p—v—1) 
cn 一 一 
(np (n-- pv) 
_ (v -2-2n—-2p)(v-1—2n—2p) 
i (nc p)(v—n— p) 
反复 利用 递 推 关 系 , 就 可 以 得 到 系数 
LT (2n+2p—v) T(p+1) T (p—v+t1) 
FT(2p-v) D(n+p+1) I (n+p HT 
_ T(v-2p+1) D(p-1) T(v-n-p) 
= l(v-2p-2n«1)T (n+p+1) LI (v-p) 9 


n—1 


n-—1l: 


€, = (-1)* 
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方程 的 解 即 为 
_ S ,L(2n-2p—-v) Tlp+1) Tl(p—-v+1) , 
wlz) o2 D l(2p-v) FP(nc*p-l)l(nd4-p—vd4 Bn "o Bau 
(v — 2p +1) Pot) T(»—n—5 nto 
-oi 2nt+1)T(ni+p+1) L(v-p) ^ ^ (4515) 


n=0 
对 于 f(z), 因为 已 经 规定 f(0) = 1. 所 以 一 定 是 对 应 于 p = 0 的 解 , H co = 1. 
(2E) =] 


Tr (2n-v) F(-v4 1) 
E r(-v) I(n-vil) 


D 1)” vT (2n — v) 

n! LP(n—v-41l) 
xl Fieri) T-n) sn 
Pv DD T (v) s 


a —-1 T-n) n 
—L PU A D^ ` (4.32b) 


TL 


g (4.32a) 


而 p= v 的 解 则 对 应 于 g(z)， 即 


Vic4z—1NV . — qM (-1^P(2n-v) TFTz+HD ny 
2 C2. o TG) Pere (y AN 
" 2 (—1)” vT (2n +v) nav 
E n! T(nc-vcl) f VERA 
或 者 记 为 
VIF +1\ ^ q(-1"vr(2ncv),, 
( 2 ) "m n! T(novc1) f Use) 
因为 
UEM 
( 2z E 2 : 
所 以 将 (4.322) 式 中 的 v 换 成 -v, 就 能 得 到 (4.33c) XX. 
I ”评述 


1L 简 言 之 ， 本 题 的 做 法 是 将 函数 的 老 级 数 展开 问题 (Taylor 展开 或 Lauremt 
展开 ) 转化 为 求 常 微分 方程 的 震级 数 解 . 问题 的 关键 在 于 寻找 f(r) 89 " X-ge" d 
X g(z)， 使 得 此 二 函数 满足 的 常 微分 方程 形式 简单 ， 便 于 求解 . 可 以 理解 ,在 通常 
情况 下 ， 如 果 选 取 的 函数 g(z)， 其 数学 结构 与 f(z) 相似 ， 得 到 的 常 微分 方程 就 可 
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能 比较 简单 . 在 一 般 情况 下 , 我 们 倒 不 必 指 望 、 也 不 应 当 要 求 采用 特别 简单 的 g(z) 
(例如 为 常数 或 畴 函数 )， 

2. 换 一 个 角度 讨论 g(z) 的 选取 问题 . 在 本 题 中 , f(z) 是 多 值 沪 数 ,准确 地 说 ， 
是 多 值 函 数 [(VIT 和 2 十 1)/2] ”的 一 个 单 值 分 枝 ， 即 规定 VIF] o= 1. HUE, 如 
果 我 们 希望 方程 的 系数 为 单 值 函数 的 话 ， 则 多 值 函数 (VIFTE — 1/2)" 的 另 一 个 
单 值 分 枝 ( 即 规定 VIF] o = —1) 也 必然 是 方程 的 解 @. 这 也 正 是 本 题 中 所 取 的 
g(z). 

3. 正 因为 我 们 不 是 直接 作 函 数 的 窒 级 数 展开 ， 而 是 转化 为 求解 常 微分 方程 的 
问题 ， 所 以 ， 在 解 题 之 初 ， 我 们 并 没有 对 函数 作 奇 点 分 析 . 一 旦 列 出 常 微 分 方程 后 ， 
函数 奇 点 的 可 能 位 置 也 就 完全 确定 了 . 

4. 容易 判断 , z = oc 也 是 方程 (4.30) 的 正则 奇 点 ， 因 此 ， 可 以 预料 ,通过 变换 
C= —Az,w(z) = Z(O, 38 (4.30) 的 正则 奇 点 z — 0, 51/4, o0 就 变 为 C = 0,1, co， 
与 超 几何 方程 相同 . 事实 上 , ELEAF, Y (O 所 满足 的 方程 是 


d? 3 da PT) pn 
a-g e *[a v) (5 23 二 一作 = (4.34) 
直接 和 方程 (4.3) 相 比 较 ， 就 能 定 出 
a= -7 g-— y—-1-v. 
由 此 就 能 写 出 
(cien) -r( < v; —42) (4.35a) 
VIX4z-1Y" pol LFY : 
(c) =g F(= z „1 +v; —42). (4.35b) 


写 出 这 个 结果 时 , 需要 用 到 
(EY zd zt z] 
z=0 


2 


类 似 的 例子 还 有 : 
fj 4.8 将 函数 f(z) = AE 十 z)” YE z = 0 点 作 Taylor 展开 , 规 
f(9) - 1. 


& 参见 文献 : EMR, WA. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 50. 


98 第 四 章 — 常 微 分 方程 的 寡 级 数 解 法 


Jii 可 以 引进 函数 g(z) = MT Lz)”, HAE g(0) = 1. 直接 微 
"eus M | 1+z2 +z)”, 
odo M 2: TP "aam i 
g'(z) "E m al 1+2? +2)”, 
oi sn T T Ta 
因此 
WIF), 9(2)] = NT 
W'U(). a2] = rrr: 
WU'G) Go re 


这 样 就 得 到 f(z) 和 g(z) 所 满足 的 二 阶 线性 常 微分 方程 


d2 d 
(14-22) E 327 z = + (1-41?)w = 0. (4.36) 


显然 z = 0 点 为 方程 的 常 点 , 而 z = i 是 正则 奇 点 ， 故 可 设 


oo 
wlz) = y E |z| « 1. 
n=0 


代入 方程 ,整理 得 


Y [ean +2)(n + 1) + cn [(n + 1? — 47] ra — Q0. 


n=0 


比较 系数 ， 就 得 到 递 推 关系 
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再 反复 利用 递 推 关系 ,从 而 导出 系数 公开 


am I (n+v+1/2)T (n=v+1/2) 2? [p(n4v41/2) 
m= (Qn)  r(v-1/2 Fr(-v-1/2)?  Qn)rT(-ncv41/2) ^ 

(—1)*2?^ T (n--1--v) P (n2-1—v) 22n+1 TT (nt+1l+v) c 
C2n41 一 €] = 


(2n+1)! T(1+v) LT (1—v) 


分 别 取 co = 1, cl — 0 co = 0, ci = 1, 就 得 到 方程 (4.36) 的 两 个 线性 无 关 解 : 


(2n--1)! T(—nti+v) 2v. 


| NS 1 T(ntv+1/2) " 
wi(z) -; Guy T nr 09" (4.372) 


n=0 


oo 


1 I (n4-1-v) 
2 (2n +1)! T (-n+v) 


n=0 


E FPR 请 读者 验证 , 方程 (4.36) 也 是 有 三 个 奇 点 ， 并 且 全 都 是 正则 奇 点 . 进 
一 步 作 变换 5 = 一 2 M AC) 三 w(z) 满足 超 几何 方程 


d? Y 1 d Ar i , 
Hi - Ds + (3 x) dr +0 v) Y = o, (4.36/) 


(Bgt, (4.37b) 


wa(z) = 


因而 也 可 以 求 得 
ui(z) = F(—v--1/2, v4-1/2; 1/2; —z?), 
wo(z) = 2z F(-v--1, v4-1; 1/2; —22). 
它们 就 正好 对 应 于 (437a) 与 (4.376) — X. 
切 不 可 误 以 为 这 样 得 到 的 wi(z) 与 w2(z) 就 直接 对 应 于 f(z) 与 gz). 事实 


E, wi(z) 与 wz(z) 明显 具有 奇偶 性 , 而 f(z) 与 g(z) WE. 然而 , 无 论 如 何 , 这 两 
组 函数 作为 同一 个 微分 方程 (4.36) 的 解 ， 必然 线性 相关 . 也 就 是 说 , 一 定 有 


f(z) = awi (z) + Pw2(z), ^ g(z)-— vwi(z) + ðw2(2). 


但 因为 

f(0)=1, f'(0)-2»w g(0-1, g'(0)—-—2v 
以 及 

wi (0) —1, w; (0) = 0, w»(0) = 0, w»(0) = 2, 
所 以 就 能 定 出 又 加 系数 
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最 后 就 求 得 


1 2v S (n 4- v -- 1/2) 
14 2 | = 2z 2n 
=l zz) » |f ua 


= VE A 
p? à (2z y 十 1 
TT (—n +v) 


u < 1T(v+(1+n)/2) 
=L arora n)/3) 


(22)^, (4.382) 


n=0 


x «(n 十 ; ) E. Cra ay 
D X TEETE oy". " (4.38b) 
Kg 评述 作为 比较 ， 我 们 也 可 以 尝试 直接 将 f(e) = ye E 4 z)" 


z—0 4E Taylor 展开 : 


2v 
1 2v 2vv—1/2 z 
1 十 z2 +2)” = (1+2? (1+ ) 
vl+z ;( ) l ) 1+2? 


y^ 1/2 (2v4-1) zk 2) -k 
- (Lez Lone p e 
E (2v4-1) L(v-(k—-1)/2) sa 
-2 aW wkt) HT (v-1- (51/2) 


Dv) Vn S 2" +k 
—0 329 rx FIA, v+1—k/2) I (v-1-(k—1)/2) d 


当然 难以 直接 将 此 式 化 为 (438a) 式 的 最 简 形式 ， 然 而 我 们 却 可 以 通过 与 (4.38a) 
式 相 比较 ， 反 过 来 得 到 两 个 和 式 : 


z 1 qun | 2219?» T (v-n4-1/2) 
2 GAA TR = TR poing 
n 1 22k+1 B 92n+2v+1 T (v+n+1) 
2 GR TI) mA TET (2n+1)! T (2v+1) VA DM 
例 4.9 在 上 一 个 例子 中 , 我 们 通过 求解 微分 方程 (4.36) 得 到 了 函数 
Tej= = 1+22 +2)” 与 g(z)= zx 1«z2-p2) " 
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在 |z| < 1 内 的 Taylor 展开 . 但 显然 ,函数 f(z) 与 g(z) 作为 微分 方程 (4.36) 的 
解 ， 绝 不 仅 存 在 于 单位 圆 内 . 可 以 预料 , 通过 解析 延 拓 , 或 是 求 方程 (4.36) 在 其 他 
区 域内 的 寡 级 数 解 , 也 应 当 能 得 到 f(z) 与 g(z) 在 其 他 区 域内 的 展开 式 . 作为 一 个 
例子 , 下面 讨 论 f(z) 与 g(z) 在 > = co 点 的 究 级 数 展开 ”. Aik, WER t= 1/z， 


则 方程 (4.36) 变 为 

d?w 
de? 
因为 t=0 是 方程 的 正则 奇 点 ， 故 可 令 


dw 
dt 


ta a4) (1 — 225 + (1 — 4?)w — 0. 


wif) =t Y oui, se d. 


n=0 
代入 方程 , 整理 得 


oo 


n=0 n=0 
比较 如 项 的 系数 , 即 可 得 到 指标 方程 
(p.— I) a4»? = 0, 
由 此 求 出 指标 
pi 314-2», p2 —1- 2v. 
再 比较 C 项 的 系数 , 又 有 
cl (p? 一 4v?) =0, 
从 而 定 出 
Cj = 0. 
再 比较 (m 项 的 系数 ， 得 到 递 推 关 系 


—-— (n * p — 1)(n- p —2) i 
ia (n-L-p—1l4-3»)n--ag—1—59w) ^" 


oo 
y cn|(n+ p- 1? - 47]t" + D cn(n + p)(n -- p — 1)t**? — 0. 


(4.36") 


@ 因为 f(z) 与 g(z) 都 是 多 值 函 数 , 而 且 , 无 论 如 何 , z = oo 点 还 是 这 两 个 函数 的 枝 点 , 所 以 , 严格 地 
说 来 , 我 们 并 不 能 在 z = oo 的 邻 域内 作 级 数 展开 (原因 是 根本 不 存在 一 个 环 域 R< |z| «oo. 使 f(z) 与 
g(z) 在 此 环 域内 解析 ). 作为 一 个 变通 办 法 , 我 们 不 妨 理解 为 讨论 z177 f(z) 与 zl+2xg(z) 在 |z| > 1 内 
的 寡 级 数 展开 , 亦 即 £719?" f(1/t) 5 t-1-?"g(1/t) 在 [t| <1 PHIPREECBURJT. 相对 于 t= 二 0 点 , 这 是 
Taylor 展开 . 至 于 f(1/t) 与 g(1/t). 就 是 方程 (4.36) 经 变换 z = 1/t 后 ( 即 方程 (4.36“)) Æ t = 0 点 的 


两 个 正则 解 ,指标 分 别 为 1 一 2v 与 1-4 2v. 


需要 注意 , 在 现在 的 约定 下 , 本 例题 中 的 f(z) 与 g(z) 已 不 同 于 例 4.8. 尽管 用 了 同一 个 函数 符号 . E 


们 对 应 于 不 同 的 割 线 作法 : 割 线 位 于 单位 圆 外 或 单位 圆 内 ， 
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从 而 求 出 系数 

p PG-ü*9/2 TCwr( 9/2 Tne) oo 
D(nc-vc(1-g/20T(n—v-(14p)2) TO) 2?" 
T (v + p/2) l(1-r-o/2 了 (25 十 1 十 人 

LT(n-1-r-p/2TLT(n-1-v-cp/2 T(l+p) 2? — 


由 pi —1- 2v, 并 令 co = 1, 则 得 到 方程 (4.36”) 的 第 一 解 


Cy = 


C2n41 = (—1)" 


oo 2n 
— dimeXs (2D T (2n-- 2v 1) £237. 
nM) 2. n! T(nc2v-1) (2) | 


再 由 pi-— 1 = 2v, 并 令 Co = ls 又 得 到 方程 (4.36”) 的 第 二 解 
c 2n — 2v 4- 1) » 
B: 了 (n — 2v 4-1) (5) : 


注意 到 在 变换 t= 1/z 下 有 


1 2 t1-2v 2v 
gus srewd ccce 
142v 
alvit a)" = arpir) dae 
zZ 


所 以 , 25 |z| > 1 时 ， 


oo 2n4-1—2v 
1 2v (—1)" P (2n —2v 4-1) ( 1 ) 
A/L | 22 Hz 9 — " 4.40a 
A zz ) » n! DL(n-2v-1) X2z ( ) 
1 E e^. (—1)* T (2n4-2v--1) ( 1 ) 
(aiaa — ; 4.40b 
Az Errat 2. n! T(n+2v+1) \2z ( ) 


在 《数学 物理 方法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》 一 书 中 第 十 四 章 的 例 14.5 要 用 
到 这 个 结果 . 

fj 4.10 RAŽ f(z) = (VI 2 4 z)" Æ z = 0 点 的 Taylor 展开 ， 规定 
f(0) SL. 

解 本 题 非常 类 似 于 例 4.8. 我 们 可 以 引进 g(z) = (Vic 22 —2) . 且 同 样 规 
定 g(0) — 1. 因为 

2v 

Flas du (Vic 2 j^ is ( 1-4 2?4- 2n à 


1 十 22 (1 + 22)3/2 


fe ( 1 五 + 二“ 


84.4 — fRPTERDÉCITUREDCRUROT 103 
g'(z)-- zi (vix2-2)^ 
vl s 
dus a x 2v 2vz 
g s (vViez ez) + t UFAA 
所 以 


( Itz) 


WIF (z), g(z)) = (258 
这 样 就 得 到 f(z) 与 g(z) 满足 的 二 阶 线性 常 微分 方程 


H 
ul 


ra” 一 a =0, BJ (1-2?)w" + zw — Av?w = 0. (4.41) 
显然 z = 0 是 方程 的 常 点 , 而 z = ci 是 方程 的 正则 奇 点 ,在 单位 圆 |z| < 1 内 方程 
的 解 可 以 作 Taylor 展开 : | 

w(z)-— ba 
n=0 
代入 方程 , 整理 即 得 


enn n 4- 2)(n + 1)z" + » es n* — 4v*)z" =0 
7:—0 n-0 
由 此 可 得 到 递 推 关系 
加 Av? — (n — 2)? ; 
Cn 一 n(n T 1) Cn—2 
并 进而 导出 系数 公式 
o [-(n-1] [2 - (n-2)7] (xz2 一 12)v2 —- 2?/^ vT (v4-m) 
Cn = (2n)! diia (2n)! T (v-n4 1)" 
o [v2 — (n —1/2)?] [? — (n —3/2)?] -- 
C2n--1 
22n 


- p? - (3/2)?] [2 
(2n 4-1)! 
D (v+n+1/2), 
— n+l)! T (v— n41/2) 


-(1/2)?] 
于 是 , 方程 (4.41) 的 两 个 线性 无 关 解 便 是 


2n 
2 C1 


1 vIr(v+n) giZ 
wi(z) -Yg n) Tr pe ^ : 


(4.42a) 
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oo 


T (v +n + 1/2) 


1 2n4-1 
wale) = M nt iro nte pua 


Lg PÈ 读者 同样 可 以 验证 , 方程 (4.41) 也 是 有 三 个 奇 点 ， 并 且 全 都 是 正则 奇 
点 . 如 果 进 一 步 作 变换 C= 一 2?, 则 AC E wl) 满足 超 几何 方程 


ca oru + + (3 3E c Y =0, (4.41) 


因而 也 可 以 求 得 
wi(z) —F(—v,v;1/2; 一 22)， 
u»(z) —23zF(—-v-1/2,v--1/2;3/2; —2?). 
类 似 于 例 4.8, 这 里 得 到 的 wi(z), wa (z) 并 不 直接 对 应 于 f(z), g(z). 考虑 到 
f(0)=1, f(0)=2v, g(0)=1, g'(0--2v 
以 及 
wi(0)=1, wi(0)=0, w2(0) = 0, w$(0)- 2, 
所 以 必然 有 
f(z) = wi(z)cww»(z) 9(2) = wi(2) = vwo(z). 


这 样 , 最 后 就 得 到 


oo y 4- y n 
( 1 十 好 二 DD oa 


n=0 
oo 


1 P (v +n + 1/2) n 
LED RM E 


z s n! T (v ci Ug TN VR 


z 1 vIr(v+n " 
( TT -二 m PG oa 


= 1 T ur U 2; ym 
— (2n 1)! T (v -n + 1/2) 


A Tt a 
ce a Pivsi-amm 的 un 
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事实 上 , 因为 
(V 22 — zy" «( 1 +22 +z)? 
所 以 , 也 还 有 
(VA 3 22 — zn Y Fi E ug 09^ (4.44!) 
这 里 出 现 的 恒等式 
(mn P(w4n/2) —— T (—v - n/2) 
LP(v--1—n/2) | T(-v-1—mn/2)' 
只 不 过 是 
n n T 
merg wpa dije E. 


r(- did 中 r(» St 3 B es n/2)n 


以 及 
sin(—v + n/2)n = — sin(v — n/2)n = (—1)"*! sin(v + n/2)n 


的 反映 . 
0 ”评述 类 似 于 例 AG, 我 们 也 可 以 直接 将 f(z) 在 z= 二 0 点 作 Taylor 展开 : 


( Sca dish M nee hus] 


T (2v4-1) k/2 
(1+2) 4 KT Qv- kl) Paty 
pe e T (v-1—k/2) Je 
££ KIT (Qv -k-1) HT (v-01-1—k/2) 
T (2v-1) - 1 22k Da 
i 2an a (v—n-4-1) D k)! (n—k)! P (v— Us|" 


1 92k-1 - 
*Yg (v— Um js (2k--1)! in-Biro-gl^ d 


由 此 也 可 以 时 出 两 个 求 和 公式 : 
2k 2n4-2v—1 
2 2 I (vn) (4.452) 


TL 1 2 
2 GER A TR o (2n) T(2v) Vn 
n 1 92k+1 g2n+2v T (v+n+1/2) 
2n+1)! TV ` (edel) 


2. (REI (n-k)! wk) ( 
Xx, 它们 与 (4.39) 式 完 全 相同 ,只 是 将 v 换 成 了 vw 一 1/2. 
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类 似 于 例 4.9, 也 可 以 求 得 f(z) 与 g(z) 在 z = oc 点 的 展开 式 . 为 此 需 对 方程 
(4.41) 作 变 换 上 = 1/z， 从 而 得 到 


eu yu FÉ + 2) — Ay?w = 0. (4.41") 
因为 t=0 是 方程 (4.417) 的 正则 奇 点 ， 故 应 当 设 
wlt) — t^ P ext. 
n=0 
代入 方程 ,整理 得 
Y e» [(n +p) — &?]t" + Y €s—2(n 4- p — 2)(n 4- p — 1)t* — 0. 
n=0 n—2 


比较 等 式 两 端 (0 项 的 系数 , 得 到 指标 方程 
p? — 4v? = 0, 
因此 
p=, — pg -2v. 
同样 ,比较 € 项 的 系数 , 又 得 到 


[a py - Ae = (1 + 2p)cı = 0, 


从 而 有 

c =0 (即使 2 二 1= 0). 
再 比较 t? 项 的 系数 ， 得 到 递 推 关系 
(n —- p — 2)(n 4- p — 1) 
(n —- p 4- 2v)(n 4 p — 2v) 
反复 利用 这 个 递 推 关系 ,就 能 导出 系数 

LT (1+v+p/2) Tr(1—v+p/2) D(2n-p) co 

T(n+1+v+p/2) T (n+1-v+p/2) T(p) 2?" 
TT(v+(3+p)/2) T(—-v+(3+p)/2) F(2n-1— p) & 
P(n*v-(3-p)/2T(n-v-c-(3-9p)/2 TQ +p) 2^ 
代入 pi = 2v. 并 取 co = 2 7, MEERA 


— Gie Tnt [ty 
wi) om, n! L(n-42v-41) (5) . 


Cn = Cn—2- 


C25 = (-1)" 


C2n--1 = (—1)* zx n. 
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代入 pa = —2v, 并 取 co = 22， 又 得 到 第 二 解 


—1P^ TOn- AN 
w(t) = —2 
wa 2» n! l(n—-2v4 1) (5) 


对 照 本 例题 对 于 f(z) 及 g(z) 的 规定 , 最 后 就 得 到 


( 1+22+2) P^ esti ra Ta n e b ， (4.462) 


P (n 4 2v +1) \2z 


n=0 


2v —1) n T (2n — 2v) 1 2n—2v 
1+2? 一 一 2 二 一 一 一 一 一 
Lis +z) 2» n! DL(n-—2v41) (z ) (E95) 


pe^ 评述 
1. 作 变 换 z — 1/1, 则 


(rema e (y een" 


援引 例 4.7 中 的 结果 ， 亦 可 导出 (4.46b) X.. 
2.， 也 可 以 直接 从 方程 (4.41') 出 发 ， 按 照 超 几何 方程 的 普遍 结论 ， 写 出 
C — oo 点 邻 域 内 的 解 . 这 时 得 到 的 结果 将 是 


1 L 
(ze F( — v,—v + z;-2v + liz) —n«argz«-;; 
(09) EM 2 L, : Li 
wy g) = er p( -n -v 2:2» 35), E. 
I 1 1 
人 5 <argz<n, 
(zet) -xF (v v TTEA = 
LEE iJ: g "t 
(9L 2d v2 1, s 7 <argz< 2 
Ws (z) = yA "F(v.v 2:20 1—25), Tg SBIBES S. 
(ze tjp (y v+ 3 dist 1: -X) T <argz<n 
' 2 z2 D 2 j 


它们 和 (4.46a) A (4.46b) 两 式 并 不 完全 相同 ， 差 别 在 于 相 因 子 的 规定 . 
fj 4.11 将 例 4.10 中 的 z 换 成 iz, 就 有 


(y/1-2* 4 iz)” 


) —1)” »T(v--n) (22^ 4 T9 (—1)” T (v--n--1/2) 
( 


,MX2n4-1 
(2n)! P (v—-n--1) z mH T (v—4-1/2) 9) 


i" TIT(v+n/2) » 
E fs n!T (v-1— a; (2 f 


它 在 
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但 由 于 
In (V1 — z? + iz) = i arcsin z, 
2viarcsinz _ > y^ p (v Ri n/2) n 
° 9l osrbeero nad i 
同时 还 有 


—2viarcsinz _ S (=i) Dl'(v +n/2) n 
i en n! F+- n/a p 


将 它们 组 合 起 来 , 就 得 到 


t —(-1^ r(v4m) 2 
S p S 一 2 n 
cos (2v arcsin z) £^ Qn) F(v —n4 5t z) 


CI" Dirtn-1/20 si 


3 
— I 
sin (2varcsinz) — v» Qna DIT(v-n4 1/2) 


n-—0 
在 例 2.4 中 也 曾经 得 到 过 这 个 结果 . 
例 4.12 将 (4.47a) 式 中 的 2vi 改写 成 t, 又 有 


arcsinz _ it 这 y T ((n it)/2) n 
d 3 2. n! T (1 — (n + it)/2) Dur 


注意 到 当 ”为 偶数 2m 时 ， 


it P((n-—it)/2) — mi T (m-it/2) 
2Tü-(415/5 99" - CD" 378 Lm i3) 


92m 


2 
2m 一 1 个 因子 相 乘 


= P (P 22) (P? 4?) [要 二 (27 一 和 7?] [P - (2m -2)?], 


当 为 奇数 2m 十 1 时 ， 


it T((n—it)/2) „t T (m+ (1— it)/2) 
2T(- (n+it)/2) 3T (—m.4- (1 — 18/9) 


t it 1 i 3 it 1 
= m ] j — | D27m 十 1 
(1) 2 (m 2 5) (n 2 3) ( j 2 j 
p—€— ————  ——————— Ó € 


2m 个 因子 相 乘 


= t(t? +1?) (+3?) -- [£* --(2m —3)?] [P -- (2m —1)?], 


92m-1 


(2i)” = (-1) 


(4.47a) 


(4.47b) 


(4.48a) 


(4.48b) 
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所 以 
et arcsin z nd 2 (£4 | 22 t? | 42 "P t?-- (2n —4)? +2 —2)2 . 
-二 一 : l MA | E ] z? 
P1 39). 2n—3 — 
D : 上 T cian Cere z7"*1. (4,49) 


约定 两 级 数 中 n = 0 项 的 系数 均 为 1. 
例 4.13 利用 


arcsinh z = ln (z +yz? + 1). 
又 能 由 (4.43) 和 (4.44) 两 式 导出 


(V1-4z?- z)"( 1 222)? 


Al 
2 
1 
= 了 | 1 十 z2 十 z Y" (VA 22 - 2)” ] 


cosh(2v arcsinh z) = 


1 v Y (v-mn) T 
g^ 2nT(v-n41 ge ， (4.50) 
sinh(2v arcsinh z) = an 14-22 z)?" — (iua gs d 
» Ji 1 22 zy" (VI+ - zy 
_ 1 T(v+n+1/2) 
=r 2 FI] Te —n- 1/2) ^ zy. (4.51) 
再 将 2v 改写 为 iv, 即 得 
cos(v arcsinh z) = cosh(iv arcsinh 2) 
也 过 1 — D(nciv/2) 
EE 2. (2n) T (7n + 1 + iv/2) acl (4.522) 


= y CU" 2.22)... (n - 4] (n —2?]z^, — (4525) 
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sin(varcsinh z) = —i sinh(iv arcsinh z) 


H : > 1 T(n+t(l+iv)/2) (2291 


< (2n - D)! T (7n + (1 + iv)/2) (4.532) 


一 E m (2 -- 12) (2 4 3?) --- [7 + (2n-3)?] [2 4- (2n -1?] 22^. 


例 4.14. 将 函数 f(z) = ect: 在 z — 0 点 作 Taylor 展开 . 

解 第 二 章 中 已 经 讨论 过 这 个 函数 的 Taylor 展开 . 现在 仿照 例 4.7 和 例 4.8 的 
做 法 , 再 取 g(z) = er- atanz, RH f(z) 与 g(z) 共同 满足 的 常 微分 方程 ， 而 后 求 方 
EKRA, MEH f(z) = erta Æ z= 0 点 的 Taylor EF. 

事实 上 , 因为 e+ 是 方程 


d? 
的 解 ， 若 令 t= arctanz， 则 
dw dw dt 1 dw dw dw 
二 
更 进一步 , 有 
d2w d dw d2u dw 
se armo [emo mam. 
所 以 f(z) 与 g(z) 共同 满足 的 常 微分 方程 就 是 
(下 十 元 4 2z(1-4 2 gom — w — Q0. (4.54) 
因为 z — 0 是 方程 的 常 点 ， 故 可 设 
w(z) — 5 a le| « 1 
n-Ü 


代入 方程 (4.54)， 整 理 即 得 


Yes (n 4- 2)(n 4- 1)z^ sd aul n(n = i)z ee = 0. 


n-Ü n-—2 


比较 系数 : 对 于 z? 项 的 系数 , 有 


2.1:c2 4- (—1)eo = 0, C3 = ——r00,i 
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对 于 z! 项 的 系数 , 有 
3:.2-c3 - c1 — 0, 63 = —z Gil- 
比较 2” (n > 2) 的 系数 , 有 
cni2(n+2)(n+1)+en(2n? — 1) + c4 2n—2)(n—1)=0, 


即 得 到 递 推 关系 


1 (n—-3)n-4). 
m n(n — 1) ed n(n — 1) i 
由 此 即 可 导出 全 部 系数 . 例如 
Loy c2 05 20 aT. £d. 5 
cn ci us S $47 34 7 wr 
azila 32, M5. |...49 43 5 
8—*58* E TURES DET- 
ano lu 9:4, 5  __ 97. 6.5, 5815 
VT A17 gp 2 AST Gg u^ 
HFE (4.54) 的 两 个 线性 无 关 解 便 是 
_ con 2n ,2 ?7,4 145,9 6095 8, 
wi(z) = p" Ius SF Ae 6! e gl T 
， = BITS „2n+1 _ 1 3,55 9 7 5815 y 
un(z) 5» , SP oa gd gp A T 
n-Ü 
对 于 f(z) 一 earctanz ， 有 
f(0) — 1, f'(0) 5 1, 
所 以 
Garctan z = wi (z) + wa(z) 
， E l3 T7 4,9 $, le 
cider 3i? 下 tg | UN 
5 7 6095 , 5815 。 
5 a 4 (4.55) 


遗憾 的 是 未 能 导出 展开 系数 的 通 项 公式 . 
pg 评述 也 可 以 对 方程 (4.54) 作 变 换 5 = e, X (C) 
个 正则 奇 点 0,1,00 的 Fuchs 型 方程 
a ties 2 )m-i 1 XQ) 
d 2X6 C= dj  46—104$—1) 


Ill 


w(z)， 从 而 化 为 具有 三 


= 0. (4.54!) 
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与 它 的 标准 形式 

d? 7 (e 1—6 =) dZ ; ( O10 n P Ba 
dc? Ç © -l dé — C 6-1 
相 比 较 ， 就 能 定 出 方程 (4.54) 在 奇 点 0, 1, oc. 处 的 指标 对 


5 x) E 
(05,02) = (0, 1/2), (81, 82) = (1/2, —i/2), (Y1: 72) = (0,1/2), 
进一步 就 可 以 采用 Riemann P- 42 "8936 AE H E (4.54) 的 解 


P4 D i/2 0; 27=E 0 9 » 
1/2 —i/2 1/2 1/2 1/2 =ij2 


Zr 
因此 


1 i 1 之 1 1 十 1 1 
J z E = (z IRI E HE Ei N 
see Es. 22 qi +1) " 2 2 ) 


从 而 给 出 


js 1244 3 
gretas (y EP (5. igi 2?) | zF( TE Ta 13 2). (4.56) 


以 上 诸 式 中 均 约 定 


可 以 预料 , 将 (4.56) 式 右 端 作 展开 ,也 无 法 得 到 展开 系数 的 简单 表达 式 . 但 是 ， 我 
们 却 可 以 得 到 


: -i/2 i l4i d 

(2? 1) / cosh(arctan z) — "(s J : 5 -2) (4.57) 
: = 小 1 十 i 1 3 

(z? 十 1 /? sinh(arctan z) = z ( 5 ds - zi 2 (4.58) 


@ 参见 文献 : EMR, WAL. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 67. 


第 五 章 ” 卷 积 型 级 数 的 Mobius 反 演 
85.1 JE X 


5.1.1. 卷 积 型 级 数 及 其 Mobius IS | 
设 有 卷 积 型 级 数 
Pat Ew Qi mt 3 (5.1) 


n-Üü 


di A(0)2 0. 且 能 找到 另 一 组 展开 系数 A(n) 它 与 Aln) 的 (离散 型 ) 卷 积 为 


5 A(m) (n — m) = fno, (5.2) 


m-—0 


则 有 Möbius 反 演 公式 (也 就 是 级 数 (5.1) 的 逆 或 解 ) 


Qus HX A7 (n) P rs (x). (5.3) 
n=0 
A`! (n) 就 称 为 (A(n) 对 应 的 ) Möbius 反 演 系数 . 注意 ， ee 
式 (5.1) 或 (5.3) 具有 唯一 性 . 只 要 (5.2) 式 成 立 , 则 由 (5.1) 式 即 可 推出 (5.3) 式 ; 
反之 亦 然 . HOM HEURE areis NUR. 


y y Aln) A (m)PrtmyklE ux PE A(n)A !(L— ») Pix (x), (5.4a) 
n=0 m-0 t=0 -n-0 


oo l 


k» Y A(n) AT (m)Quzmax(z) = M. BD A(n) At (l 一 ») Qua(x), (5.4b) 


n=0 m=0 l=0 -n=0 
其 充分 条 件 是 上 述 二 重 级 数 均 绝对 收敛 . 


5.1.2 分 析 


求 卷 积 型 级 数 的 Mobius 反 演 , 关键 是 要 找 出 满足 (5.2) 式 的 反 演 系数 . 其 数学 
依据 是 : 车 f(z) XE G 内 解析 , G 为 包含 > = 0 在 内 的 某 一 单 连通 区 域 , 且 f(0) z 0. 
则 可 将 f(z) 展开 为 


f(e) = Y AQ)z*. (5.52) 


@ 参见 文献 : 陈 难 先 , 刘刚 . Fermi 体系 逆 问题 的 一 种 新 解法 . 自然 科学 进展 , 2003, 13(5): 473. 
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同样 , 1/f(z) 也 可 以 展开 为 


于 是 


P» 
n—0 Lm-—0 


k=0 m=0 
比较 等 式 两 端的 系数 ， 即 可 得 到 (5.2 
系数 提供 了 可 行 的 途径 . 
例 5.1 因为 " 
il 
Perg. yere 


所 以 就 有 卷 积 型 级 数 的 展开 系数 及 其 Móbius m 
Lo An - CD* 


zT Y^ A(m)A 


“i(n -= m)| z”, 


z" E 


i 


Alk) = 7p kl ` 
例 5.2 因为 
 q^b 90 ^4 43k 
atas Cu Cau aes -Y Ets 
k-0 ^U Bed 7 
所 以 有 
ag CE, ai= Dr, 
其 中 (o)o 5 1, (o) =T (a + KT (o). 535b. (5.7) 式 中 出 现 的 系数 
(-1)* 1 T(2+1) 
Nae H = Fe 


称 为 Newton 多 项 式 . 
例 5.3 因为 


e? —1 


oc 


L 
j 2, (Ek+1)! "' 
其 中 B, 为 Bernoulli 数 ?, 所 以 


之 


1 
A(k) = (ri 
D 这 里 定义 的 Bernoulli 数 为 
Be f Bi=-3, Ba= 1 
1 B7=0 Bg = -5 


Bk 
—1 
AUS) kt 
1 
Bg 三 总 Bic. 
MU dC 
5 
fis. s: Boso 
9 10 66 


) 式 . 这 也 就 为 寻找 卷 积 型 级 数 Mobius. 反 演 


(5.6) 
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更 多 的 例子 见 表 5.1. 表 中 除了 出 现 Bernoulli Xt Be 之 外 ,还 有 Bernoulli 多 
项 式 BA(b)，Euler 数 Ey. 以 及 Euler 多 项 式 Falt) 它们 的 定义 以 及 相关 的 展开 式 
都 可 以 在 特殊 函数 的 专著 ?中 找到 . 此 外 ,最 后 三 行 所 涉及 的 展开 式 , 可 见 本 书 第 
四 章 , 例 4.7, 例 4.8 及 例 4.10. 


表 5.1 卷 积 型 级 数 的 展开 系数 及 其 Möbius 反 演 系数 


f(z) A(k) A`! (k) 
E 2(228—1 — 1) 1 
- o mon x m 
sinc (2k)! (2k 4- 1)! 
tanx D(a Jg Bok 
" (Sk Ej m (2k)! 
" 1 Ek 
rens (2k)! (2k)! 
ERT Lus 1 ü=" E, (£) 
2 ° k! 2 k! 
ert QT (20)* 4 oct (—1)* (tatt — (taj t? 
sinh oz k! ^^ 2o (k+1)! 2a 
e" uc] Biaa(£) — Bkr41(0) t£ 1 
e*—1 (k 4-1)! (k 4- 1)! Bea | q J 7 Bea(0) 
sinh zt 2 B 1+t 2z2k B 1+t 
sinh z kI FANG ORAI 2 人 2r 
cosh zt 1 E lor x? E l4r 
cosh x Qk) ^V 2 (2k)! ^^ V 27 
l4 Vic4zY" v T(v-k+1) |.» T(-v— k4 1) 
2 kIT (v — 2k - 1) kIT (-v — 2k 1) 
: X v T(v+k/2) v T(—v+k/2) 
perez) ET-cv- k/2) a kld 
e2it arcsin(z/2) t T(t+k/2) t T(-t+k/2) 
l KIT (1+t- k/2) kIT(1—t— k/2) 


5.1.3 Möbius 反 演 系数 的 性 质 
从 以 上 讨论 可 以 看 出 ,Ma5bius 反 演 系数 具有 下 列 基 本 性 质 : 


© 例如 ， 参 见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. M. New York: 
McGraw-Hill, 1953: Chap. XIX. 但 该 处 部 分 公式 有 误 . 
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(1) A(n) 和 A-1(n) EX Möbius 反 演 系数 ， 即 
[A-1(m)] = A(m). (5.10) 


所 以 ,以 后 就 将 Aln) 和 An) 称 为 卷 积 型 级 数 的 一 对 Möbius 反 演 系数 ,简称 
Möbius 反 演 系数 对 . 
(2) 若 a 为 任意 非 零 常数 或 函数 ， 则 


leA(m)]"! = Ž A7 (m). (5.11) 
(3) 若 a 为 任意 非 零 常 数 或 函数 ， 则 
[ao™ A(m)| ! = am A7! (m). (5.12) 
(4) 特别 地 , 当 a = -1 时 , 有 
(—D)™"A(m)] = (-1)" A^! (m). (5.13) 


$5.2 应 用 


例 5.4 球 Bessel 函数 . 
直接 将 球 Bessel 函数 的 级 数 表 达 式 


"UN SINE sym 
jn(z) = J 3 n! T(n+m +3/2) (3) Pus 
与 (5.1) 式 相 比较 , 可 以 看 出 , 车 取 
"n E Vm 1 zm 
Pala) = im) Qao) = cce (3) 
则 有 下 列 反 演 系 数 对 : 
ma MNT 
A=) im mu) 
这 样 就 推出 了 反 演 公式 
VR 1 ATO WO (an. 
2 T (m + 3/2) (2) gui inimi) 
或 者 写成 A 
UN Iqaanem. 1 
SiO mee- rt em 
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例 5.5 Laguerre 多 项 式 . 
由 公式 


5 RET ata = epf- Lg (=) (p E (5.16) 


n-—0 
将 天 AUS mock, f 
x noc amo (m+k)! at Ls 
Lam r)t (1-f)m*en exp 1-4 Lm+k I): 


取 A(n) = 如/n!l， 则 有 相应 的 Möbius 反 演 系 数 


因而 就 可 以 写 出 反 演 公式 
S EREE ov [= Jima (33) = ttenta 
EK ktm Sg k, I 


L arap E > 二 本 =La" (5.17) 
(1—t) 1-t) 4 n! k! 1-t 1-t 


= 
例 5.6 T 函数 . 
由 公式 2 
(1— 2-*)P (z) ((z) — Yt sap (s-4-n) (s --n), (5.18) 
将 z 替换 成 z +m, 得 
(i E Zg- "^P (z 4- m-E n) Cz +m 4- n). 
-— 


取 


P4(zr)—-(1—2 * T(z+m)(r+m), Qm(r) = 2 "T (x+ m) (+ m), 


@ 参见 文献 : E. D. Rainville. Special Functions. New York: Macmillan Co.,1960: 215. 
Q 参见 文献 : W. Magnus, et al. Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical 
Physics. Berlin: Springer-Verlag, 1966: 22. 
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同时 展开 系数 为 


所 以 就 有 反 演 公式 


2 *TT] (x + m) G(z +m) = X. LA (1—2 * "^"JT(z--m-n)CG(z-m-4n). 


n! 


再 将 xz 十 m 写成 vs. BUT 


2r (s) (2) = Y; C21 - 2777") n) Qa n) 


还 可 以 将 (5.18) 式 和 (5.19) 式 相 加 ， 从 而 得 到 公式 
eo 9-z— —2n 


D (x) (x) = 


99 2 一 z 一 27m 


pe i 2 Gar HD oen) 


将 (5.18) 式 和 (5.19) 式 相 减 ,又 能 得 到 


(1-27**^)r (x) £(z) 


2 z= yr 


=a C Er z--n)C(r4-n)- I T (x4-2n) C(z-2n). 


上 面 的 例 5.5 与 例 5.6 实际 上 提供 了 如 何 求 级 数 
= 》 A(n)Quis (n) (a 可 以 不 是 自然 数 ) 
n=0 


反 演 的 方法 . 将 a 改写 为 a 十 m: 


于 是 就 能 写 出 
Qatm(72) = > A (n) Poe en (x). 


= 


(5.19) 


T (x+n) C(z-n) 十 È T (rrt e 


(5.20) 


(5.21) 


(5.22a) 
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再 将 a 十 mm 写成 a (或 者 说 , $ m = 0)， 就 得 到 级 数 (5.22a) 的 反 演 


Qala) = 9^ A MHn)Pasnla). (5.22b) 

n=0 

同样 也 能 求 得 级 数 本 
Ps(z)= >》 A(n)Qa_n(7) (5.23a) 

n=0 

的 反 演 是 " 
= E (n) Paala): (5.23b) 


直接 引用 这 里 的 公式 (5.22) 与 (5.23), 就 能 很 容易 地 写 出 下 列 结果 : 
例 5.7 连带 Legendre 函数 . 
由 公式 ® 


-u/2 oo 
(i-e 一 A) P'(z-Fty/1—2z2) = E PT (ayem, (5.24) 
这 里 的 u 就 相当 于 (5.22) 式 中 的 a, W 
" 2zt ca 
Pix) (1-: 一 A) Pilætty i-z?) Que) = PL), 
而 展开 系数 为 


A(n) = LP 
因此 , 我 们 就 能 立即 有 Möbius 反 演 公式 


SUR gn me SRM ER 
Phlp) = (: t ) Py (z-iV1—z2)Y^. (5.25) 
< n! V1 一 Z2 


注意 (5.22) 或 (5.23) 式 中 的 a 可 以 是 一 组 参数 , 例如 , 我 们 完全 可 以 类 似 地 
讨论 级 数 


Papy,- (5) E ` A(n) bn, Bri. (5.26a) 
n=0 
它 的 Möbius 反 演 就 是 
Qab- (1) = i» 4 Pazn ,Bxn,yycn,- . (xr). (5.26b) 


© 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. Ill. New York: McGraw-Hill, 
1953: 266. 
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此 结果 可 以 直接 应 用 于 超 几 何 函 数 与 合流 超 几 何 函 数 . 
例 5.8 超 几 何 函 数 I. 


超 几 何 函 数 的 定义 为 
Tan n 
F(a, B; y; z) Eg (a (5.27) 
或 者 记 为 
T (o)T (8) dos o NS LT (eta) r (Atn) n : 
-rm eB" £)- P» "i Por) g. (5.20) 
对 照 (5.26) Ñ, 取 A(n) = z^ /n!. 就 能 写 出 反 演 公 式 
EAE: -> " AULEM z"F(o-4n, B--n; y--n; z), 
或 者 写成 a 
> =. Chih z" F(a+n, B--n;y--n;z)- 1. (5.28a) 
n=0 T "n 


这 个 结果 其 实在 第 三 章 已 经 得 到 过 . 该 处 还 讨论 了 它 对 于 (与 超 几 何 函 数 有 关 的 ) 
一 些 特殊 函数 的 应 用 ， 这 里 不 再 重复 . 现在 不 妨 讨论 6 一 y (或 a—»y) 为 整数 的 情 
Æ. 例如 6 一 y = 1. 这 时 因为 

(Bin (vtl TGFntl) Ty) _ 4 


(Gu . ($n P(y-41) D(y-n) 7 
所 以 (5.282) 式 变 为 


oo _1)n , 
5 ( E E (a)n z" F(a+n, y+n+1;y+n; z) = 1; (5.28b) 
n=0 ` 


又 如 6 一 y= 一 1 时 , 也 有 


y cU T. (a), 2" F(a--n, 8--n; 8B--n4-1; z) — 1. (5.28c) 
n=0 
例 5.9 超 几何 函数 I. 
HAR? 
(1 +8)°F(- A bic; =>) 2. ED A re s"F(n— A bici z) T 


© 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. I. New York: McGraw-Hill, 
1953: 88. 
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出 发 , 注意 这 里 的 和 就 相当 于 (5.23) 式 中 的 a, 直接 引用 该 处 的 结果 , 我 们 就 能 有 


E a a xs T (n-A) E X (1 8 
F(—A,b;e;z) — (14-8) LTO (5) F(n-A bei ——). (5.30) 


f| 5.10 合流 超 几 何 函 数 T. 
模仿 超 几 何 函 数 的 讨论 , 由 合流 超 几 何 函 数 的 定义 


F(o,y,z) = ria, (5.31) 
n=0 d 
也 可 以 推出 
y =a Se z^ F(a--n;y--n;z) = 1, (5.322) 
n=0 
或 者 写成 N 
E TEE J ne (5.32b) 


这 个 结果 在 第 三 章 也 已 经 得 到 过 ， 而 且 也 已 经 给 出 了 它 应 用 于 与 合流 超 几 何 函数 
有 关 的 一 些 特 殊 函 数 而 得 到 的 结果 . 这 里 仍 只 讨论 一 下 a — y 为 整数 的 情形 , 例如 
o-y-l 就 有 


n 
Ls (一 z” F(y+n+1;y+n; z) 一 1. (5.826) 


f| 5.11 合流 超 几 何 函 数 TI. 
对 于 合流 超 几 何 函 数 Fla; yz) 如 果 写 成 


JFHUB In Ž 


则 又 有 Möbius 反 演 公式 


HS )» (Co) 2 z"F(a;"y + n; z). (5.33a) 


这 个 结果 又 可 以 写成 


:> L (—a)n z^ F(o;y +n: z) =]. (5.33b) 
n=0 ^ f 
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例 5.12 合流 超 几何 函数 M. 
A 


T (c) c'—c,l-c S c'-1 c—c'-1 ee _(z—wt ü 
T(OT(c-e) i? zl Í u (z—u) F(a:e': u) exp | ES IE 


-res c;z), Rec>Rec >0, |t| « 1, larg z| « 77 (5.34) 
中 的 参数 a 相当 于 (5.23) 式 中 的 a, 将 其 左 端 视 为 P(z), 而 Qa(z) = F(a; c; z), 
ani p p, 于 是 得 反 演 


T te c' NS c 
F(a;c;z)-— FE 5 t) 1 一 
AM (c e) P] u* T (z—u)-* F(a-n; c; u) exp f - EC a. 
n=0 


3 
Rec > Rec > 0, |t| « 1, Jargz| < T 


这 可 以 看 成 合流 超 几 何 函 数 的 又 一 个 积分 表示 . 
例 5.13 Lommel 函数 . 
由 Lommel 函数 的 级 数 表 达 式 


uu m. r (£24) 

p—1 ž 

Suv (2) =z Yo L—v-4l 1 v3 F 
wc Wy UM. 


R'ButvZz-1,-2,—3,.. M u-v-41H 有 


oc 


Sv 十 1， atz) Jsf ex =De T (v+1) G 


(n+1)!T (n+v+2) 


所 以 


之 zo "Sy4i,.(2) p( l vt 
ETN x add ) P (n+v+2) 日 
如 果 取 


z Us, o2) 1 z42 
B= Es: 好 加 = Puma Ja 


@ 参见 文献 : A. Erdélyi, et al. Higher Transcendental Functions. Vol. I. New York: McGraw-Hill, 
1953: 280. 
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则 有 Móbius 反 演 系 数 对 
CT) yay - (CA By ram 
ame CH Gy", anm Baa 
这 样 就 得 到 反 演 公开 


1 m m Be S 
T (v4-2) n » n! D(nctv41)* Sn+w 二 lm+z(21， (5.37) 
特别 地 ， 当 v JERS m Bf. 有 
EAR 它 Bn (m4 1)! 
P SS tan £7 8, cn nimi). (5.37b) 
(3) 2. n! (m4-n)! ia 


f 5.14 倍 乘 公式 与 加 法 公式 的 Mobius 反 演 . 

作为 Taylor 公式 的 应 用 之 一 , 第 三 章 讨 论 了 特殊 函数 的 倍 乘 公 式 与 加 法 公式 ， 
并 得 到 了 一 系列 有 意思 的 结果 . 对 于 它们 中 的 大 多 数 ， 也 可 以 应 用 上 面 描述 的 步 
JE, 从 而 写 出 相应 的 “ 反 演 ”形式 . 例如 , 对 于 超 几 何 函 数 的 倍 乘 公式 ( 见 (3.59) 一 
(3.66) 式 ), 可 以 写 出 它们 的 反 演 公式 : 


F(a, b; yiz) = p X Oa Aa Pla tn, B+niytn; M), (5.38) 
n=0 


n! (*)n 
(1—2)**?—TF(a, B; *; Y 


= (1—-Az)e*8- L A a Ah (M) Fl pitna), 
(5.39) 
OD D -Va (1-1) "F(a, B; y-n; A2), (5.40) 


(1-2) -Fl B; 2) 


= Xt (1=Az)t tP- T Yn (1 i)a Az) "F(a-n, B —n;-—n;Az), 


(5.41) 


F(a. 6:7 | 1 nts (31^ snp (atn, BT — (5.42) 


2 Zo n! (Yn 


(14-2)2*8- 7E (a, Bin M s CX) 


ance af (Y eG Bs( z fy 
n=0 n 
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(1—2) IF (a, p;x; =) 


= (=A) 3 =a (1—7Y)n (5) P(e 8:y—n; =, (5.44) 


n! 
n=0 


j 1—z 
(1729 1 (1-29? F(a, Bi 7 ) 


= (1- Az! (12-A)o*87 


x y L (1—A)" (m) F(a n,B—n;y—mn ny (5.45) 


WE 


但 这 样 得 到 的 结果 , 其 实 还 就 是 (3.59) 一 (3.66) 各 式 本 身 . 这 不 仅 是 因为 它们 可 以 
由 (3.59) 一 (3.66) 各 式 通 过 简单 的 级 数 反 演 而 得 到 , 而 且 , 只 要 对 (3.59) 一 (3.66) 
各 式 作 代 换 Az = C, 入 = 1/u 就 可 以 直接 得 到 (5.38) 一 (5.45) AR. 

对 于 第 三 章 中 给 出 的 其 他 一 些 特殊 函数 (包括 Legendre 函数 、Gegenbauer R 
数 、Jacobi 多 项 式 、 合 流 超 几何 函数 以 及 各 种 特殊 的 合流 超 几何 函数 ) 的 倍 乘 公 式 ， 
也 有 类 似 的 结论 . 

应 用 同样 的 Mobius 反 演 技术 ， 我 们 也 可 以 写 出 超 几 何 函 数 的 加 法 公式 ( 见 
(3.123) — (3.130) 式 ) 和 合流 超 几 何 函 数 的 加 法 公式 ( 见 (3.141) 一 (3.147) 式 ) 的 反 
演 形式 . 读者 也 将 会 发 现 , 这 些 结果 都 可 以 由 加 法 公式 通过 代 换 zz = 0 2 = —C 
而 直接 得 到 . 
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本 节 集 中 讨论 涉及 柱 函 数 的 Móbius 反 演 , 可 以 得 到 许多 有 意义 的 结果 . 
例 5.15 由 Bessel 函数 的 级 数 表达 式 


oo (-1)* il T 2n+v 
Jy (x) = n! P (n4-v4-1) (3) : 


icu 
取 1 ga 
P, (a) = J, (2), Q«G) = rcu; (3) i 
则 展开 系数 为 
a= a 
所 以 反 演 公式 为 


yw i3 E Hie (2) Jntv (7)), (5.46a) 


n! T 


85.8 ” 卷 积 型 级 数 Mobius 反 演 与 柱 函数 125 
或 者 写成 
() Jacv(z) = Rar (5.46b) 
特别 是 v 为 正 整数 m 时 , 有 
(5) ik Jn+m(Z) = 二 (5.46c) 
例 5.16 将 (5.46a) 式 改写 成 
EDE =) me ea 
作 Laplace 变换 ,就 有 
eb 
再 利用 工 函数 的 倍 乘 公式 化 简 , 即 得 
Hoia 3 -二 ü xe url Rep > 1. (5.4Ta) 
这 个 结果 本 身 可 以 延 拓 到 |1+p?| > 1, 它 其 实 只 不 过 是 级 数 展开 
— > LT E : Ip »1 (5.47b) 


(14-p2)e il p?nt2a* 


n=0 


的 反 演 . 
例 5.17 由 (5.46d) 式 还 可 以 计算 


1 l i 2a 一 1 一 <z2 = 1 1 B nTa-1 —kz? 
T (o1) 226 A T e ds = S ara 1 z Jaqa(x)e dg: 
n=0 


上 式 左 端的 积分 可 以 化 为 工 RZ TA BE 2 TAA 


a2" -1J,(z)e- ^* dz = C x) ; Rev>0, Rek>0 
0 K 


KH, 其 中 的 7y(z >) 为 不 完全 y 函数 . 这 样 得 到 的 结果 便 是 
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La = x Ya, à. (5.482) 
它 其 实 也 只 不 过 是 
es > cU UU (5.48b) 
的 反 演 . 


例 5.18 还 可 以 从 (5.46d) 式 出 发 ， 计算 相 关 的 变 上 限 积分 . 例如 : 


i OE E E 
Tati) ae d^ cos z dx 


SQ f n+a+1 . 
"E EAE cce (3 ) [Jaca (2) cos z + Ja o 41(2) sin z], (5.49a) 
1 1 : 2a q: ý 
Tat 225 Í x^^ sinzdz 


= -二 (3 | sio [Ja o (z) sin z — Ja 4o 41(2) cos z], (5.49b) 
在 上 面 的 计算 过 程 中 , 用 到 了 积分 
1 z" Jy(z) coss dz = Í Z2 -rJ (£) cosr dz 


Di z 
一 :z "Jy(z)cosz — TNI Í DU [77 "3, (2) cosz] zT 
1 io p 
= zT e) cos z + EH f [133,4 (2) dina] ds 
1 
= mci" [Ju (z) cos z + Jy+1(z) sin z], (5.502) 
z z 
/ z"J,(z) sinzdz = f gar D, a) sinzdz 
0 0 
1 1 z 
E ES "z “Jy(z)sin z — 2v41 gone [x "J, (x) sin x] ‘dz 
1 ] fz 
= ai^ 0 sinz — TENET ri [z” +1 J„41(2) -— z]'dz 
1 
73^ ^ DG) sinz - Joii(2) cos 2]. (5.50b) 
将 (5.492) 式 与 (5.49b) 式 重新 组 合 , 还 可 以 得 到 


1 1 E c1 1 1 
2a - n4-a-4-1 
T (a+1) 22e n Bui) 2. ni arta 2(nxa)41^ Jntalz), 


(5.49c) 
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1 Ef mus 1 1 1 
E Lee r —gz)dz = K aa a E ) 
T (a+1) is] 人 2(ncka)41^ +at1(2) 


n=0 


例如 , EX o = 0, RH (5.49a) — (5.49d) 式 左 端的 积分 , 即 得 


S1 1 zajr 
sinz — 2; EE [Ja (2) cos z+ Jn 4.1(z) sin z], 
zm 1 1 nil 
me $ cana) [Ja (z) sin z — Jn+1 (z) cos z] 


oo 
1 1 Z\nt+l 
i PE ey Ju 1 
TUM Ln ma (2) 


oo 


1 Ï zn 
l= = > =) Ja . 
COS z : E 1/243 4a (2) 


同样 , 取 a = 1/2， 又 得 到 


(5.49d) 


(5.51a) 


(5.51b) 


(5.51c) 


(5.51d) 


n--3/2 

zsinz-d-cosz— -Dpi d ila ) [Jn1/2(2) cos z + Jn+3/2(2) sin z], (5.52a) 
ES n4-3/2 

— Z cos z+sin z = 3. M" (5) [J541/2(2) sin z — Jn+3/2(2) cos z] (5.52b) 


n=0 


以 及 


1—cosz = $^ ; Vn Y usata 


ž— sinz = » m ET M kasat 


取 o = 1, 还 能 得 到 


: [(2? — 2) sin z + 22 cos 2] 
C 1 H z\n+2 | 
Dp (3) [Jn+1 (z) cos z + Jn42(z) sin z], 
i [(2 — 2?) cos z 4- 2zsinz - 2] 


n4-2 


j 2. PES (3) [Jn-1(2) sin z 一 Jn+2(z) cos z] 


(5.52c) 


(5.52d) 


(5.53a) 


(5.53b) 
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以 及 
; Remme D (2) iat, (5.53c) 
; [(2? — 2) +2cosz] = x dEn pT (5.53d) 
例 5.19. 还 可 以 讨论 展开 式 ® 
[t(t—2z)] /J (V/t(t-22)) = > T aan (t)a (5.54a) 


的 Möbius 反 演 . 为 此 , 只 需 取 
t \o/2 1 

Palaj = (—) Ja(Vt(t-22)) Qalz)=Jalt), A(n) = z^, 

因而 就 能 写 出 反 演 公式 
ze CP t j^ (V/t(t—22))a" (5.54b) 
E n! Nt—2zc icis f 


作为 (5.54) 式 的 特例 ， 取 t=T, 就 有 


Y las) = Ls) (5.55) 
n-0 ^ 

> [es T)" n 

bD =g emG)s" = Ja (2). (5.55b) 
n=0 


它们 其 实 也 就 是 所 谓 Bessel 函数 的 倍 乘 公式 ( 见 第 三 章 83.7) 的 特殊 情形 (A= i). 
例 5.20 柱 函 数 Cv(z) 的 递 推 关系 是 
(2i) [2"C, (z)] = g"  O, al) 
(5 Si [z TER (2)] = (一 Ly etn) a Coral, 


zdz 


às LO OVO] = (3) 0 Oral, 


p 
im [£-"/^0,(/6] = (- 3! cc emo, C). 
应 用 倍 乘 公式 (3.54)， 则 得 


© 参见 文献 : E. D. Rainville. Special Functions. New York: Macmillan Co., 1960: 112. 直接 将 
(5.54a) 式 左 端的 函数 作 Taylor 展开 即 可 证 明 . 
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oo 


who) = 3 n (Cg) cv 
n=0 ^ 


ne EX" (3-1) e^o, co 


亦 即 


X42) = P 3 5 T un, (5.56) 


X "Oa = y: E (53 Oal (5.57) 


这 实际 上 就 是 第 三 章 中 的 (3.114) 一 (3.117) 3X. 模仿 前 几 题 的 做 法 ,就 能 够 得 到 它 
们 的 反 演 公式 


X 0.2) 2 E. 2) C, (92), (5.58) 
vC. "I : a) Oris (Aa). (5.59) 


分 别 用 Bessel 函数 J (2) 或 Neumann 函数 N,(z) 取代 上 面 的 C,(z), 得 到 的 就 将 
是 (3.114) — (3.117) 式 的 反 演 公式 . 


”讨论 不妨 讨 论 入 的 几 种 特殊 形式 , 例如 入 = cosht， 则 有 


cosh" t C,(z cosht) = Y zl Garm (5.60) 
n=0 
cosh "t C,(z cosh t) = i» t (52 eno (5.61) 
n-0 ^" 
cosh "tC,(z) — P» e (zy o... z cosh t), (5.62) 
n=0 
cosh" t C,(z) — > E Ej FN cosh t). (5.63) 


或 者 令 A= cos0: 


cos" 0 C,(z cos 0) 


Il 
Ms 
一 、 
ai 
mio 
D 
3 
P NER 
[S 
un 
MIB 
D 
CARE. 
3 
Q 
X 
3 
— 
ES] 
— 


l| «n2, (5.64) 


=0 
E S.lí/zsin?0Y" 
cos " 0 C,(z cos0) = » -一 5 [0| « 1/2; (5.65) 
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c. Dfzsin?8Y" 
“0 p m1 v—n 3 1 , s 
C2) 250 ( s) C, (2 cos 0) [0| « 1/2 (5.66) 
cx (—1)* /z sin* 9" 
cos" 0 C, (z) L " TFA C,.-n(z cos 0), [8| < 7/2. (5.67) 
甚至 还 可 以 令 入 = ei9: 
e"? C, (ze) = 2 - e? sin)" C, (2), (5.68) 
d €^ 1.4 = EX = (ze? sin 6)" C, Ls (2); (5.69) 
n=0 
—iv6 mE D (一 i)” n i8 
e "* C, (a) > 3l (zsin 8)" C, .,(ze"), (5.70) 
: (z sin 8)" C,. ,., (ze'?). (5.71) 


iv E pan 
e Olz) = ». ui 


n=0 
柱 函 数 的 加 法 公式 (3.105a) 与 (3.105b) 


例 5.21 第 三 章 中 还 给 出 了 
cot) = 本 (下 4" "0, «v2 (C - 2)", 
Choo - iu ceo, (V2) (c 

4 (6(-—z-z, WA | 
uA p.n 23 7)- > E (Z 7^6. sl (5.72) 

人 : xy eut i03) > E (£J «7^6... (5.73) 
它们 覆盖 了 第 三 章 中 的 (3.177) 一 (3.180) 3X. 采用 Möbius 级 数 反 演 的 标准 步骤 
同样 也 能 导出 它们 的 反 演 公式 : 

(t5 "eum e CI (eser eser. em 

3 1 Ye coy Pea T) (5.75) 
, 2^ = —(BCy*, 


z-z'Nvn 
( ) Cu(Vz) = 255 2 
) 两 式 的 另 一 种 形式 ,可 令 z — (ac? 


z 


rg ”讨论 作为 (5.72) 5 (5. 
并 且 将 5 重新 写 为 z, MA 
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o? — ? v/2 VM 1) g d 
( = ) C,( ya? — B z) = E a (22) C, (az), (5.76) 
9: 22 —v/2 oo 2 e 
E — ) ls -> a (5.77) 
它们 的 反 演 公 式 就 是 
2_ 02 —v/2 Sa i B2z n 
(2 a2 ) C (az) = 2. ni mcm C, an(V a? — (32 z), (5.78) 
2 g2Nv/2 99 ( 44n E. n 
(£ ni ) C (az) 2 a (; = C, n (/ o2 — B2 z). (5.79) 
例 5.22. 从 虚 宗 量 柱 函数 的 倍 乘 公式 ( 即 (3.118) — (3.121) XX) 
2. n 
AI, (Ag) = zat ; 1g) L, (2) (5.80) 
oo PE 
pA) Y? e ; 2 i (5.81) 
n=0 ` 
AK, (àz) = 5 =i = z) Koala) (5.82) 
n=0 7 
So dug NT 2 n 
A7"K,(Az) =Y E (3 A Lg) K, in (2) (5.83) 
n=0 ` 
以 及 加 法 公式 (BE (3.181) 一 (3.184) XX) 
!vv/ ee NDS 
(=5) az=) (5) RU NN, (5.84) 
/人 \ 一 2Z/ 29 Inn 
(=) "f e - Yu) z—n/21, 4n (Vz), (5.85) 
(Vz) 3 =A (Va) (5.86) 
z P X nal A2 de 1 i 
23 ) Kl EET 2. e e ?K, us (V/2) (5.87) 
出 发 , 重复 例 5.20 5f] 5.21 中 的 做 法 , 也 能 得 到 它们 的 反 演 公式 : 
X "Lil ss 3^ Sati [Phe paia (5.88) 


n! 2A 


n=0 
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So N N 2 = n 
vray i - (5) 网 本 (5.89) 
n=0 j 
9o es TL 
X7 K,(z) 2 V2 s) Keali), (5.90) 
n=0 ^ 
bas 2. TL 
XK,(z) » ra) Kan (Az) (5.91) 
n-0 ^" 


以 及 


ses alui » Uu (Z) G2 1 s 2) (5.92) 


1 


e 
(er — 6 
=n 
= 


Kv(¥2) = TAK F2) "PK, (vz4-z), (5.94) 


K,(V2) = 9. zi (zz!) I2, (VEZ). (5.95) 


n-—0ü 


只 ”讨论 完全 类 似 于 例 520 的 讨论 ， 在 (5.80) 一 (5.83) 式 中 ， 也 可 以 代入 特 
殊 形式 的 入 值 ， 从 而 得 到 


z sinh? t^ 


oo 
1 
cosh” t I, (z cosh t) = * - d Jci ) bnth (5.96) 
n=0 
< 1 (z sinh? tn 
cosh "tI,(zcosht) = A " Rem ) Ij iz); (5.97) 
nu | 
< (—1)* rz sinh? t4 
cosh” t K,(2 cosh t) = EC 了 (Srl X se; (5.98) 
n=0 
œ (—1)? /z sinh? t4 
cosh " t K,(z cosh t) = 5 ( E (Sou ) Kontel (5.99) 
n=0 ` 
c^. (—1)" /zsin? 8 
cos" 0 I, (z cos 0) = ». E (255) Ij); (5.100) 
n=0 ^ 
2 (—1)? rzsin? 04^ 
os" 8L,(zcos8) = y E (ssp) LL (2), (5.101) 
n=0 á 
O^ 1 /zsin?84n 
cos" 0 K,(z cos 0) = ». EI YT. ) | — P" (5.102) 
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x X 1 /zsin? 04" 
cos " 0 K,(z cos 0) = » i ( | Kn (2 (5.103) 
oo i" 
ei 9T, (ze?) = 5 -i sin” 0 Kp-n(2), (5.104) 
n=0 ^" 
. eO ep 
& 1L (sel?) = Y Ln sin" 0 K,,4(z), (5.105) 
n! 
n=0 
iv0 i0 > [-ij" TE cus YU 7 
e" ^K, (ze je me [o2 sin” 6 K, 4 (z), (5.106) 
sa on 
gi (ze?) = > = z^" sin" 0 K, 4. (z). (5.107) 
n=0 i 


相应 地 ,在 (5.88) — (5.91) 式 中 作 同 样 的 代 换 ， 得 到 的 也 就 是 (5.96) 一 (5.107) Ñ 
的 Móbius 反 演 : 


£ (—1)" /z sinh? ty” 
"ET deos 一 一 一 ) I,_n(zcosht), 5.108 
cosh * tI1,(z) 2. "T (257) (z cosh t) (5 ) 
ee (—1)" /z sinh? tq 
cosh" tL1,(z) = y or] Ln(zcosht), (5.109) 
m n! ( 2 cosh t ) 
X 1 /z sinh? tq 
cosh "tK,(z) — |y : K, s (z cosh t), (5.110) 
= zii 2 cosh t ) 
oo 2 0x8 
1 h*t4^ 
cosh” t K,(z) = x. Eie) K, 5 (2 cosh t); (5.111) 
n-0 ^ | 
X 1 /zsin 84" 
Calm = I, (2 cos 6), 5.112 
cos^" 81, (2) | (z cos 8) (5.112) 
X l/zsin?g4n 
p zcosg)— =a Iyan(2e0s0), 5.113 
cos" 0 L,(z cos 0) SEC 4n (2 cos 8) ( ) 
oo : 0 
ER (—1)* /zsin” 04^ 
cos "0 K,(zcos0) = 2. zi Ex) K, 4 (z cos 0), (5.114) 
e^. (—1)* /zsin2 04^ 
cos" 0 K,(z cos0) = 5 i Kv+n(z cos 0); (5.115) 
£5 nl enr) 
=, ci" : 
e“ êI, (z) = 5 3l 2" sin" 0I, 4 (zel?), (5.116) 
n=0 r 
iv > (=i)" TU esc do i8 
e Lig ee „n 4 sm 01,5 (ze"), (5.117) 
7 一 0 T 
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Wk j= > - sin" 0 K, .,,(ze'^), (5.118) 
e" ?K (az) = Y ”, sin” 0 Kp4n(ze®). (5.119) 
同 理 ， 也 可 "T — (5.87) RA (5.92) — (5.95) 式 的 特殊 形式 : 
is ) MITTIS x CM (Ey 1... (a2) (5.121) 
(< ) P JEE a) = p E (£y Kaloz), (5.122) 
(828) avem - Y esten (5123) 
以 及 
(28) "ea = D alep eNA, (5.124) 
(£28) cea -D(A VAa, (5.125) 
(E28) kos - x E s a JK(Va*-Hiz). (5127) 
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作为 85.1 中 级 数 序 列 及 其 反 演 的 推广 ， 由 卷 积 型 级 数 过 渡 到 卷 积 型 积分 ,可 
以 定义 积分 变换 
Po)-[ k&-2Q0a— [ Kü)QG av (5.128) 
其 中 积分 变换 核 Kly) RAATTAMA Aln). 如 果 存 在 反 演 核 ， 记 为 Ky) 
满足 
/ K(t) K~! (s — t) dt = 5(8), (5.129) 
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=/ eww-se= [7 ew [^ K(t) K-!(y- zt) dt| dy 
- [ow f &u- 0x6 - jar 
= fien f QW Ku- ra|ar 


= i. K (r—z)P(r)dr = T K (t) P(x + t) dt. (5.130) 


这 正 是 (5.128) 式 的 反 演 . 反之 , 由 (5.130) 式 亦 可 推出 (5.128) 式 , 只 要 条 件 (5.129) 
成 立 . 这 也 就 证 明了 Ku) 5 Ku) 互 为 反 演 : 


则 有 


K(y) = [Ky] . (5.131) 
类 似 地 , 也 可 以 定义 积分 变换 
= K (t 4- x) Q(t) dt 4. X QU — 2) dy. (5.132) 
在 (5.129) 式 的 条 件 下 , 也 能 导出 
Qla) = T K! (t+ x) P(t) dt = E K (y) P(y — x) dy. (5.133) 


反之 , 由 (5.133) 式 亦 可 推出 (5.132) 式 . 

由 于 这 类 积分 变换 是 由 卷 积 型 级 数 的 Mibius 反 演 推广 而 来 , 也 由 于 积分 变换 
核 的 具体 特点 ,因此 不 妨 称 之 为 卷 积 型 积分 变换 . 

(5.129) 式 不 单 是 判定 变换 核 的 唯一 标准 ， 而 且 也 提供 了 寻找 变换 核 的 可 能 途 
fe. 例如 , WR K(r) 与 K-!(x) 的 Fourier 变换 均 存 在 : 


k(t) — z) e*t dz, k(t) eit dz, 


1 oo 
m 1. d =J” 
则 根据 Fourier 变换 的 卷 积 公式 ( 见 第 十 二 章 中 的 (12.41) 式 ), 一 定 有 
1. k(t) E(t) e" dt = 8(z). 


由 此 就 可 以 得 到 


直接 计算 可 以 验证 : 


K(z) = T K`! (z) = "Ea (5.134) 


就 是 这 样 的 积分 变换 核 . 


第 六 章 ”应 用 留 数 定理 计算 定 积 
86.1 JL T 3| EE 


下 面 先 列 出 几 个 引 理 , 在 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 时 , 常常 要 用 到 它们 . 
引 理 6.1 设 f(z) 在 oo 点 的 邻 域 内 连续 , 74 0; < argz <b z — oo R}, zf(z) 
一 致 地 趋 近 于 K, nl 


Jm L. f(z) dz = iK (62 — 6), (6.1) 
其 中 Ca 是 以 原点 为 圆心 , R 为 半径 , 夹 角 为 02-0: 的 圆 弧 , |z|=R, 0: K argz <0 
( 见 图 6.1). 
为 了 叙述 方便 , 以 后 就 将 此 引 理 简称 为 大 圆 弧 引 理 . 


DA £i 
a 


图 6.1 大 圆 弧 引 理 图 6.2 MAIMI 


引 理 6.2. 若 函数 f(z) XE z — a 点 的 (空心 ) 邻 域内 连续 , HA 0, < arg(z—a) < 
05, |z —a| 一 0 时, (z— a)f(z) 一 致 地 趋 近 于 大 ， 则 


lim f(z)dz = ik(05 — 01), (6.2) 
0 一 0 JG 


其 中 Cs 是 以 z = a 为 圆心 , 6 为 半径 , 夹 角 为 09 — 91 WAI, |z 一 a| = 6,01 < 
arg(z — a) < 92 ( 见 图 6.2). 

以 后 称 此 引 理 为 小 圆 弧 引 理 . 

在 计算 三 角 函 数 的 无 穷 积分 时 ,常常 用 到 Jordan 引 理 , 例如 适用 于 上 半 平 面 
的 Jordan 引 理 : 

引 理 6.3a 设 在 0 < argz < 7 的 范围 内 , 当 |z| — oo 时 , Q(z) 一 致 地 趋 近 于 
0， 则 

lim (z)ei?*dz = 0, (6.3) 


一 CO Cg 


其 中 p> 0, Cr 是 以 原点 为 圆心 , R 为 半径 的 半圆 弧 ( 见 图 6.3). 
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图 6.3 Jordan 引 理 应 用 于 上 半 平 面 图 6.4 Jordan 引 理 应 用 于 下 半 平 面 


作 适 当 的 旋转 变换 ， 可 以 得 到 适用 于 其 他 半 平 面 的 Jordan 引 理 . 例如 , 将 上 
面 (6.3) 式 中 的 z 改写 为 —z, 但 将 这 样 出 现 的 Q(—2) 仍 写成 Q(z), 则 得 到 适用 于 
F FHK Jordan 引 理 : 

引 理 6.3b WE n < argz < 27 的 范围 内 , 当 |z| 一 oo 时 , Q(z) 一 致 地 趋 近 
Fo W 


lim i Q(z)e dz = 0, (6.4) 


R—00 


其 中 p> 0, Cg 是 以 原点 为 圆心 ，R 为 半径 的 半圆 弧 ( 见 图 6.4). 
类 似 地 , 作 变 换 z 一 +iz, 即 得 到 适用 于 左 半 平面 或 右 半 平面 的 Jordan 引 理 : 
引 理 6.3c RÆ n/2<argz<3n/2 的 范围 内 , 当 |z| 一 co 时 , Q(z) 一 致 地 趋 近 
于 o. 则 


R= 


lim Q(z)eP*dz = 0, (6.5) 
Cn 


其 中 p> 0. Cr 是 以 原点 为 圆心 , R 为 半径 的 半圆 弧 ( 见 图 6.5). 
引 理 6.3d 设 在 —m/2«argz«m/2 的 范围 内 , 当 |z| 一 ce 时 , Q(z) 一 致 地 趋 


图 6.5 Jordan 引 理 应 用 于 左 半 平 面 图 6.6 Jordan 引 理 应 用 于 右 半 平面 
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EF o. W 
lim f Q(z)e P*dz = 0, (6.6) 
CR 


R—oo 
其 中 p> 0, Cr 是 以 原点 为 圆心 ，R 为 半径 的 半圆 弧 ( 见 图 6.6). 
在 应 用 普遍 反 演 公式 作 Laplace 变换 的 反 演 时 , 常常 要 用 到 左 半 平 面 和 右 半 平 
面 的 Jordan 引 理 . 在 作 Mellin 变换 的 反 演 时 , 同样 要 用 到 它们 . 
以 上 讨论 的 Jordan 引 理 , 涉及 的 都 是 半圆 形 的 积分 路 径 . 当然 ， 从 证 明 中 可 
以 看 出 ，Jordan 引 理 也 适用 于 积分 路 径 是 张 角 小 于 n WAI. 另外 ，Jordan 引 理 
还 可 以 推广 到 张 角 大 于 n 的 情形 . 例如 ， 上 半 平 面 的 Jordan 引 理 , 可 以 推广 到 圆 
弧 在 下 半 平 面 有 恒定 截 距 的 情形 . 在 求 Laplace 变换 反 演 时 ， 要 用 到 这 个 结论 . 
Jordan 引 理 还 可 以 应 用 于 其 他 形式 的 积分 路 径 . 例如 , 对 于 和 矩形 围 道 , 也 可 用 
到 下 列 引 理 : 
引 理 6.4 设 在 0 < argz < x 的 范围 内 , 当 |z| 一 oc 时 ,Q(z) 一 致 地 趋 近 于 
0， 则 
jim. | Qed = 0; (6.7) 
其 中 p> 0, 工 如 图 6.7 所 示 , 是 由 Ci, Co 和 Cs 组 成 的 折线 . 
证 直接 估计 三 条 线段 上 的 积分 值 . 在 C E, z = Ro iy, 所 以 


R 
三 p QU cie fia 
0 


Q(z)ei?*dz 
Ci 


AR 
< max{Q(R+iv)} f e P! dy = max{Q(R+iy)}- : (1—e7?8), 
0 ) 
其 中 max{Q(R+iy)} 是 |Q(z)| 在 C 上 的 最 大 值 . 根据 题 设 , 74 Roo 时 , 应 该 有 
Jm max(Q(R + iy)) = 0. 


所 以 


图 6.7 Jordan 5 | UNE FT AREE ER 16 
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FE, 1E C3 ds z=—R +iy, 有 


/ Q(z)ei"*dz 
C3 


0 
- / Q(-R+iy)e? Rtividy 
R 


R 
a max(Q(-R + iv)} f e P” dy 
0 
= max{Q(-R+iy)} (1— e-*R) 5 0, R= oo. 


在 C5 NS z—mn]-iR, 有 


p Q(z)e?*dz 
C2 


ES 
f Q(z + iR)eP CHR da 
R 


< max(Q(z -- iR)) -2Re ?F > 0, R — œ. 


Roo 


lim ] 9a: — 0. LJ 
L 


从 以 上 过 程 可 以 看 出 , 矩形 围 道 时 Jordan 引 理 的 证 明 比 半圆 弧 情 形 下 来 得 简 
HR, 这 时 并 不 需要 寻找 特殊 的 不 等 式 . 

完全 类 似 于 半圆 弧 时 的 做 法 , 通过 适当 的 变换 , 也 可 以 将 引 理 6.4 变换 为 适用 
于 不 同 辐 角 范围 的 半 平 面 . 

也 可 以 从 引 理 6.3a 来 推出 引 理 6.4. 这 时 可 在 矩形 内 再 作 半 圆 弧 , 如 图 6.8 所 
m. 考虑 由 工 = C1 + Ca + Cs 及 Ck 构成 的 围 道 (准确 地 说 是 两 个 闭合 围 道 ). 因 
为 被 积 函数 在 围 道 内 无 奇 点 , 故 


ipz I z eiP*( =0. 
noo dz L Q(z)e?^dz = 0 
所 以 就 能 由 


图 6.8 两 种 路 径 下 Jordan 引 理 的 联系 
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推出 
R—oo 


lim J Q(z)eizzdz = 0, 
L 


反之 亦 然 . 
下 面 介 绍 一 些 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 的 例子 . 和 教材 不 同 , 这 里 将 按照 围 道 
的 形状 分 类 , 希望 或 许 能 从 另 一 个 侧面 了 解 这 些 定 积分 的 共同 特点 . 


86.2 形 围 道 


使 用 圆 形 围 道 时 ， 因 为 圆周 上 的 变 点 z= re^, 0 € 0 € 2r (或 — € 0 <n) 
所 以 这 种 围 道 多 用 于 计算 积分 限 为 0 与 2r (或 -x 与 n) 的 定 积分 . 


例 6.1 计算 积分 [^ 7527 —,40, IE r 139386 n 为 自然 数 
0 — T 


NE 这 个 积分 的 上 、 下 限 分 别 是 0 和 n, 但 因为 被 积 函数 是 偶 函数 ， 故 可 化 为 
从 —n 到 zx BRA. 因此 , 按照 标准 做 法 , 作 变 换 z = c0, 即 可 将 积分 路 径 化 为 z 
平面 上 的 单位 圆 . 此 时 , 应 当 考 虑 围 道 积分 


j —À Ji : oL g.e ida — J rox ii 
lx (e r)(1—r8) z -n (eif —r)(1— rei?) ~ J.4.1-2rcos04r2 ^^ 


当 r2 < 1 时 ,， 围 道内 有 唯一 一 个 奇 点 =r, 所 以 , 根据 留 数 定理 , 有 


Tt cin p 
J 一 ~ idl = 2Nni x —. 
-n l — 2rcos0 +r? 1 一 72 
比较 虚 部 ， 即 得 
A cos nO 2mr" [ar cos nO mr” 
= , R —— dl = l 6.8 
MET 1 一 72 p o 1—2rcos0+r2 1—p2 (6.8a) 


M r? > 1 时 , 围 道内 的 唯一 一 个 奇 点 位 于 zx = 1/7 处 . 重复 上 面 的 计算 步骤 , 也 可 


得 到 , | 
COS 7. gr ^ 
| szeergm mer (6.80) 


rg We 
1. 因为 
2sin 0 sin nÓ = cos(n — 1)0 — cos(n + 1)0, 


所 以 根据 (0.8) 式 还 能 导出 


T m—1 r2 z1 
7T  sginÓ sinnô mE 2" , , (6.9) 
o l-2rcosóc-r? ^ | 7.44 l 
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2. 因为 


$ sin 0 0 " Q2sin?(0/2) "  1—cosÓ0 
人 
o 1l-2rcos0-4r? 2 o l-2rcos0-4r? Jo 1-2rcos04-7? 


, 


而 当 zo m, 
1g e E 
2z 
"T " x 44 (1—2)? or RM 
所 以 计算 围 道 积 分 ， 就 可 以 计算 得 
ls Gr rl = rz) a 
T 
; ， pari. 
ý sin ð 0 lr Jii 
t dg = 3 
Í 1—2rcos0-r? "2 T Aai (6:10) 
r(14-7)' 
3 完全 类 似 地 ， 读 者 可 以 计算 转 道 积分 É 5. dz， 从 而 证 明 
Jii TZ* t 2z FT 
T cosnü -bRXÁATHNTS 
f SONIN jii VT ) ,72<1, n=0,1,2,.... (6.11a) 
o l+rcos0 1-7? r 
RAA r =sina, —t/2«o < n/2, 则 有 
x cos nO (—1)"nx a us m 
10 = tani" , 一 三 «o««—, n-0,1,2,---. j 
i l+ sina cos ` COS Q di 2 g 5959: fex (6-11b) 


a — ibcos0 


解 本 题 与 例 6.1 相似 ， 故 有 
"  cosnÜ 1 f^  cosn0 l f z” 4z” 
d = dg = dz 
/ à — ibcos0 il ses 1 bz? + 2iaz + b 


: gi. w—n 
zx 84 —————À P 
i 2, re xcci] 


单位 贺 内 


s nÓ 
例 6.2 计算 积分 f — dg a» 00». 
0 


在 积分 围 道内 有 两 个 奇 点 : z = 0 及 z= d (Va P — a) /b. 求 出 被 积 函数 在 这 两 
点 的 留 数 , 即 算出 所 求 积分 v 
但 是 本 题 还 有 更 简便 的 办 法 , 原因 是 积分 J nh ag — 0, 因此 


1 — ibcos0 


"  cosnÜ 1 ga 
dd — : - dz; 
n a — ibcos0 2 f bz? 2iaz 4b 
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即 只 需要 计算 复 变 积分 — 9^ ds. 这 样 , 被 积 函数 在 单位 圆 内 只 有 一 


|z|=1 bz? + 2iaz + b 


个 奇 点 z=i (va? +b? — a) /b, 因此 


2n yn 
f Dr 2iaz b de = 270 (bz? 4 laz Y BY |. FE i 
|z|=1 92 十 LOS 十 5 党 iaz 4+ ») z=i( Va? 387 —a)/b 


al CHE oc qq" 252. 4)" 
= zarr li) (va? +b -—a) ， 


从 而 就 求 得 


7"  cosnÜ 元 TES - " 
OT T ER 2 274 ay 
f 二 d6 IS (z) (Va? +b? — a) (6.12) 


mr HE 进一步 比较 (6.12) 式 的 实 部 和 虚 部 ， 还 能 得 到 


l3 cos 2n0 de (-1)*nx (Va? +b? — a)” (6.132) 
= i : 5.13a 
D + b? cos? 8 ab?” va? 4- b? 
os cos 2n0 
dô = Ù, 6.14a 
[3 ad udo E (6.142) 
T cos(2n +1 
0 ps zs 6.15a 
ri a? + b? cos? 0 n 0 (6.152) 
| cos 0 cos(2n + 1)0 de T (Va? 4 — ay (6.162) 
= . .16a 
^ a? + b? cos? 0 pnt? va? 十 好 2 
4-a-—rcoso, b=rsina, 0<aw<T/2， 又 能 将 上 述 结 果 改 写 为 
T :0S 2720 -rp j 
n ial : d6 = (-1)"m tan?" kaa (6.13b) 
0 Cos?a --sin* a cos? 0 COS (Y 2 
s s0 cos 2n0 
fi COS n - dó — 0. (6.14) 
0 Cos? a + sin* a cos? 0 


"s cos(2n + 1)0 
10 — 0, 6.15b 
f cos? a + sin? a cos? 0 i ( 


三 cos 0 cos(2n 十 1)0 dà (-1)'m , 2n419 
0 


= z tan 


6.16b 
cos? a + sin? a cos? 0 sina ( ) 


7t arcosÓ D ss ced 
例 6.3 计算 积分 v». f e cos(r sin 0) "^ 


cos 0 
WE 本 题 仍 可 化 为 沿 单位 圆 的 积分 , 而 被 积 函 数 为 er>/(z2 -- 1). 因为 奇 点 z = 
xi 正好 位 于 单位 圆 上 ， 故 需 将 积分 围 道 稍 作 调整 ， 例如， 分 别 从 z = i 的 下 方 及 
z= -i 的 上 方 绕 过 ( 见 图 6.9). 于 是 , 根据 留 数 定理 ， 有 


TZ 
f Z —dz=0. 
C2 +1 
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图 o.9 绕 过 奇 点 的 单位 圆 
直接 根据 小 圆 弧 引 理 能 够 证 明 
. er? - eit B Tog er? . ein - ES 
imf. pug im f "T siue n. 
因此 , 在 取 极 限 5 — 0, = 一 0 后 , 就 有 
7 eT cos? gir sin 这 S pis T" 
vef SQ S id 5 (€ g pes. 
比较 虚 部 , 即 得 HORE 
v». f : coal LUET = 2msin r. (6.17a) 
m cos 0 
因为 被 积 函数 是 偶 函 数 , 所 以 
T arcos6 a R 
vp. f Jaw uL ee — msinr. (6.17b) 
0 cos 0 
Lg" 讨论 ded Ed ARER no -7r， 而 后 即 可 重新 组 合成 
”sinh(rcosb) cos(rsinð) , ^ . T 
n "IT dô = msinr. (6.18a) 
而 且 ， 还 可 以 进一步 化 为 
7/? sinh(r cos 0) cos(r sin 0) T. 
n d = jin. (6.18b) 


cos 0 


f) 6.4 计算 积分 "n cot(r — a) dz. Ima #0. 
0 
f 因为 cotz WAHA n, 所 以 


T 1 2n 
f cot(z — a) dz = = f cot(z — a) dz = 
0 2 Jo 2 . 


i 2n e2i(z—o) 4-1 
0 e2i(z—a) ex 


E 
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作 变 换 z = ei(*-%)， 则 上 述 积 分 变 为 复 平面 上 的 围 道 积分 
i M e?iiz-e) 1 iea 7j z? +1dz 
2 Jo eea 3 cz2-12' 


其 中 积分 围 道 为 C : l=] =m, 见 图 6.10. 因此 , 24 Imo 0 时 , 被 积 函 
数 在 围 道内 有 三 个 奇 点 : z = 0, 土 1. 留 数 分 别 为 


qa il D — [22411 i |Of(2411 B 
res lr Pula res EDT Misi. res "owed T Kaši 


图 6.10 积分 围 道 R= e™e 


根据 留 数 定理 就 有 


: 1 2 十 1dz 
f cot(z — Qa)dz = ;4 a 三 2706 .二 (一 十 1 十 了 =mi. 
0 2 Jc 2^—-1 


当 Imna<0 时 ,国道 内 只 有 一 个 奇 点 z = 0,， 所 以 


i 1 f(2?-1dz 
ot(r — a)dr = > —2ni- 
r cot(r — a)da TE : ni 


NI = 


1 
z” (—1) = -ni. 
把 两 个 结果 合并 起 来 , 就 可 写成 
gi Ti, Im a > 0, 
f cot(z — a)dz = (6.19) 
0 — Ti, Ima « 0. 


86.3 ”半圆 形 围 道 和 扇形 围 道 


标准 的 半圆 形 围 道 见 图 6.11. 这 种 围 道 多 用 于 计算 无 穷 积 分 , 包括 有 理 函 数 的 
无 穷 积 分 以 及 含有 三 角 函 数 的 无 穷 积 分 , 也 包括 含有 双 曲 函数 的 无 穷 积 分 . 在 采用 
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这 种 围 道 时 , 通常 要 求 ( 复 变 积分 的 ) 被 积 函数 在 上 半 平 面具 有 有 限 个 奇 点 ， 只 要 
半圆 的 半径 足够 大 , 就 可 以 将 全 部 奇 点 包含 在 内 , 应 用 留 数 定理 , 而 后 令 半 圆 的 半 
径 趋 于 oc. 只 要 能 够 准确 求 出 沿 半 圆 弧 的 积分 的 极限 值 (例如 , 根据 大 圆 弧 引 理 或 
Jordan 引 理 判 断 出 此 极限 值 为 0)， 即 可 计算 出 所 求 的 定 积分 . 另 一 种 情况 是 被 积 
函数 在 上 半 平 面 有 无 穷 个 奇 点 , 此 时 仍 可 (有 条 件 地 ) 应 用 留 数 定理 ~, 但 需 令 半圆 
的 半径 按照 离散 值 ( 避 开 奇 点 ) ÉF oo. 并 且 需 要 求 出 留 数 和 (无 穷 级 数 ) . 


图 6.11 半圆 形 积 分 围 道 


例 6.5 采用 半圆 形 的 积分 围 道 ( 见 图 6.11). 选择 适当 的 被 积 函 数 , 计算 下 列 
积分 : 


l (1+ 2?) cos az cos az | US$  csinor id 
dx, Y l 
o lr? +r o 1+? lpr a ] 
BR 考虑 复 变 积分 l 
ge 
一 一 一 一 一 dz. 
Jcl-cz z +2? 


在 积分 围 道内 有 奇 点 zo = s2wa l, 被 积 函数 在 该 点 的 贸 数 为 


一 3a/24—ia/2 


根据 留 数 定理 就 有 


< R Jia iaz 
f -e oda =f at f E zdz 一 2n p Voice fa. 
Jol+z+2? J-&ldaxt Jc, lb zz v3 


因为 


jl : 0 
LE 一 一 闻 = 
ce 1 十 之 十 2 


所 以 
fe 
lim n zi = zz). 
R—oo s 1 十 之 十 Z 


@ 参见 : 吴 崇 试 . 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ，2003: 90. 
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取 极 限 R — oo. 就 得 到 


n elas " [. cos az 十 isin ax a 
——— dg D 
œ l +r +r? J —oo 1 十 了 十 2 


I. (cos az +isinaz)(1 — z + z?) 
= (1 +r 4- z2)(1— r4 c2) 


dz 


一 Co 


?9 (1 二 2Z2)cosaz 一 izsin az 9 i(14- z?) sin ag — xz cos ag 
= : dz 十 5 J dz 
5 1 +z? + ax en 1 十 22 十 Zz 
DN n Euer 
8 JB (1 4- z?) cos oz — ix sin aT jy 2n V3a/2 iof. 
0 1 十 22 十 24 V3 
分 别 比较 实 部 和 虚 部 ， 就 得 到 
"o6 4D 
J md (6.202) 
[0] 1 + z? -H xt V3 2 
”zsinar LAE - 
dz = —e V39/? sin — 6.20b 
Í e Va sng ( 
例 6.6 计算 积分 ud ie 
cosh T 
E 令 f(z) = <， 计算 复 变 积分 j. f(z)dz, 积分 围 道 C 仍 如 图 6.11 所 


m, 其 中 CR 不 通过 ks ) 的 奇 点 , 即 半径 Rz (2n 1)n/2, n 20,1,2,-... 根据 留 


数 定理 , 有 
R is š olz 
f finie S, 7 A — — dz 
t pr cosh az Cr Cosh z 
zm res iem j 
Y cosh z z—(2n--1)ni/2 
H i )"e —(2n--1) )n/2. 


n=0 


为 了 判断 沿 半圆 弧 Ca 积分 的 极限 值 , 需要 将 Ca 分 拆 为 三 段 : 0 < 9 < (mw/2) 一 5 
GEX CQ), (n/2) 28 « 0 < (xn/2)+6 GEX CP)  (n/2)-8 <0 < n (8 C), 
其 中 0 < 5 < rr/2 为 任意 常数 . 在 CD 与 cO BE, 直接 有 
1 1 
Icoshz| - (cosh? (R cos 0) — sin? (R sin 6) 


mech Bt. WEI |cosh z| 2 1, MCAFFZI {Cr} 的 半径 R ËT oo 时 , 有 
lim T dd exu). 


z—oo Cosh z 


> 0; 
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三 段 相 加 , 根据 Jordan 引 理 , 就 有 
iz ox eh 
lim f S dz= lim I eiz/2 , £ dz — 0, 
R—oe Jc, cosh z 有 一 ee Jes cosh z 
所 以 取 极 限 R 一 oc. 即 得 


m aaaf 
[. - dr = 2n >》 [epu Ct a ty = I, 
x cosh z id l+e-™  coshm/2 


比较 上 式 两 端的 实 部 ， 就 得 到 
a COST gy T 即 COST gy n 1 (6.21) 


Las Cosh x cosh 7/2’ coshz ^ 2 cosh TI/2 


”讨论 亦 可 见 下 一 节 中 的 例 6.12. 本 题 是 该 例题 的 特殊 情形 . 
例 6.7 计算 积分 7 sin(a--2n)r — sin ax Ld ,其 中 as-lon 为 正 整 数 . 


Jo sinz 1-2 
RE 表面 上 看 来 , 本 题 中 被 积 函数 的 分 母 上 出 现 了 sin rz, 似乎 不 好 处 理 . 其 实 ， 
仔细 分 析 一 下 ,可 以 发 现 


sin(a Jr 2n)r — sinar gla 2n) EN gia . giat 2n) T eiaz 
— Im EMEN LEE — In 2- ——————— 


sing sin £ eir 一 g-ir 
i ei2m7 =i . n—1 " 
— Re [agone 3 ; } — Re 9gl(a-F1)m X ei? f 
ei2r 一 
k=0 


所 以 本 积分 还 是 属于 三 角 函 数 无 穷 积 分 . 因此 , 还 是 应 当 采 用 半圆 形 围 道 , 计算 复 
变 积分 

f ei(a 十 1)z gans —-1 dz 

s es 1 142? 
被 积 函 数 在 围 道内 只 有 一 个 奇 点 : z = d. 所 以 , 根据 留 数 定理 , 有 


R i2nr m d ij2nz . " 4—2n — 
/ oi(at 02 € "=l dg «f ei(a* 2 € ý 1 dz = 9mi x e (2*0€$ 1 i 
=R Cn 


ei27 —] 1 十 Z2 ei2z 一] 1+2? e-?—] 2i 
由 Jordan 引 理 ， 可 以 判断 


d i2nz 

] TERI: —1 z 

lim J gilatz = Ü 
Cr 


R>>œ Jc ez: —1 1+2? 


oo i2n e 
eia Da € memi Sr -— ne (o) es dt 
Lm ei2z 一 1 1 +g? 1—e-? 
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即 
sin(a 十 mE —sinar dz iis ne (4*0 1 一 (6.22) 
0 sin x ] 十 了 1 — e7? 
n 7* cosaxr 
8 es 计算 积分 / dr, EP a,b 均 为 非 零 实数 . 
Jo cosbr loca 


NE 不 妨 设 a > 0, b > 0. 取 积 分 围 道 为 由 下 列 儿 部 分 组 成 的 闭合 曲线 : 

(1) 以 原点 为 圆心 ,nb 为 半径 的 半圆 弧 Cr o 位 于 上 半 平 面 . 

(2) 以 z = (k--1/2)n/b 为 圆心 ， ej 为 半径 的 半圆 弧 Ce ,大 = —n,—n 1,---, 
n 一 2,n 一 1, 也 全 都 位 于 上 半 平 面 ; 半径 sx 足够 小 , 因此 这 2n 个 半圆 弧 不 相交 . 

(3) 实 轴 上 的 2n 填 1 Mir 连接 上 述 诸 圆 弧 . 
相应 地 ， 取 被 积 函数 为 7 一 .于是 ,按照 留 数 定理 , 有 

gue dz d— T" (f e 1 Te? 
£, cosbz 1423 057 D l4 2? 2 ~ coshb' 

下 面 分 别 估计 治 半圆 弧 Cr, 以 及 Ce, 的 积分 值 . 首先 , 对 于 沿 Cr, 的 积分 , 因为 
cos(nnei?) Z 0, H 


[cos(nn e^)| = |/ cosh? (nn sin 0) — sin? (nn cos 6), 


所 以 1 € cosh(nne^) < cosh(nr). 从 而 有 


1 
lim 一 一 一 
zoo cos bz 1 十 z2 


因此 
elaz dz 
lim f -em 
Ra 一 ce JCp, cosbz'l-z 


至 于 沿 CL 的 积分 , WAX z= (2k--1)m/(2b) 是 一 阶 极 点 ， 留 数 为 


1 ejaz 1 } ples 1 
res = 
cosbz 1+2? J oky) — (cosbz) 1+2? z—(2k--1)n/ (2b) 


(-1)**! 1 . 
- ei( 2&--1)na/(20) 
b 1+ [(2k + 1)x/(25)]? 
4b ; : 
= 1 k+1 „i(2k+1)7a/(2b). 
(7D agir i 
因此 
elaz dz 4b z 
li = > 1 k+1 A (2k--1)rta/ (2b) 
Per k rT SC CU um cim 
4brá 


ai(2K 十 1)rra/(2b) 


-- k 
=i 4b? + (2k + 1)27r2 
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取 极 限 Ra — oc. sx 一 0， 就 得 到 


9 ia: n —a oo j : 
r e IT dz E 706 a " Y ( pe Abrü gi(2k-- 1)na/ (26) 
/J_w cosbr 1 +r? coshb Eu AD? + (2k + 1)??? 


_ > k+1 Abrü i(2k--1)za/(2b) ctus um) 
~ coshb T t ) 4b? + (2k + 1)?72 | i 
me^ s k Sbr =. 2k+1 
= coshb ^ 2 1 Fake 3x 74 
比较 实 部 , 得 
|. cosar dz e? PIS Sb . 2k 十 1 
= sin 
Las COosbr 1+ az? ud p t Ra (2k 4- 1)?r? > 9b 5 
这 里 出 现 的 和 式 正 是 sinh x 按 正 交 完备 函数 组 {sin 25 na} 的 展开 式 
2k 4-1 
sinh z = ; 8 2 €x A 
sinh x >》 Ok sin 2b TU Srb 
k=1 
其 展开 系数 为 
2 2k 4-1 p p 2k 4-1 
Gk = 3i sinh r sin 了 Tir dz = Fl (e + e) sin A: Tb da 
2 (-1)* (—1)* 8b 
= sh b = — coshb, 
b 14 [Ok + 1b Gk + 1 4p 7^ 


所 以 , 如 果 0 < a<b, 就 有 
T cosar dr —— - e? E sinha\ — m cosha 
La, Cosbr 1l+z? — \coshb — coshb coshb ' 


y cosar dr m cosha 
o cosbr 1+Tz2 2 coshb' 


(6.23) 


p ”讨论 
1. 如 果 —bcazx0, 上述 结 果 显 然 仍 然 威 立 . 
2. 上 面 用 到 的 展开 式 ， 实 际 上 应 当 理 解 为 周期 函数 f (v) — flx + 2b): 


f(x) = sinh z, —b<r<b 


按 周 期 函数 sin CLE UN 的 Fourier A JF, 所以, 如 果 ag (—b, b), 原则 上 应 当 按 


例 6.9 应 用 留 数 定理 计算 积分 [O 
J0 
解 取 积分 围 道 如 图 6.12 所 示 , 计算 复 变 积分 f 


150 第 六 章 ”应 用 留 数 定理 计算 定 积分 
3. 用 类 似 的 方法 ， 也 能 计算 得 
^ sinar dr n sinha 
= ;. B4 i 
/ sinbr 1--z? 2 sinhb i (6:24) 
vp | SD Â Da ui xt B. (6.25) 
o cosbr 1 一 22 
sinar dr 
D: = 尘 0 € a « b. 6.26 
"P f sinbr 1— z? i: (6.46) 
再 结合 例 6.7， 又 能 导出 
7? sin(a+2n)x dr 7 DN 
E ha — e-*-?n), «a«1. d 
[ sinz 1-22 2 ai] (eh i ) oga (6:27) 


cosar —e ?47 


dar 
PN ,其 中 心 > 0,5 > 0. 


as 
— O5 BEL 


e 
cz 04b z 


在 围 道 内 具有 一 个 奇 点 ， 即 一 阶 极点 > = beir/ = b(1--1)/V2, EIUS 


Í Giab(1+i)/V3 - 
Apa 


l ab) Saks 
ab? sÀ el^ . 


所 以 , 按照 留 数 定理 , 有 


R eiaz dz «f ei^? dz ; L Sc de f el"? dz 
§ crib x c, 274 z Jp zi-b x 5 Jo, 2M z 
1 S i mi 1 . 
= Tix ( = ld gi unda 二 -F z e-25/ V2 eciab/V2. 
因为 
. 1 1 eee] T 
J 
所 以 , 分 别 按 照 Jordan 引 理 及 小 圆 弧 引 理 ， 有 
ei dz ^ " f ei? dz im 1 
im ER e— c im 一 二 = M 
R—oo Jo, 24+04 z 6 一 0 Jo. z4+bt z 2p 
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综合 以 上 结果 , 并 取 极 限 R 一 oo, 6 一 0， 就 能 得 到 


r gaT glt dg z im 1 ( a 
0 


ritbt or: 2% 


比较 实 部 ， 即 得 


??cosar—e TT dr mi _ oj/vi _ ab 
= " —. .28a 
{ TH P Jp sin J (6.28a) 


与 此 同时 ， 比 较 虚 部 还 能 得 到 
a Te = = 了 "e — e795/V2 cos A) (6.28b) 
0 


e 一 bz 


cosaz? Z4 十 dd4 
r5 


例 6.10 应 用 留 数 定理 计算 积分 Solo rece n 
[| gr rere sinas EE dz, 其 中 a b, d 均 为 正 数 
0 


T r*-cc 4 
agp, 2 + d* dz 


解 仍 取 积分 围 道 如 图 6.12 所 示 , 计算 复 变 积分 多 。 trs ZEE 之。 因为 
被 积 函数 在 围 道内 只 有 一 个 奇 点 , 即 一 阶 极点 2 — ce ~ c(1 + iD/V5， 留 数 为 


epf- ac EE- TERTE (E) 
所 以 , 按照 留 数 定理 , 有 


R E A ia 4 4 
eiaz +ibz d +d dr m iaz +ibz z +d dz 
5 24 十 C4 m Cr zt+ct z 


6 , 
E Ala (iz)? -Fib(iz) r BKS dx «f Giaz? +ibz 2*--gd* dz 
R z^ c ox €; z*c* z 


4 4 
— Di x e^ 2€ tibe(1+i)/ VZ > E- Ii. 
Act 


4 4 , 
d'—c x ec 一 bc/V3 @ibe/ V2 
4c f 


对 于 CR ERA z= Re^, X 0 <0 < n/2 而 RR 足够 大 时 , 有 


= 一 27ri x 


giaz? z4 + dê e- R? sin 20 zi + dê 1 R! + df 
z 24 十 cd R z44-cd| R Ri ct’ 
所 以 , 根据 Jordan 引 理 ,有 
iaz?-Fibz g* un d* dz 


lim e — m 
R> Je, z5-c* z 
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$ PE NR 
l eiaz 二 ibz zi a= di di 
im z. = ] 
z 一 0 E z*-4-g* — 
: E 4 ; 4 
lim ciaz 2 Libr 十 ad dz || dm d 
6 一 0 Jc, z^-c* z 2 c 


TÆ, 取 极 限 6 一 0, R — co， 就 得 到 
T adde E: qe) zt+d* dz ind" in d'—c e ac -be/ V2 . eibc/V2 
0 


ritet x — 2c 2 cd 


再 分 别 比 较 实 部 与 虚 部 ， 即 求 得 


*? cos(az?--br)—e-"* cos az? z*--d* T. 太一 如 e ac —be/ VÀ an bc (6.292) 
0 T z4-c l 2 ct " J2' : " 
® sin(az?--br)--e-"" sinar? r*-4d* Wu" mi- us sr bc 
Dod. d: cos -一 
0 T 4 十 C 2.6 2 c ya 
(6.29b) 


86.4 和 矩形 围 道 


在 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 时 , 如 果 能 将 复 变 积分 的 被 积 函 数 写成 分 式 , 分 母 
具有 周期 性 ， 且 周期 为 纯 虚 数 , 就 可 以 考虑 采用 甜 形 围 道 . 车 矩形 的 底 边 长 为 2R 
( 实 轴 上 zx = -R 到 z = R) 高 度 正好 是 一 个 周期 (在 特殊 情形 下 也 可 以 是 半 周 
W), $ 已 一 co 就 可 能 算出 要 求 的 积分 . 


例 6.11 采用 矩形 围 道 计算 积分 Lr — dr 其 中 0<a<1. 
解 选取 被 积 函数 为 f(z) = LU) — 9" ， 显然 分 母 QU) - 1e 为 周期 函 


Q(z)  1-ce* 

数 ，Q(z 二 27i) =Q(z)， 同 时 分 子 P(z) -e^* 也 具有 良好 的 变换 性 质 : P(z--2ni) = 
emei p(z), 适合 于 采用 和 矩形 围 道 ( 见 图 6.13). 且 和 矩形 的 高 度 为 2r. 函数 f(z) 在 此 
围 道 内 只 有 一 个 奇 点 z = ni. MAA ee. 因此, 根据 留 数 定理 ， 有 


R eaz "27 e2(R+iy) 
Nd 1 m idu 
-R 1 + ET 0 1 十 eRtiy k 


—R eo (x--2ni) 0 eo (— R-riy) x 
dz + gH idy = -2ne"7, 
R le gx be Hy 


现在 分 别 估计 治 矩 形 两 条 侧 边 上 的 积分 值 . 因为 


2n ec(R+iy) "WP gR 27 ; 9g oo 
— i dy = ; 
0 1 eR&iy Y| 5 ead 0 T= aT 
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图 6.13 ”应 用 于 例 6.11 的 矩形 积分 围 道 


0 a(— R-4iy) "27T 
e 
= idy] xe € 
A 十 e Rt ] li ; 


dy = 2re-?P, 
) 
所 以 
27 e2(R+iy) 0 ea C7 Riy) 
li 一 一 一 -一 idy = 0, li — idy — 0. 
eod ü 14 eR ! y mf lr e-RHy! y 0 
因此 就 得 到 
z MOS ^ Serm " 
(1 = e?rat) J dg = = 2m e”, 
A 
oo eaT 
J dz = — : 0 « a « 1. 
cs Lope sin na 
pg Wt 


(6.30) 


l. 4&JD E] ii $2 35 Hd, SD VACUA An, 甚至 20 的 更 高 倍 , 这 时 读者 可 以 看 到 ， 除 
了 徒然 在 围 道内 出 现 更 多 个 奇 点 外 ,并 不 会 给 计算 带 来 方便 ， 所 以 矩形 的 高 度 还 是 
yon AE. 


2. 如 果 作 变 换 1 e^, N i e 


oo ta 一 1 
pos a= f rd 后 者 在 一 般 教 材 中 都 
AHRS. 


3. 作为 练习 ,读者 可 计算 积分 


T a = 1«Rea«1 (6.31) 
[p m m————i = e Q i 
s cosh x cos(rra/2) ' 
以 及 
U* cosh ax T 
dz = i 1 < Reo «1. 6.32 
人 coshz ^ cos(7ta/2) = ( 


、 69 cos2az 
例 6.12 计算 积分 / SOSA dx. Eesi. 
seg COS 


c 例如 , 可 参见 : RIR. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 94. 
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NE 本 题 与 例 6.6 相似 , 亦 可 仿照 该 题 的 办 法 计算 . 现在 改 用 甜 形 围 道 ， 仍 如 


图 6.13 所 示 ， 只 是 高 度 变 为 n 取 被 积 函 数 为 J(e) = 一 一-， 此 时 围 道内 只 有 一 
个 奇 点 (一 阶 极点 ) z = ir/2， 留 数 为 


cosh z)' 


e CX 


z-in/2 ^ sinh in/2 E 


所 以 , 根据 留 数 定理 , 有 
© ei2az R ei2az 7" oi2a(R+iy) 
——— dz = dz 4 id 
£, coshz ^^ P coshz ^ n cosh( R + iy) ed 


—R ei2a(Z 二 i7r) 0 ei2a (riy) 
«f dz 4 / idy 
r cosh(z - im) Jn cosh(R-iy) ' 


—fmix(-—ie 2nd" 


而 因为 
[ ei2a(R+iy) ule 元 f ei2a(R+iv) el 
c oo ] d 
Jo cosh(R+ iy) PAM] RE T 4 Cosh(R + iy) S gs 
oc ci2or 
(1 十 gre) 人 dz eme es 
oa COSH 
因此 ; 
oo 120r 
J n t. (6.33) 
Lgs Cosh z cosh ma 
再 比较 实 部 , 即 得 um 
li cos 2ax ges 7 | (6.34) 
-œ Coshz cosh no 
”讨论 
l. 采用 同样 的 办 法 可 以 证 明 
eS ei2az 27ri ei2az 
eR Cs =1 93- (B5 
L cosh?z ^ 1— (—1)^e-27a res { zoki z Ue n (6.35) 
例如 : 
oo Ql2or 2 
n2: J < dr = na 3 
Jsa cosh w sinh na 
[. ei2a7 元 工 十 4o? 
n 一 3 d 3 vm ; 
Jes cosh" xz 2 cosh na 
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-—" A Lin dz " 4n a ES "i 
J—ss COSR s 3 sinh na 
oc ji2cxz Aud Aa2 
TS J E E n (1 十 4a2)(9 十 4a ) 
-aa cosh” m 24 cosh na 
再 比较 实 部 ， 即 得 
?? cos Zar 2m 
/ cos x dao TUO | (6.36) 
=o Cosh g sinh ma 
© cos 2az n 14- 4o? 
dip = , 6. 
/. cosh? z : 2 cosh ma (6.37) 
7 cos 2a: 4 3 
1 cos eei NE: sd (6.38) 
—oo Cosh x 3 sinh na 
?? cos2or n (14-402)(9--40? 
/ incl t Ae (6.39) 
-os COSh" m 24 cosh nma 


2. 将 (6.35) 式 对 o 求 导 ， 又 能 得 到 


oo q e?et ld oo ci2oc 
n dz = 三 77i dg 
J- cosh“ r 2i da cosh” x 


d 元 ei2cz 
zs ‘TES 4 ———— i 2 6.40 
da lcs m { cosh" z Lo n nd 
z ^? y sin2ox 
从 而 就 可 以 计算 出 z sin 2oTdy 型 的 积分 : 
-ag osh w 
^ rsin2ar T? sinh na 
dg = 刁 gj (6.41) 
=; COShz 2 cosh*7a 
^?" gy sin2ax Ta cosh na 1 
— z dx — m = - i (6.42) 
-a cosh x sinh* na sinh 7ta j 
^? r sin2ar 1 + 4a? n? sinh nma 2na 
Tdr = > ui EN (6.43) 
Joo Osh mz 4 cosh* na cosh 7ta 
F qn vum ns 2n |i - Rue Lr A T 
-æ cosh z 3 sinh^zo sinh na 
T T oian m (1 十 4a2)(9 十 4a2) etes 10a + 8a? (6.45) 
_oo cosh?z 2 24 cosh* an 3 cosh na 
例 6.13 仿照 例 6.12 的 做 法 , 还 能 计算 得 
7? dar Sihr 27ri igo; Sinh z 
drs — —.res4e , 6.4 
"UN cosh"z ^ 1--(—1)^e-?7e "S t cosh” z J , ij, (6,40) 
其 中 a > 0, n = 2,3,4,…. 例如 : 
三 ei2az E dei 270i (6.47) 
= cosh* Zz cosh ma 
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4, SANE 271ta*i 
ee 一 一 dz 一 一 (6.48) 
一 65 cosh” g sinh na 
oc sir : ið 
nn Sinh gr Ti « 十 4a 
el2o i dg == " (6.49) 
—oo cosh x 3 cosh7ta 
99 po BIDS 27i o? 十 ad4 : 
el^ 5 dx = 一 一 l (6.50) 
NOT cosh” x 3 Sinh rra 


比较 上 述 诸 式 两 端的 虚 部 , 即 得 


7 sin2az sinh: 27Ttà 

f sin 2ac e 1x IE l (6.51) 
一 5c cosh* x cosh na 
OO ld Al ; 2 

T sin2azc sinh a dcs Lir. (6.52) 
= cosh? z sinh ma 
7" sin2azr sinh x 7 a+ 4a? 

/ sin 2a = PE. a a | (6.53) 
mt cosh x 3 cosh ta 
^ sin2or sinh z 2n o? 十 at 

fi sin 2a =a dies a a l (6.54) 
-— cosh” x 3 sinh7a 


同样 , 将 (6.46) 式 两 端 对 a 微 商 , 又 能 得 到 
7? qungd Shs d 27ü i24, Sinh 
dp = i ! 
D ?  vosh"z T da [cpi T7917?  cosn"z -— ? 


因而 又 能 进一步 算出 f ASEE as 型 的 积分 . 例如 , 根据 (6.47) — (6.0) 
诸 式 的 结果 , 就 有 


X COS Si sinh x s. "( 1 | a sais za), (6.55) 
NT cosh“ x cosh ma cosh* na 
a x cos = sinh z den «( 2a ies s 2, (6.56) 
5 cosh? x sinh ma sinh* na 
®© p cos2oz sinh x 区 [1 十 12a2  msinh7za 
d-— a+ 4o?)|, 6.57 
L. cosh? x 6 | cosh rra cosh? na 人 ) 
' T cos 2o sinh z dn E 二 4a3 — TA (a? 4-a4) |. (6.58) 
— cosh? x 3| sinh ma sinh* na 
s E e PT , 
例 6.14 计算 积分 I 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ da, 其 中 a 和 "为 不 相 
-æ €osh x cosh(z + a) cosh(z + b) 


等 的 非 零 实数 ，_3 < pc 3. 
SE 如 例 6.12, 取 被 积 函 数 为 f(z) = E , 矩形 围 道 


cosh z cosh(z + a) cosh(z + b) 


的 高 度 仍 为 n. 此 时 围 道 内 有 奇 点 ( 均 为 一 阶 极点 ) z = im/2, —a--in/2 及 —b--in/2, 
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留 数 分 别 为 


s nE) E e? 
"N2/|[ (coshz)' cosh(z +a) cosh(z + b) 


z—im/2 
e-inp/2? 1 e-inp/2 
~ cosh(a 十 irr/2) cosh(b 十 ir/2) — isinha sinh 
in gy 
TT Uu ~ cosh z [cosh(z + a)]’ cosh(z + b) lz=-a+in/2 
e(a-in)p/2 1 eaPo-inp/2 


~ eosh(—a + it/2) cosh(b — a + in/2) ~ isinha sinh(b—a)' 


i ji T) ere 
res 一 5 十 二 )， = 
2 cosh z cosh(z + a) [cosh(x + b)]' 
e (7e tin)p/2 1 ebpo -inp/2 


z-—b4in/2 


F cosh(a — b + in/2) cosh(—b +in/2) i sinh(a—b) sinhb` 


根据 留 数 定理 , 有 


R e^ PT F 
L. cosh x cosh(z +a) cosh(x + b) S 


T e-PR-ipy 
Y / cosh( R + iy) cosh(a + R + iy) cosh(b + R + iy 


id: 
) y 


—R e- Prin) 
T f : : -rdg 
r cosh(z im) cosh(x +a +in) cosh(x +b + in) 


0 epR-ipy 
十 : - - — idy 
4 cosh(—R + iy) cosh(a — R + iy) cosh(b — R + iy) 


e-inp/2 | il | eap cop 
T 


= 2m X 


sinha sinhb sinha sinh(b — a) hi sinh(a — b) sinhb] ` 


取 极 限 R> oo. 因为 


n eg-PR-ipy T 
jim. f cosh( R + iy) cosh(a + R + iy) cosh(b + R + iy) ig c 


0 ePR—ipy 4 
; idy — 0 
jm. f cosh(— R + iy) cosh(a — R + iy) cosh(b — R + iy) D f 


所 以 
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(eem f^ z 


_w Cosh z cosh(x +a) cosh(x + b) 
e?P ebp | 


sinha sinhb T sinha sinh(b — a) ^ sinh(a — b) sinh b 


— Dt X e-inp/2 |- 


化 简 即 得 


oc e pr 
d 
L cosh x cosh(z + a) cosh(z + b) " 
7t | 1 e2P ep | 


— cos(zp/2) | sinha sinh b d sinh a sinh(b — a) | sinh(a — b) sinh b 
(6.59) 
Bl 6.15 计算 积分 f ám on FP , 其 中 a 为 实数 . 
解 本 是 中 的 被 积 函数 是 周期 函数 -二 和- 与 


Poo pd 1 
L+R Mmi Xr—7 r+ 
的 乘积 ， 即 


f d e? dz 1 ( / d e? dz T T e7 dg ) 
2 2a 42 2 2 2 52a . |， 
Lgs 679 dem que 4- qm 270 X Jag 6^7 4-6*9 m — qa agg G7 3:946. ge 


所 以 仍 可 采用 图 6.13 中 的 矩形 围 道 , 只 是 被 积 函数 应 当 取 为 
B" 1 
f(z) = e?z 十 e2a z ni 


这 时 围 道内 有 三 个 奇 点 : z= mi z= 二 a 十 ni/2 和 z= lna + 37/2, 留 数 分 别 为 


ez 1 
res f (ri) = stu aa EE 
Ti 1 e^ cold QE 
res f(a + 7) " JSa-mTüleaemi2a a= 
,Bry 1 e7 n NA 9a 
res f (a 2 ) ~ 9z—miiz-a&sm/2 2a4mi/2' 


因此 , 由 留 数 定 理 , 有 


R ez dz n I eRtiy idy 
Re +e p—mi Jg eRtiy)+e R+iy-— nmi 


-R ez dz 0 —RHy idi 
f " er 4 ea pL Jon e?(-R+iy) + e2a —R + iy — mi 


di 1 i e^? " ] e 
= 2ni | 一 : 
1 二 ez 22a-—7/2 22a-mi/2 
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取 极 限 R> oœ, 因为 


li i ePtiy idy u 
Eos o e(R+iy) + ea R.iy—-m ^ 
, 0 e` R+tiy idy 
lim - : -二 0, 
R 一 co Jon e2C- Priv) + ea — RE + iy — mi 
所 以 
dd e? 1 1 1 27re ^ 
- > | ag = 2 一 
E. e27 十 e2a (二 x) ( 1 +e22 m) 
亦 即 
I e7 dz 27re 1 (6.602) 
= = ' .60a 
Lo €T 十 eza Z2 十 T2 4a2 十 T2 1 十 e2a 
reto 讨论 


1. 若 a X24 X, —n/2 < Ima < n/2, 本题 的 结果 仍然 成 立 . 


P t dt 
Zt ios T = 一 Z PN > UU RN aet 
2. 作 变 换 ez — t, e? — b, 则 本 题 的 积分 即 化 为 i BIB uL 因而 有 


1 dz m 1 1 | ije T (6.60b) 
o 224-0 |?z 52 b 4In2b+n 1407 "S 2 - 


是 否 也 可 直接 采用 留 数 定理 计算 此 积分 ? 
3. 在 (6.60b) 式 中 代入 b= 1， 即 得 


2S uL dz 2 1 
n Rr m d (6.60c) 


更 进一步 ,还 能 导出 


T 1 dz 1 | (6.60d) 
o z?-11ln?zemz2 Ji Hlm rre m 4 i 


例 6.16. 计算 积分 上 T dz. 


sinh x 


解 本 题 和 例 6.11 相似 , 故 取 被 积 函数 为 f (2) = z/sinh z, 仍 采用 和 矩形 围 道 ， 
和 矩形 的 高 为 m 由 于 z =0 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , 无须 特 殊 考 虑 , 但 z= d 是 f(z) 
的 奇 点 (一 阶 极点 )， 故 围 道 应 稍 作 修 改 , 见 图 6.14. 根据 留 数 定理 , 有 


R T ; R-ó : 
{ — dcs f ili ef 
_pr sinhz o sinh(R +iy) rR sinh(z 十 jzr) 


T -R "EN. 0 u x 
«f a dz+ f E dz+ f Nec a ERN] 
c, Sinh z _s sinh(r-im) Jr sinh(—R+iy) 
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因为 


lim (z — 7i): — 


- TÌ, 
( sinh z 
所 以 
Z s i 2 
im f E dz = —nixí(-mni)--m. 
同时 由 于 R 一 oc 时 , 有 


2nR 


T Š: 7t 
f RTN dilg { 
o Sinh(R + iy) 0 


0 = : T 
/ 二 < 
4 Sinh(—R- iy) 0 


R+iy 7" 2R 
—— < = 
sinh(R + 2 dy < Í sinh RY 


sinh R 


2nR 


» 0 


所 以 , 取 极 限 R 一 oc, 6 — 0. 就 得 到 


oc oo ; 

qu 
/ — dz + / - T es. 
Jag Sina Ja Sinh x 


Tod I 
/ - 二 dz = ir. 
二 2 


rg ”讨论 可 和 否 采用 半圆 形 围 道 计 算 此 积分 ? 你 能 预料 会 遇 到 什 
例 6.17 计算 积分 / | e dz, 其 中 o 0. 


因此 


R 仍 采用 图 6.14 中 的 积分 围 道 , 计算 复 变 积分 f Ton 


sinh z 


[. sin oz ard i sina(R + iy) T E sin Q(z + ir) Js 
J-g sinhg o 8 


sinh(R + iy) R sinh(z + ir) 


-f sin ie PE 广 sin a(a +in) a f Su REI. 
c, sinh z Jg 8 4 sinh(—R + iy) 


sinh(z + iz) 
类 似 于 上 题 的 计算 ， 因 为 
ij sin oz 


lim (z 
z—7uü 


: 一 = —i sinh ta, 
sinh z 


—R-iy x 2R 
一 一 一 一 -一 一 | dy € dy = 
sinh(—R + iy) | Y o sinh R á 


么 困难 ? 


idy — 0. 


sinh R 


(6.61 


> 0 


) 
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所 以 
lim f 20107 dz = —im x (—isinh na) = —7 sinh na. 
8—0 Jc, sinh z 
同时 由 于 
n «f sina(R + iy) u 
o sinh(R+ ivy) o |sinh(R + sinh(R + iy) 
™ cosh aR j n coshaR 
= ———— —, R = 60; 
e ' sinh g sinh R | S 
[ sina(—R - iy) Ry); "EXAM f sina( sina(—R + iy) 
c 
- sinh(—R + iy) Rd) o IJ» sinh( sinh(—R 4 iy) 
7 coshaR n coshaR 
d = 一 一 一 一 — " 
i sinhR Y sinh R 9, Le, 


所 以 取 极 限 R 一 oœ, 5 一 0, 就 得 到 


ES . 

sin QT sino(z-7u . 

- dz + ( dz — n sinh na = 0. 
spo Sinh dies sinh x 


注意 到 sin a(z +m) = sin az cosh na +icosaz sin7ra， 所 以 


^ sina(z+ mi) 7 sinag 
— — —— dr = cosh na da 
` oo 


sinh x Jas Sinh 
于 是 最 后 就 得 到 
^ Sin az n sinh ma TQ 
和 三 于 一 一 一 一 nh —. 9.62 
f. sinhr ^ 1 + cosh na TUN 2 Ban) 
ran d 


1. (6.62) RÆ a = 0 时 亦 成 立 . 
2. JE él cote 9T XJ. eicz/ sinh z， 但 积分 围 道 需 稍 作 修改 . 
3. 可 否 采 用 半圆 形 围 道 计算 此 积分 ? 是 否 也 会 遇 到 什么 困难 ? 
4. 作为 练习 ， 请 读者 证 明 


D zr cosoc 27? e^ 
oo 


dz = : 2 i 6. 
sinh x ! (1 LL ena)? oz0 (6 63) 


Bl 6.18 计算 积分 I _ Smt 0 an EREMO HÉrzl 
0 


1-2rcosr4r? 
解 这 是 采用 矩形 围 道 计 算 定 积分 的 一 个 特例 , 特殊 之 处 在 于 和 矩形 的 宽度 有 限 
(为 2n) 而 高 度 趋 于 œ, IUE 6.15. 计算 的 复 变 积分 是 


f. fide e $ 
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图 6.15 应 用 于 例 6.18 的 矩形 积分 围 道 


这 时 被 积 函数 的 奇 点 为 z = inr +2kr 大 二 0, 士 ] 士 )…. 当 0<r<1 时 ， 这 
些 奇 点 全 都 位 于 围 道 之 外 ; 而 当 r > 1 时 ， 围 道内 只 有 唯一 一 个 奇 点 (一 阶 极点 ) 
z 二 ilnr. 下 面 就 分 别 讨论 这 两 种 情形 . 

当 0<r<1 时, 按照 留 数 定理 , 有 


T R ; -n ; 0 : 
í T rciR —T d 

f E ds f C iay f DE E dz+ f 过 idy D. 
cof 8719 o re uo a R Tte 


4 Roo. 因为 


R ; 0 ; oo Bu 

-T d 2n 
lim / TW iay f LR dy =m | 二 人 
Roco | Jo 7 十 ey g Te o Te Lu 


同时 , 34 R> oo 时 , 有 


7t 0 TE 
E g a 
— dz -[ —m es f =z 
aep P 68 3 wd NR g a 
x 


元 
T sinc 
€ S 
o l-2rcosr-r 
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由 此 即 得 


T sing 


ir=2 m(1+r) 0<r<l (6.64a) 
at = n q^). T 2 , 
o l-2reosr-r? r ? 


当 7 > 1 时 , 需要 计 入 被 积 函 数 在 奇 点 z = ilar 处 的 留 数 
| z } z lnr 
res - 二 一 一 一 = 一 一 . 
r= gz z=i Inr le^ lz=i Inr T 
重复 上 面 的 计算 , 又 可 得 到 


i T sing 27ü 27ü 
2i dr = — lnr — — ln(l . 
Ji 1-2rcosz-:2 7 d T RU deg 


即 


s T sin T 7 1 
f a rl | 一 li) /i (6.64b) 
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例 6.19 计算 积分 “pf I dz A vp. [ Sa, 其 中 a>0, r>0. 
po mX—m Jg X^—T 
解 本 题 的 特殊 之 处 是 在 实 轴 上 有 奇 点 : z = +r， 积 分 围 道 应 避 开 这 些 奇 点 ; 
同时 希望 使 得 计算 尽 可 能 简单 ,能 一 次 就 同时 算出 这 两 个 积分 , 因此 采用 的 复 变 积 
分 为 £ 7 — de. 而 积分 围 道 如 图 6.16 所 示 . 根据 留 数 定理 , 就 能 写 出 : 


emp 
r—ó iam iaz R lac iaz 
e e e e 
/ às | dz 4 / di 4 J dz = 0. 
Jeu T Cpl = p Jr4ó * —T Gg €T 
eia? . 1 
lim(z —r)- eo lim — 
z—T E c—T z—o002—T 


所 以 分 别 根据 小 圆 弧 引 理 及 Jordan 引 理 , 有 


eie? . eiaz 
lim dz = —ime'", lim dz — 0, 
Cr 之 


0 一 0 G aSr R—oc 


图 6.16 应 用 于 例 6.19 的 积分 围 道 
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因此 , 取 极 限 R 一 oo, 6 — 0. 就 得 到 


"oo aias oo > iar 
v.p. / e _dr= vp. | 名 re da 
E —0 


; m3 a 
og RT qm 


dz = ine". 


Se pcosar+ixr sinar 
v.p. 


ga v2 
T ge — 


比较 实 部 和 虚 部 ， 即 得 


pp OBL T. 

v». f -aL daz z Snar, (6.65a) 
oc y si " 7t 

vp f nae dr = — cosar. (6.65b) 
o T=7 2 


例 6.20 计算 积分 [^ EEDE Das, tih as. 
0 D^ ud 
解 因为 


™ sin(z+a) sin(z—a) 1 f^ cos2a—cos27x 
f 1332 dm ij. 72 32 da, 
所 以 考虑 复 变 积分 
e2ia zà e2iz 
2 = j. Sg dz 
其 中 积分 围 道 C 见 图 6.17. f(z) 在 积分 围 道内 无 奇 点 ， 故 
了 LÍ o ~ EN «f E o E 
-R g i p, 2 —u 
R 2ia  42ir 2i .— 42iz 
«f — M a e z dz = 
aa 2 =a Gy =g 
因为 
. eia e?z —i sin 2a . ; 1 
„n f "aj z2—a? | a i pma: z2—a2 | 0, Im. 22 一 Q2 0, 


图 6.17 应 用 于 例 620 的 积分 围 道 
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所 以 有 


e? 一 e T. 
des ^in 2a, 
a 


比较 实 部 , 就 给 出 


J Sus 2 B x 25 dz gh 2a, (6.66) 
i-a gA — a 
f sin(x n — a) ips = sin2a. (6.67) 


例 6.21 计算 积分 f Pan 0<p<1, 其 中 0<g<1. 
解 应 该 先 计算 wp. | as. 为 此 ,考虑 积分 f (oai f Las 
© = 
其 中 积分 转 道 C 如 图 618 Bras BERIE A 


pz —ő pz pz R Prt 
f a =] : dz 4 / : à f £ de 
JG, 1-8 Ja l~e" 


=R 1—e* 


C 工 一 ez 
27x AP(R+iy) € ep(r-2mi) eP? 
e 
— idy 十 dz + dz 
tj 1-eRHy Y R l=e g, l—e? 
eH ep (c 27i) 0 ePC- Rriy) 
———.—dt —— idy — 0. 
i T. l= i h b b , 
因为 
F e ` 
lim z —-—], lim (z—27i)- = 一 6i2rp， 
z 一 0 1 一 ez z—2mi l—e* 


图 6.18 应 用 于 例 6.21 的 积分 围 道 
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所 以 
pz pz * 
lim / Z dz — mi, lim f Š dz = miet ?™?, 
40 Jg; l—e* £€—0 Je 1— e? 
同时 考虑 到 
27 eP(R+iy) 27 | ep(R+iy) 
Í 1 三 Ri y < f ] 一 eR+iy dy 
27 eP R eP R 
«f 两 i99 = 2 R] » 0 
Jp € gu 
0 ePC- Priy) T P Í eP(-R+iy) " 
— i < — |d 
Sic 12 已 一 下 十 这 y 5a {= e` R+iy y 
27 —pR —pR 
e e 
S d 2n 0 
n --e-R'V j—.53 7 
所 以 就 得 到 
oo ePt ] 
(1 — e?n?) x v.p. / dz = ~ri (1 + e°?) 
Jig de 
即 
99  gPT EP ei27rP 
v.p. rD TET dz = —7i DII Tt cot Tp. (6.68) 
由 此 就 求 出 了 
v9 eps — eI? 
"i sd? = m (cot np — cot nq). (6.69) 
—8 一 e 


例 6.22 计算 积分 vf 2 oy, 


x 12—5r—6 


解 考虑 复 变 积分 d ra = d 一 “qz, 其 中 积分 围 道 C 如 图 6.19 
C Q4 —02— 6 
所 示 . 根据 留 数 定理 , 有 


图 6.19 应 用 于 例 6.22 的 积分 围 道 
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iz eis ir ei? 6 ir 
ze ze ` Te 
一 -一 一 一 dz = 一 -一 一 一 d2 + = 十 ————— 
f. C Í, r2 5r 6 L3 -Ba-6 ^ ye E E ET 


ze? R ge? ze? 
十 -一 一 一 dz 十 一 -一 一 一 d2 十 f —— -— dz = 0; 
f 22 一 5z 一 6 |. z?—5r—6 py £—92—6 


现在 分 别 计算 沿 半圆 弧 C. Cs 以 及 Ca 积分 的 极限 值 . 因为 


. ze? l i; zeiz 6 gi 
Sum rU E ized o T 2 uomo T 
所 以 
ze mi i à ze” 67i _6 
im f E y* im f z? 一 = 7“ 
又 因为 
之 
litt) ———- ——Z =l, 


zoo z2 —5z — 6 


由 Jordan 5| X 
ze” 
li 一 -一 -一 一 dz =0. 
Bao f. z22—5z—6 


WIERE £ 一 0, 6 一 0, R> oc. 综合 以 上 结果 就 有 


oo noir u— | 
v.p. / 2 dr = 7 (e^! 6e 9). 


Z2 一 57 一 6 
取 实 部 , 就 有 "EN 
v.p- J. uu 6dz = 7 (sin 1 — 6sin6). (6.70a) 


如 果 取 虚 部 , 还 可 得 到 另外 一 个 结果 : 


> zrsin T 
vp f c gag =z (cos 1 + 6 cos 6). (6.70b) 


一 Do 
OO -3 d. 
例 6.23 计算 积分 [ Ts 
Jo 
解 因为 
PE en er — eiry’ _ e7 3e? + 3e? — e-e — — sin3z — 3sinz 
i 2i i 8i 4 


所 以 应 考虑 复 变 积分 d ras f — 3 as. 其 中 积分 围 道 C 如 图 6.20 


23 


所 示 . 选择 这 样 的 被 各 函数 ,是 考 蝶 到 它 的 虚 部 就 给 出 所 要 求 的 积分 , 同时 2 — 0 
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图 6.20 ”应 用 于 例 6.23 的 积分 围 道 


又 只 是 一 阶 极点 ; 而 若 简 单 地 取 被 积 函数 为 (e9* — 3e7)/2? 的 话 , 则 > = 0 为 二 阶 
极点 , 因而 沿 Cs 的 积分 的 极限 不 存在 . 于 是 , 根据 留 数 定理 , 就 有 


ei3z o 3e? dog 一 0 el A 3eit +9 n SA 3eiz 4-9 
=i = n AE —— —Á(: 
JC — JC, 


F " gq3 E 
MR gi)? — 3eiz d. 33 ”ei3z _3eiz 十 2 
十 3 dz 4 3 dz=0,. 
Jó T JCg z 
因为 | 
B; 3e*+2 1 
lim z 2 3 x —-—3, lim z "Du 0 lim 一 三 0 
z m 2—o0 2 z—oo Z 
所 以 
i3z „iz : 
3z — ge^ +2 i 2 
lim i e e = i, lim J -qz = 0, 
6 一 0 Jc, z Roo Je, 7 
J3z eiz 
lim / dez, lim / 一 dz 一 0 
R—oc C Z R=% ， CR zZ 


BUR 5 一 0, R — oc. 就 得 到 


oc ei37 3eiz E, . 
J dz = —37. 


q3 
65 m 


比较 两 边 的 虚 部 , 有 


^" singz — 3sinz 
可 dr = —37. 
J —oc T 


所 以 


; 3 
f TS dr z F (6.71) 


2n+1 T 


例 6.24 计算 积分 广 eu dr. 
解 根据 Euler 公式 ， 有 
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eTit; 2n41 2n41 2*1 jo, ee z i 
sin?” t! z - (£5 ) " -(z J n p^ ya gyan "t gni 


k=0 


\ 
1 2541 2l 2n-lN ;5, Edu 
2 i(2n+1—2k)z 
m "E "( k ) 
-qy e ./2n4-1 
= ES ow pu sinn 1- 28) (6.72) 
k=0 


因此 , 考虑 复 变 积分 Lx JU) az, 其 中 积分 围 道 C 仍 如 图 6.20 所 示 , 而 


n 


1 加 = eor? je CHIC BBS — Qaa-i(2); 


k=0 
其 中 Qa, (2) 是 不 超过 2n — 1 次 的 多 项 式 , 使 > = 0 DRRR f(2)/ 22"! 的 
一 阶 极点 ， 即 g es 为 f(z) 的 2n 阶 零 点 ， 则 


n 


n+1 
S (9 y ) [i2n +1- 2k)]' - QU _ (0) =0, 1—0,12,--.,2n 1. 
k=0 


注意 到 (6.72) RUK r =0 是 sin?**! r 的 2 十 1 阶 零点 ,于 是 就 有 


n 


Q2n—1(0) = Der), 


k=0 
— 2n+1 
Q5,-,(0) = CD 人 jen+l-2=0 
k= 
gt sje Y cor" esa; 
k-—0 


E (2n 1 , 
Que P = 3 cn p^ )an-i- ain, 
k—0 
Qiu - c1 = (^P nt- 2i ?n-1 一 0. 
k=0 


由 此 即 可 定 出 


n—1 n 
(—1)" 2n+1 
Q2n—1(z) = (20)! pej ( n )ana- 2k)^ iu 


k=0 
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即 Qu, a (2) 是 2n - 2 次 的 偶 次 多 项 式 , 系数 为 实数 . 根据 留 数 定理 , 有 
一 9 7 
[gae [ Ia. EI uy das 


-R q2n41 T C; z2n+1 q2n4! gU Cn z2n41 e 
cat Q2n—1(2) 
2n—1 
m, gm 0, jm gn 一 0, 
所 以 
i(2n4-1—2k)z 
lim rrr cai dz = 0, lim Qon-1(2) dz — 0. 
Roc Jop nl R>œ Jo, z2n+1 
将 这 两 部 分 合并 起 来 就 得 到 
(z 
Jum |. 22n41 =0 
男 一 方面 , 因为 
1 z 27 十 1 \ i(25 
in 40. - m de oco )emm eae 
k=0 
= 1 ds ji [ 2n 1 ,. 2n 
- Gaji 22-0 ( Á ün-e 1 - 24) 
k=0 
所 以 


med 8 aec Dm : (—1y (E nei - a. 
JCs $ 0 


取 极 限 5 — 0, R 一 oo, BIfR 
| I i m dr = COT D» 1)* a jen ed — 9ky. 
比较 虚 部 ,并 注意 到 Qo, a (c) 的 系数 为 实数 ， 就 得 到 
dn ey prid sin(2n 4-1— zd ds 
sies c ue ncs 


= -N (2n 4- 1 — 2k)?" 
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最 后 就 求 出 了 
sb ud CENE NS gf9u-FIN f2n+1  ， "d zi 
J. g2n+l da= (2n)! 2.70 ( k ) ( 9 K) ; (6.73) 


Bl 6.25 计算 积分 / ~ 


gn 


J —oo 
f 根据 Euler 公式 ， 有 
. s 2n 2n 
"E (* z -ye 0 ne rS- »(t)e i(2n-2k)z 
i 


- Lr k Soit e cos(2n — 2k)z + (-1)" D (6.74) 


TL 
k=0 


因此 , 考虑 复 变 积分 d FO as, 其 中 积分 围 道 C 亦 如 图 6.20 BER. 而 
JC 


59) - Scar joma , CP" (99) o o, L0, 


k=0 


其 中 Qo, 2(2) 是 不 超过 2n — 2 次 的 多 项 式 , 使 2 = 0 为 被 积 函数 f(z)/z2” 的 一 
阶 极点 , 即 z= 0 为 f(z) 的 2n — 1 NER 


a n —1)" /2n 
Mc f ) + E [- ) 一 Go2n-2(0) = 0, 
cv [iom 2x) —QD ,(0—0,  1-12...,2n-2. 


k=0 


注意 到 (6.74) RAR r — 0 是 sin?" r 的 2n NEA, 于 是 就 有 


= [2n (—1)” /2n 
_(0) S1) [4l E 
Sa 2 H ( k ) i 2 ( n ) 
n=1 ; 
Q5s-200) — 19 X D^ (A) m 2k) 


n—l 


$20) = (一 Di S Co (2) m-ao5, 


k=0 
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o 3P(0 — an $i (y 2m —2k)?n-? = 0. 
由 此 即 可 定 出 
n—2 n=l 
Q2n—2(2) - ur 7n as oen HS ") an- aj p 


BI Qo, 2(z) 是 2n — 3 次 的 奇 次 多 项 式 ， 系数 为 纯 虚 数 . 根据 留 数 定理 , 有 


R 
"Oa, f Barf Berf Peas o 
-R HA TL Jos g n a LE Cn z m 
因为 
lim -z —0, lim z:—- —0, lim z. md al — 0, 
z—oo ZN z—oo gen z—00 
所 以 
i(2n—2k)z d E 
lim : 2 dz -—0, lm fi 2 —0, lim msl) zi. 
R 一 co Jon gen Roo Jog 2” H—oo Jo& gn 
这 几 部 分 合并 起 来 就 有 
lim Te de -—0 
Roo Jo, Z Th 
另 一 方面 , 有 


f(z) = r4 gin 20) | (—1)" /2n 
lim z- mu lim 7 2n—1 2,C) 1)* (2n—2k)z | 2 H Q2n-2(2) 
fi—1 2n 
= (—1) HS , (2n — 2k)]?"1, 


所 以 


f(z) E psci 4 2n 2n-1 
hw f E dz = =mi x Qn — Di 2 (2n — 2k) 
n—i 
= n+l " 2n— 1 
Exp) mm M: Jan 2k) 


k=0 


取 极 限 6 一 0, R 一 oo0， 即 得 


= Fm) S " 7T 2n "E 
zm ds ([-1) Qn — 1j 3 x DY) m - a 1 


=09 | k=0 
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比较 实 部 , 并 注意 到 @zn o (c) 的 系数 为 纯 虚 数 ， 就 得 到 


e EA 2n (—-1)" /2nN | dx 
"ai 5E ) cos(2n—2h)z + c» ) E 


OO 3. 24v 
Iz no2n-—1 sin T -m 
s(n a 
—60 p 


EX Pe Si n (A) en - 2, 
k=0 


最 后 就 求 出 了 


B T ie 2n i 
= (2n- 1) 2 1) (t) ky, (6.75) 
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上 一 节 的 例 6.24 与 例 6.25, 甚至 包括 例 6.23. 讨论 的 都 是 f^ (om) dz 型 积 


分 的 计算 . 在 应 用 留 数 定理 计算 这 几 个 积分 时 , 关键 , 或 者 说 难点 ， 在 于 通过 适当 的 
演绎 , 寻找 出 合适 的 复 变 积分 . 更 仔细 地 说 , 这 几 个 积分 ， mm | Q(x) sin pz dz 


或 | QU) cospz dz 型 积分 (p > 0). 按照 传统 的 做 法 ， 为 了 应 用 留 数 定理 计算 这 


类 积分 , 核心 是 在 构造 复 变 积 分 时 , 不 是 简单 地 将 Q(z) sinpz 或 Q(z) cospz 延 拓 
为 Q(z)sinpz 或 Q(z) cospz， 而 是 需要 将 原 被 积 函 数 中 的 三 角 函 数 改 换 为 指数 函 
数 , 即 应 用 留 数 定理 计算 围 道 积分 d. Q(z)er*dz, 并 且 在 积分 围 道上 只 许可 出 现 一 
阶 极点 . 本 章 前 面 几 节 中 , 也 多 次 出 现 这 种 类 型 的 无 穷 积 分 , 我 们 也 是 这 样 处 理 的 ， 
无 一 例外 . 之 所 以 采用 这 样 的 办 法 , 是 因为 在 函数 sin pz 与 cospz 中 都 含有 ez, 
其 模 在 上 半 平 面 的 范围 内 趋 于 oc 而 非 趋 于 0, 因而 为 处 理 沿 上 半圆 弧 的 积分 带 来 
一 些 困难 . 选择 围 道 积分 f Qera: MI f Q (z)sin pzdz 8k $ QC) cos pede. 其 
用 心 所 在 , 正 是 为 了 避 开 这 一 困难 . 但 正如 在 第 一 章 中 就 已 经 指出 的 , 我 们 绝 不 可 
以 将 这 一 困难 绝对 化 ， 更 不 应 该 把 它 看 成 不 可 克服 的 困难 . 特别 是 对 于 例 6.24 与 
6.25 中 的 积分 , 与 其 要 通过 一 定 的 演绎 才能 找 出 合适 的 复 变 积分 , 还 不 如 直接 计算 
围 道 积分 f QC) sinpedz 与 $ Ql) cospzdz. 本 节 就 遵循 这 一 思路 ,探讨 这 一 新 
方法 的 切实 可 行 性 . 不 仅 如 此 , 我 们 还 将 看 到 , 应 用 这 一 新 方法 , 在 处 理 某 些 积分 
时 可 能 更 为 简单 . 
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为 此 需要 建立 一 个 新 的 引 理 , 它 是 留 数 定理 与 Jordan 引 理 相 结合 的 产物 . 
补充 引 理 ” 设 函数 Q(z) 只 有 有 限 个 奇 点 , HE FFM (~r < argz « 0) 的 
范围 内 , 当 |z| 一 oo 时 , Q(z) 一 致 地 趋 近 于 0， 则 


dm L Q(z)e ?dz = 27i 5 res {Q(z)e >} s (6.76) 


全 平面 


其 中 p> 0, Ca 是 以 原点 为 圆心 ,及 为 半径 的 半圆 弧 , 位 于 上 半 平 面 内 . 
证 以 原点 为 圆心, R 为 半径 作 圆 |z| = R. 按照 题 设 , 只 要 REER WE 


f Q(z)e ?dz = 2ni y res (Q(z)e-ir*) 
|z|-R 


全 平面 


因此 , 同样 也 有 


lim / Q(z)e ?*dz = 2ni x res {Q(z)e ^"^). 
|z|-R 


R—oc 
全 平面 


男 一 方面 如果 将 此 圆周 位 于 上 半 平 面 内 的 半圆 弧 与 位 于 下 半 平 面 内 的 半圆 弧 分 
别 记 为 Cr 与 Ch» 则 由 Jordan 引 理 有 


R—oo 


im f Q(zje Pdz = 0. 
CR 


两 式 相 减 , 即 可 证 得 


jm f. Q(z)e ?dz = 2ri M res [Q(z)e 9*1, 
R 全 平面 
cg 讨论 关于 这 个 补充 引 理 的 内 容 ， 有 几 点 值得 注意 : 

l. 从 实用 性 来 讲 ， 本 引 理 主要 适用 于 CR 为 半圆 弧 的 情形 . 如 果 CR 超出 上 
半 平 面 ， 引 理 仍 成 立 . 如 果 CR 位 于 上 半 平 面 , fed R> oo 时 , 其 张 角 con, 则 本 
引 理 不 成 立 . 

2. 对 于 函数 Q@(z)， 只 要 求 它 在 下 半 平 面 的 范围 内 一 致 地 趋 于 0， 至 于 它 在 上 
半 平 面 范围 内 的 行为 ， 没有 任何 要 求 . 

3. WFA Cr 积分 的 极限 值 ， 不 只 涉及 上 半 和 平面 内 的 奇 点 ， 也 涉及 下 半 平 
面 内 的 奇 点 . 

4. 本 引 理 也 可 表述 为 


Q@(z)e- zzdz = —2mires (Q(ze 7", .. f 
Cr 
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到 在 就 可以 应 用 此 补 讽 引 理 重 新 讨论 全 623- 例 625. 为 了 计算 (7 tas 


可 以 直接 考虑 复 变 积分 f Ede, 其 中 积分 围 道 C 为 如 图 6.11 所 示 的 半圆 形 转 
道 . 要 特别 注意 , 因为 对 于 现在 选取 的 被 积 函 数 ，z=0 为 可 去 奇 点 , 所 以 积分 围 道 
无 须 绕 过 > = 0 A. 此 时 ， 在 积分 围 道内 无 奇 点 ， 故 根据 留 数 定理 (或 Cauchy 定 


#), A 
sin? z R sin? g sin?z 
3 dz = 3 dz 4 : dz = 0. 
Jc € Jede E Cr 4 


$ R oo, 则 有 


S9 win? sintz 。 一 一 
dz = — lim 3 = Jum 
—oo r3 尼 一 co Gg z 


1 ei3z — 3eiz bres n das 
= lim dz. 
gm. 8i CR z3 
根据 Jordan 518, 有 
eid? 
lim f 3 dz =0, lim — d zx (J. 
R-—oo Cg z R—oc Gg z3 
同时 , 根据 上 面 证 明 的 补充 引 理 , 又 有 
. ei PUTES IE 
m Le 一 一 Wi = oi x res{ E: ks = 2ni- mes —Ti, 
e i32 —i3z L.58M2 
lim dz — 2mni x res {Ê 3 ) = p CW = 一 97ri. 
下 一 co Jon z3 z z=0 2 
由 此 即 可 求 得 


OO 4d 
jin? a TUNE 3 
/ I dz = = (0+0 — 3i + 91i) = 一 

a d &i 4 


?? sin? g 3m 
3 dr = —. 
Jo T 8 


同样 可 以 计算 例 6.: 24 及 例 6.25 中 的 积分 . 我 们 甚至 无 须 区 分 n 为 偶数 或 奇数 ， 
而 可 以 直接 计算 / T d. 为 此 考虑 复 变 积分 了 dz， 其 中 C 仍 为 上 半 
平面 上 的 半圆 形 转 牙 我们 有 


"af R OT 
san z sin" x sin z 
f dz = / (xL t J — dz =0. 
Cc 4 YeR qe Cg 2 


亦 即 
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f 
J xx. dr 三 一 lim / E -dz 
dn T Roo Gn zn 

1 T — izin 

— — ]im z7 s: > ) dz 

一 Go (21) Cg 之 

1 n @i(2k—n)z 

— — lim 一 ( y-( f — — dz. 

R—oc (21) 2. k CR zn 


当 2k—n 2 0, Bl k 2 [((n 4 1)/2] 时 , 根据 Jordan 引 理 , 有 


ei(2K 一 n)z 
lim E — dz — 0. 
R—oo. Cn z" 


2452k—n«0, BI k< [n/2] 时 ， 按照 上 述 补充 引 理 ， 又 有 


ei(2k-n)z e-i(n-2k)z 
lim fi r Hw =mi xs t | 
R—oc Gig Z 之 z=0 


= 2m X f : Di [ i(n 2))]" ^. 
于 是 就 得 到 最 后 结果 
> gin ] MA N deg 
i a 9 — Qus Lu (mon - 297 
S 


SERI a» JG -5) e. (6.77) 


回顾 一 下 例 6.24 与 例 6.25 中 的 计算 ， 法 才 可 以 看 到 计算 入 繁 和 度 上 的 明显 关内 


n? 2»... 
i 1 


用 同样 的 方法 甚至 可 以 计算 L — 


H " pl 
oo sin” ^?" 4 : sin” t?™ z 
a^ des lim se 
a a R—oc Ga z 


1 iz _ 4,—izYn4-2m 
lim Í (e E^ dz 
C 


Roo (21) zn 
n+2m — 
1 /n+2m @i(2k—n—2m)z 
= lim : ( jome À ) / da 
Ro (2j)n-F2m 2. k Jes gn 
[n/2]-- m i(2k-n—2m)z 
I .[n+2m ei (2k n—2m)z 
dnm lim "ul m CD ) Í — dz 
PBLayem P e) Jo om 
[n/2]--m 
T 1 miki TEMAN, rm n—l 
(n. — 1)! 22m 2. (-1) i k )G +m- k) : (6.78) 
i k=0 


还 可 以 计算 本 章 中 讨论 过 的 其 他 积分 , 例如 例 6.7 中 的 定 积分 
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r sin(a + 2n)x — sinax dz a> —1.n JERS. 
0 


sin x 1 十 Z2” 


为 此 计算 围 道 积分 f Ex x DAMM. - ， 其 中 积分 围 道 C 仍 为 上 半 平 面 
内 的 半圆 形 围 道 . 我 们 注意 到 ， 函数 


sin(a 十 2n)z — ginaz [gite t2n)z "I granis] ES [ei e daz] 


sinz egi? 一 e-iz 


i2nz _ 1 —i2nz . 1 


— giat) e - nc e i 
ei22 e e-i22 LT 


在 全 平面 无 奇 点 (特别 是 在 实 轴 上 无 奇 点 )， 因 此 积分 围 道 无 须 绕 过 sinz 的 零点 
z= kn, k = 0, +1, +2,- . 根据 留 数 定理 , 我 们 有 

f sin(a--2n)z —sinaz dz 

C 


sinz 1 十 22 
n R sin(a--2n)r —sinar dz | Í sin(a+2n)z — sinaz dz 
asit sinx 1+2? ' Jo, sin z 14-2? 
— sin(a--2n)z —sinaz 1 
= 27ri x res 
sin z Er a 
1—e-?^ 1—e27 
= 一 (a 十 1) atl 
= Tle =F e AE 
| l1—6-? l—e? 
$ R— oo. WA 
7 sin(a + 2n)x —sinar dz 
T sin x 1 +r? 
1—e-?^ ] — e?" ` sin(a4d-2n)z —sinaz dz 
=m —.pe*1-— — — lim / - ) - 
1—e-? 1 一 e2 R>œ Jos sinz 142? 
I -— e-?n d e2n 
mL ts mr qus ar per 
L= Le 
i2 —i2nz 
li i(a4-1)z itid. —i(a-4-1)z go m] dz 
— um e -zz 4, t€ Tz z 
R> J Cp Ger o] e —lil-4z 


在 a > —1, n 为 正 整 数 的 条 件 下 , 根据 Jordan 9| E. 有 


,i2n 
lim gierDa dad ME. CNN 0 
R—o Jog ei22 — 1 1 +22 f 


同时 , 根据 上 面 的 补充 引 理 , 又 有 
e@—ilat1)z e ÓÜnz ni } 


. e nz —1 dz 
lim g ER = —2mi res 
5 e-i2z =J] 14 z2 » 1+ z2 e-i2z — 1 


R—oo 
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代入 即 得 
Ü sin(a 十 aum —sinar dr - 9ge- (^D j= gm 
ro sinz l-c-cr 1—e-? 
因此 
T sin(a + 2n)x —sinar dz wt d e ?^ 
一 Te — 
0 sinc 1-4 az? 1—e-? 


也 可 以 重新 讨论 例 6.20. 这 时 仍然 只 需要 计算 积分 f goea -a0 27 和 ,前 各 


zag 
分 围 道 C 仍 为 上 半 平 面 内 的 半圆 形 围 道 . 重复 上 面 的 计算 过 程 ， 就 能 得 到 
7? cos2a— cos 2r : 2a — cos2z 
/i 


. cos 2a . cos 2z 
= — lim 3 z dz + lim dz 
R—o0 Js S^ Roc Gg A^ cu 


. cos 2a : 1 gu sg tes 
— — lim f dz + lim i/ —————— ds. 
2 Jo, 


R—o Jc, Z? — a? R—oc 2? — a? 


根据 大 圆 弧 引 理 、Jordan 引 理 及 补充 引 理 ， 我 们 分 别 有 
1 
lim / 72 3 dz = U, 
R—oo Jo, 22— a 
i22 
lim f T de = f; 
R—oc Cg z^ — 
lim f SUI E = 29i M Te = Lu sin 2a 
i cer- 775 4 aaj) a à 


于 是 就 求 得 


© cos2a — cos 2r A lel 
3 5 dr = — sin 2a, 
M r?—a a 


亦 即 


T. sin(x + a)sin(z — a) dics pato: 

0 r? — a? 4a 

ET ”讨论 对 于 本 节 中 建立 的 补充 引 理 ， 也 绝 不 可 奔 大 它 的 作用 . 除了 上 面 指出 
的 补充 引 理 适用 条 件 的 限制 外 ， 有些 积分 ,特别 是 和 要求“ 成 对 ”计算 含 三 角 函 数 的 
无 穷 积分 (例如 例 6.5)， 尽 管 原则 上 仍然 可 以 应 用 补充 引 理 计算 , 但 因为 要 独立 计 
算 两 个 围 道 积 分 , 因而 失去 了 计算 的 简便 性 . 在 菜 些 情况 下 , 将 本 节 的 做 法 与 原 有 
做 法 (即将 三 角 函 数 更 改 为 指数 函数 ) 结合 起 来 ， 更 可 能 是 最 佳 选择 . 


例 6.26 计算 积分 T DES cosmz dx， 其 中 n, m 均 为 正 整数 . 


T 
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ME 仍 采用 上 半 平 面 内 的 半圆 形 围 道 C， 计 算 积分 f end. 因为 在 积 
分 围 道 内 无 奇 点 , 所 以 


:Nn R qan san 
Sin Z ; Sin X ,,. SIN z ; 
eimz dz = eimzdz + eimzdz = 0. 
zn m a 
© —R n CR e 


oo a d S Tb 
SA D aa l sin"z , 
/ e" 74r = — lim y ——— egg 
£n 


g^ R—oo 


n 


DA Ex ec n gi(2k-n--m)z g 
=- lim eN 2 1) (4) L — k (6.79) 
下 面 需 要 区 分 三 种 情况 : 
(1 m 2 n — 1. 此 时 (6.79) 式 中 的 大 = 0 项 不 为 0, 也 容易 计算 出 积分 值 . 但 
是 , 在 这 种 情况 下 ,还 不 如 从 头 计 算 : 


?? sing 1 [?? sin2z 1 f? sinr T 
L. » oszdr=3 | ^ =z f P dz = 5. (6.80a) 


(2mz2n2z2. 此 时 恒 有 2k —n m 2 0, 根据 Jordan 引 理 (2k — n --m > 0 
时 ) 或 大 圆 弧 引 理 (2k nm = 0 时 ), 一 定 有 


OO $T 
sin"z , 
f ——— e" dr = 0. 
yr 
—OO0 X 


/ sim cosmzdz = 0. (6.80b) 
— g" 
(3) 0< m « n. 此 时 (6.79) 式 中 2k -n +m 2 0 的 项 仍 无 贡献 ， 因 此 


oc $1275 M i 
sin"z , . Sin" ims 
/ — — dr= lim fi =m de 
ee W^ R—oo Og z 


[(n—m)/2] 


ii n @i(2k—ntm)z 
=- im mem -]p-* 2 — de 
Roo 2i)" 2. 20 H k E 


BENE hera ( 


E 5 b EM - n -m " n-l 
— (n—- 1)! 人 k 2 ) 


k=0 
比较 实 部 , 又 可 得 到 


7 sin” z PIE. yh RN RW NP m 
2 Ea cos mz dz = n— Di Di i» (—1) G)( 7 k) . . (6.80c) 
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在 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 时 , 如 果 涉 及 多 值 函 数 , 需要 特别 注意 的 是 有 关 单 
值 分 支 ( 亦 即 有 关 宗 量 辐 角 ) 的 规定 . 在 某 些 问题 中 , 也 还 存在 关于 如 何 选择 围 道 
积分 的 技巧 . 

为 了 节省 篇 幅 ， 从 本 章 开 始 ， 凡 是 涉及 沿 大 辆 弧 或 小 圆 弧 上 积分 极限 值 的 计 
算 , 均 将 直接 给 出 结果 而 不 叙述 理由 ,当然 , 需要 特别 讨论 的 除外 . 
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ge 


Bl 7.1 计算 积分 | ai X o1zacl 
JU 


) x?--r-4l 
E 被 积 函数 可 取 为 z^ /(z2 -- z - 1); 积分 围 道 如 图 7.1 所 示 , 其 形 如 玉 瑞 ( 见 
图 7.2)， 故 可 称 为 瑞 形 围 道 . 若 规定 在 割 线 上 岸 arg z = 0, 则 由 留 数 定理 有 


R za A 9 [mele] ' ze 
zb ; dz 4 gd» — — 35 dz 
Jo lr Ce L2 zT Jg l-cz-4c* c, ba^ 


" mil mem T 2241 Las) 


因为 在 -1<aw<1 的 条 件 下 , 有 


z9 d ge 
lim — dz — 0, lim J dz = 0 
$—0 Jc, lo zz R—oc Jo, ld zz 


图 7.1 应 用 于 例 7.1 的 瑞 形 积分 围 道 图 7.2 XE 
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所 以 , 取 极 限 R — oc, 6 一 0， 就 得 到 


a ge | 2m ei2ne/9 — giéno/3 2m sin(z/3) 
— ——— dr = — - cec usd ee deri 
o l+r+r? V3 ] — e?ne v3 sinna 


(7.1) 


另 一 种 办 法 是 取 被 积 函 数 为 z^ Inz/(1 十 z 十 22). 而 积分 围 道 仍 如 图 7.1 所 示 . 
经 过 类 似 的 计算 , 可 以 得 到 


^? g"nz œ (zei?7)" (In z + i2m) 
i Da 7 i itapo 4 
?* g* (1 — cos 2ra) In z + z?27 sin 2na 
E eS 
d x? 27 cos 2na + x? sin 27to 1n x dis 
0 


1 +r +r? 
2* Ing 
= zri( 


z? nz 
1 + 2z |z=e27i/3 1 +2z 


E 2ni (5 ei2rta/3 _ 4n amd 
z—e27i/3 | 3 i 


分 别 比较 实 部 和 虚 部 , 得 


"n z*(1 — cos 2ra) In z + z?27tsin 2ra d 4n? (2 . 4na . = 
xr = —- (2sin 一 一 
6 lor? 3/3 


广 x? 27t cos 27ra + z? sin 27ra In x 4r 
0 


dz = (2 S :OS jt 
Linda X 3/8 COS COS 


这 正 是 关于 


的 代数 方程 组 : 


4 / 
(1— cos27to) :T+ 27 sin 27ra : J = o (2sin Z2 -sin 72), 


3/3 


An? 4 3 
sin 2na - I + 2n cos 2na- J = A (2 COS s S =) 


3/3 
fg I, 即 可 得 到 (7.1) 式 . 与 此 同时 , 还 能 额外 求 得 


ru timg t 167? sin? (10/3) cos(1a/3) 
g 1l1+%+%2 3v3 sin? rta 


kg ”讨论 。 这 里 得 到 的 结果 ,其 实 正 是 证 明了 


"s mmm o [* ge 
jos aue d Mum 
o l+r+r Qa Jo l-r-z? 


的 合法 性 . 
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例 7.2 RESME, 应 用 贸 数 定理 计算 dL + rai 从 


1 — r cos 20 
1 — 2r cos 20 + r? 


而 导出 ue tan^0d0, 其 中 7 为 实数 , -1 < aw < 1. 
0 


图 7.3 应 用 于 例 7.2 的 积分 围 道 


E 取 积 分 围 道 如 图 7.3 所 示 . 规定 在 正 实 轴 上 argz = 0. 根据 留 数 定理 ,有 
ê (1+r)z? + (1—r) (zei™)e (12r)z?--(1—r) z% 
f, rr at tA n cU RE s 
[ (14-r)z?--(1—-r) zx? ida f (+r) + (1-r) 2% 

s ( C 


1 十 7)272 十 (1—7)? 14-72 | Jep (1+r)?z2 + (1-r)? 1+2? E 


TT (Lxr)g + (=r) z* 
= 27i y res ous 十 (1 一 r)2 1+2? } 


上 半 平 面 


应 用 小 圆 弧 引 理 与 大 圆 弧 引 理 , 可 以 证 明 


(T4424 (40—r) 2 
l dz = 
sbo f. (1 二 7)2z2 + (1-7)? 1+2? abs 


; (Lr) (1-7) 2° " 
i5 f. (1 二 7)2z2 十 (1 一 7)? 1+2? ipee 


因此 


inaj [7 (+r)? + (1-7) z* 
pe d (1--r)fz? 十 TE T 
E (1+r)z? + (1-r) 9 
ini: 2 S T (1 十 7)2z2 十 (1-7)? Ea] 


上 半 平 面 


下 面 先 分 别 讨论 r?<1 及 r?>1 的 两 种 情形 . 4r <1 时 , 被 积 函 数 在 积分 围 道内 
有 两 个 奇 点 , B > = e 与 xz= eir/2(1 -7r)/L+7)， 留 数 分 别 为 


1 2 4 (1-— a 1 ， 
| ( IS rl n z z} = lLgme/2 
(teret (l= IFS] A 
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{ (1+r)z2?+(1-r) za } ( 
res 4 一 -一 一 一 一 一 一 一 人 
Ü-rPe--—f)91-c-2*]. 1 


因此 


oo 2 a ,Nta /2 —r\a 
n (Lctr)z^--(1-7) x dz Te 1e [1 7) 
o (L-rfz? 十 (1-7)? 13-2? 2 14r eine 1 十 7 
T l—r4e 
— 4 cos(na/2) h + is | i (7.38) 


当 r? > 1 时 , 被 积 函数 在 积分 围 道内 的 奇 点 为 z = e7/? 5 z = ein? (r—1)/(1+r), 
在 z= e 处 的 留 数 同上 , 而 z-—e77?(r—1)(024r) 处 的 留 数 为 


2 
"T" EDS z“ } - (Lyman, 
(L-- r)?22 -- (1 — r)? 13 Z? J assa py ti\l+r 


因此 ， 


(Ire tar) s dz = Z Em h ET 


(1 二 r)2z2 十 (1 一 r)2 1 十 Z2 "  21-ei"e 


= (e| (7.3b) 


当中 =1 即 " = 二 1 时 特别 简单 , 这 时 的 复 变 积分 就 是 2d ds. 由 于 在 积分 
围 道内 只 有 一 个 奇 点 : = ein/, 应 用 留 数 定理 就 能 计算 得 


1 oc p 
i/ sA Pe e (7.3c) 
0 


ics d cos(71to//2) 


总 结 以 上 结果 , 并 作 变 换 z = tanb, 就 得 到 


TT 1 一 7 a 2 
4 cos(na/2) iG) | Le 
/2 1—rcos20 a 元 
1—2r cos20 十 72 mur gar 4 cos(10//2)' r'—1l, (T.4a) 
7t p=] ë 5 
4 cos(1a/2) | (==) | 六 学 小 
如 果 作 变换 z = coto, 也 可 以 得 到 
TU tsr Q 2 
4 cos(na/2) h) | mai, 
/2  1+rcos20 " 元 
ed eh r^-l, (7.4b) 


4 ee f (3| i >L 
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BI 7.3 采用 图 7.3 中 的 围 道 , 应 用 留 数 定理 计算 复 变 积分 | cto 5 二 


22 41' 
从 而 导出 ze sin (bz — 2) I. Pb» 0 0«a«2. 
f 如 上 题 , 规定 在 正 实 轴 上 argz = 0. 在 积分 围 道内 只 有 一 个 奇 点 z = c7, 


故 根据 留 数 定理 , 有 


6 T 
Į (gei) “eivs S $ / za 一 leibz 
R 2 才 1 O ge --1 


R 
4 "ML dz «f za 一 leibz dz -———7 ljin(a-2)/26-5. 
ó r? + 1 Cr 2 2 


lim / m dao = 0, lim / soil AZ zs, 
6—0 Jc; 224] A R— æ Cg z22--1 
所 以 就 有 
[uü gl (si m girtg ibe) E -= 一 Tieira/2e 一 4 
0 
RH 
Ep a—1l|4i(br—-om/2) _ ,—i(br—om/2) da - 7t —b 
n T le e Ix FUP) 3* 3 
这 样 就 得 到 ou 
n = M sin (bz 一 m Js = -Ze (7.5a) 
0 
pg o bf: 
1. 作为 本 题 的 特殊 情形 ， 可 以 列 出 : 
œ cosbr x 
= E d E = d b R x b 
a -—1 f CY T 9? (b > 0) (7.5b) 
?* p sinbg Toa 
= 2z — ~ dr= -e b : z 
a=2 I ST dg z ê (b > 0) (7.5c) 
c> gil 元 
ex f): ——— dr = —— 2). i 
dms f ari 775 VaR End) 


2. 取 被 积 函 数 为 f(z) = zo 1e* (22 - 1)， 也 可 以 计算 出 


v.p. l ge sin( S bz) m = 5 co ( b) i (7.6) 


但 因为 在 实 轴 上 的 z= 士 1 也 是 奇 点 ， 故 积分 围 道 需 稍 作 调 整 . 
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3. 取 被 积 函 数 为 f(z) = ze-iese“/(z2 十 1)， 还 可 以 计算 出 


oo da -b 
n QU io pene sin( 7 一 sinba) - E? T XI = 57 " ea (7.7) 


例 7.4 指定 积分 围 道 如 图 7.4 所 


示 , 选择 适当 的 被 积 函数 ,计算 积分 -== 
0 1 
图 7.4 应 用 于 例 7.4 的 积分 围 道 
0 (14 x)? 
解 考虑 复 变 积分 fo Für $ NET. 2) dz， 并 规定 在 割 线 上 岸 arg > 一 0， 


arg(1— z) = 0. 相应 地 , 在 割 线 下 岸 就 应 有 argz = 0, arg(1—2) = -2n. 除 z = e” 
点 外 , 被 积 函数 f(z) 在 围 道外 单 值 解析 ， 所 以 


v z(1— z)3 NET EP iz = "c A dog d Vz(1-— z)’ E 
£ (+ J ER rm j 
= [aec]? des f CEU S 
Zu (ERA Q, (LLF2) 
= 2rilresf( eir) + res f (oo j]: 
由 于 


veU - 2. V z(1— z)’ Fala redi 


li -0, 1 
i20Jc, (Q2) im f KED 


4 60,720, 就 得 到 
加 e infa) yf Uu E ucciso 77) + resf (oc iT. 


(1 x)3 


现在 就 来 求 这 两 个 留 数 . 对 于 res (e/7). 有 
res fè”) = aA lc +1). VO - 2 G es, 
为 了 求 resf(oo), 只 需 注 意 
4 - 3 
VGL eps olg YEA = 0(z?), 


这 说 明 f(z) YE > = oo 点 的 寡 级 数 展开 中 不 可 能 含有 z 项 ,因而 resf(oc) = 0. 
将 求 得 的 res f (e/7) 和 resf(oo) RA, 并 注意 e-ia2 = ei2， 最 后 就 得 到 
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[S8 Vz(1- x) -igya de^ å 3m2 342 


(+x) 64 1—eim/2 64 sin7r/4 64 nns 


”讨论 
1. 本 题 用 的 是 无 界 区 域 的 留 数 定理 . 函数 在 围 道 C 外 只 有 一 个 奇 点 z = eT, 
注意 : 即使 函数 在 oo 点 解析 ,其 留 数 也 可 以 不 为 0. 
2. 本 题 还 可 通过 化 为 B 隐 数 而 直接 计算 出 积分 , 见 第 十 章 例 10.11. 
3. EEH x = 1/t, 则 可 证 明 
T V20- 2. -f XS D. 3 3 ^ 


gc. VNDE NER) 


因此 有 


L VES ez. = sy a (7.8c) 
例 7.5 计算 积分 


n/2 
i cos^*^-? 9 cos(b — a)6 d6, 0«acl,0«b«l,a-cb»l. 
0 


BE 介绍 两 种 略为 不 同 的 解法 : 
解法 一 考虑 复 变 积分 / ( (1 十 z)*-1z3-1dz, 其 中 积分 围 道 如 图 7.5 所 示 , 并 
规定 在 割 线 上 岸 arg =n, arg(1 + z) = 0， 则 根据 留 数 定理 , 有 


f (1+2)® 128- taz f (ESIH Patan firtatta 
CR C. 


«f (14-2)9 5 27— :dz+ 人 + je des f (14-2)2712-!gz = Q. 
Cs C: 


图 7.5 应 用 于 例 7.5 的 积分 围 道 
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因为 8 > 0, 所 以 
im f (i zj oz 让 


又 因为 a > 0, 也 有 


lim f (1+ 2)87139-1dz = 0, lim J (14- 2)87129-1dz = 0. 
A £0 Jo, 


< 一 0 C 


所 以 就 得 到 
" ix &—1 iz 9 B—1 ; 
ri (1 4 7)" eido «f (1— z)^7! (ze ")" edz 
=f 1 
1 
«f (Ga (ze y T e "dy - 0, 


0 
即 
us : ĝa- ,, i , i 
i (260/2 cos 5) eiabi db = (e? — gn) / (1— z)® trf tdr. 
-n J0 


而 等 式 左 端 为 


T Qxo-1l., 2 i535 元 /2 ny 
ai Ji (cs ) gia tU ee mf cos?! g ei2-ra- D6qg 
er id at 


n/2 
= get i cos?! 0 cos(28+a-—1)0 d9, 
0 


ERAN 
TTO) ,. Tlo) 


ni MB) C T-B)|P(erB? 


所 以 
P (a) 
r (1-8) (a8) 


/2 
] 9 s*^18 cos(20--a.— 1)0d0 = 
0 
取 o—1 = a4-b—2, 28+a -1= b—a, Bl 


a = a4-b—1, B= 1-0, 


代入 即 得 " 
" 3$ «t T(a+b-1) 
, cos^*^-? 9 cos(b—a)0 d0 = TOTO (7.9) 
解法 二 ”考虑 复 变 积分 f. ce 其 中 积分 围 道 如 图 7.6 所 示 ， 并 
-Fiz)*(1—iz) 


规定 在 割 线 右 岸 了 处 arg(1--iz) = ro iz) = 0， 于 是 根据 留 数 定理 有 


188 第 七 章 ”多 值 函数 的 积分 


图 7.6 应 用 于 例 7.5 的 另 一 种 积分 围 道 


" dw i dz dz 
Í, (1+iz)e(1—iz)è | A (1+iz)e(1—iz)? i Jue 
dz dz dz 
EL Urei- «f (LXizj«ü-iz) b a 


当 a <1,a+b>1 时, 对 于 沿 小 圆 弧 Cs KAAI Cr, Ch 的 积分 , 极限 值 为 


dz 
imf (1--iz)e(1— iz) " 


lim i dz zd 
RE 一 ce Jop (1 +iz)°(1 — iz)? 

1 dz H 
p. f. (1xiz)*(1— iz) 


这 样 , 在 取 极 限 R 一 006,6 一 0 之 后 ,就 得 到 


da : i 8e 
Lm (1--ir)*(1— iz)? E 人 [(z— diis ((z —1)e-in] EE 
; —int in Y dz EMEN ud 
cime [uos cin Ae Eri 


在 等 式 右 端 作 变换 + 二 2/(z + 1)， 就 可 以 化 得 


Ce d inm ^l 
Z OO —-— ] S590: 54 
-ə (l4iz)e(l— ix)! — 2et8-2 Jj 


. Sinna l(ac-b—-1)T(1-a) | m FT(acb-1) 
~ 9a-b-2 T (b) 2a*b-2 D(a)T(b) ` 
再 在 等 式 左 端 作 变 换 z = tano, W 
1 1 iz — 6088 —isin8 
cos cos 0 


于 是 
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oo u/2 i e 
/ Sf — 一 f (e^? cos 8)" (e cos 0)" E. 
-oo (1r ix)* (1 — ix)? n cos? 0 


7/2 . n/2 
= / cos2fb 2 gulib- 8 qo = af cos^*^-? 0 cos(b—a)0 d8. 
—m/2 0 


所 以 最 后 就 得 到 (7.9) 式 . 


i 含 对 数 函 数 的 积 
例 7.6 计算 积分 ls 


[ In? zr DD. 
解 取 积 分 围 道 如 图 7.7 所 示 , 计算 复 变 积 


0, 所 以 在 图 中 割 线 的 上 、 下 岸 arg z = +r. 由 于 在 乔 道 内 只 《有 一 个 有 点 z 一 ei0，, 1 
积 函数 在 该 点 的 留 数 为 1, 因此 , 根据 留 数 定理 ， 有 


f dz f dz dz a dz 
| - ! | — = 2ri. 
c, 2lnnz Jr z(ng+in) Jozlnz Jg z(lnz-—im) 


lim f ud = lim a = 0, 
5 一 0 Jc, z Inz Roo Jo, z Inz 


所 以 就 得 到 


SS 1 1 dz = 27ü dz ; 
(-L—L—I- —— —5 — — mi, 
0 Inz+ir lnz—in/ x o ln z+ cx 


即 
(7.10a) 


图 7.7 应 用 于 例 7.6 的 积分 围 道 
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rg de 还 可 以 将 上 面 的 结果 改写 为 


: 1 dz e 1 dz 
————s—] ———-—k 
o ln z+ x i líz+ rz 


在 第 二 个 积分 中 作 变 换 上 = 1/z， 就 能 证 明 


Í 1 sf 1 dt 
o ln2z 十 Te2 c o nêt t 


所 以 
1 1 dr 9e 1 dz 1 
———;—-] 一 一 一 一 = 了 7.10b 
f mêst c / In? rH c 2 ( ) 
oo 2 
Bl 7.7 计算 积分 f en i 
0 1 十 x? 


RE 首先 面临 的 问题 是 如 何 选择 复 变 积分 中 的 被 积 函 数 . 如 果 取 被 积 函数 为 
ln(1 + z2)/L+22)， 则 在 上 下 平面 均 有 枝 点 ,因此 积分 围 道 必须 作 相 应 的 变化 ; 但 
若 取 被 积 函数 为 In(z +i)/(L+ z2)， 则 在 上 半 平 面 没 有 枝 点 ， 积 分 围 道 就 可 以 取 为 
半圆 形 ( 见 图 7.8), 因而 有 

T. In(z4-i) a+ f In(z+i) lIn2 +in/2 


—— 2 dz = 27ü x 
g 寺村 型 142? i 2i 


图 7.8 最 简单 的 半圆 形 围 道 


根据 大 圆 弧 引 理 , 有 


muse 
iata ?* ]n(z +i) im 
L. dre n(in24 F) 
利用 


1 
ln(z +i) = 2 ln(1 + z?) 十 (7 一 arctanz). 
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比较 实 部 , 就 有 


1 f (+r), 
Jib ms 
Bl > 
matt) a 
讨论 ”仿照 上 题 的 办 法 ， 也 能 导出 
1 dz T 
f In(z+ =) i (7.12) 


例 7.8 计算 积分 L n(1-— cosar)-— 21nz sinas z, 其 中 a 0. 
0 


In? z + 72/4 
解 取 复 变 积分 的 被 积 函数 为 f(z) = doa oH 由 于 z = 0 是 枝 点 ,所 
以 仍 需 取 积分 围 道 如 图 7.3 所 示 . 在 积分 围 道内 只 有 一 个 奇 点 2 = ein/?， 留 数 为 


1 — eiaz 
TE =(= iaz - 1 Py -a 
res Ec xa in/2) Ll ( e ) diua e " 
所 以 , 根据 留 数 定理 , 有 
i 1 — e-iac dr «f 1 — eiaz dz n I ege dz 
r lnz+in/2 x c, lInz—in/2 z 5 Inr—im/2 z 


1—e** dz 
一” Z es dll ccr 
+ 人 Inz —in/2 z [Locum 


按照 小 圆 弧 引 理 , 有 l 
li 1 EM E NE. 
8-20 c,lnz—im/2 z ` 
又 按照 Jordan 引 理 及 大 圆 弧 引 理 , 有 
im f -e o lim f M m 
Ro JCp nz —im/2 z R>œ Jc, nz — in/2 z 
这 样 就 得 出 
广 ls Ge 一 ia M i= giac dr 
0 Inz-cin/2 lnz-—im/2) z 
B I —- (1 — e7**) (In z — ir/2) + (1 — e°”) (In z + in/2) dx 
B In? z + 12/4 T 
[ [g^ e wy eiar) lng 六 in(2 m e jac nt ela) /2 dz 
0 In? z 4- 12/4 T 


[*] 
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z T —2i sinar as -- in(l-— cos ar) dz = 
0 In^ z 4- 72/4 T 


即 


sa n(1 — cos ax) — 2sinarlnz dr 
—2n(1—-e ?). 7.13 
f In? z + 72/4 T ( ) ( ) 


再 代入 例 7.6 的 结果 , 还 能 进一步 得 到 


a 7t COS B Tt2sinarlnz dr — ome" *. (7.14) 
0 In^ zr 4 72/4 d 


Bi 7.9 计算 积分 [^ a made a» 0. 


解 在 复 平面 上 计算 转 道 积分 4 fa: - f T HI p.d 其 中 积分 于 道 C 
如 图 7.3 所 示 ， 并 规定 在 正 实 轴 上 gs — 0 EBAREN, UNESENA 


点 z = aeir/2， 留 数 为 


"EE CNN 
v/z(2? --a2)? Ze 
lc dif: Inz | -&l Inz | 
^ dz vz(z2-- a2)? z—aein/2 «dz v/2(z4-ai)? x-ugin/h 
- {1 1 1 in z In z —2 
z Vz(z+ai)? 2z3/2 (zai? z (zai)? ] ae 
1 ,—i3m/4 3 
= Age | - 1 二 = 5 (Ina z]: 
根据 留 数 定理 ， 就 有 
In z lng lnz 
———— s dz —— ed 一 一 一 一 一 
0 
6 
lng +in lnz 
一 一 -一 -一 一 (一 dz) 十 -一 一 一 一 一 ， 
B ivit any 1) * fo EG ear 
u : 1 otis 3 i 
= 2r x Tae [-1+3(ma+ 7)]. 
因为 i y 
nz nz 
li dz — 0, li —— zdz = 0, 
aes c, VZG? + a2)? z Jim cx VT+ a? z 


所 以 , 取 极 限 6 一 0, R — oc. 就 有 


oo oo 


Inz47 lng WE 3 
; H dz = ji7r/4 =] =(1 =) ' 
o VzZ(z2 +a?) udis p Vz(z2 十 a2)? T= gana | 二 
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比较 虚 部 ， 即 得 


In az «x 3 3m 
l zz payt = JaA (5 Ina—1 1 ) (7.15) 
车 比较 实 部 ,又 可 得 到 


^? Inz+n 


dg = Z - (Sina 21 
o vrr? +a?) 2 /2a7/2 \2 4 


因而 还 给 出 : 


1 P 3m 3c 
dr = = A 7.16 
o VE +a VB 2 — Ava EPA 


rg WE 4€ (716) 式 中 取 a — 1， 而 后 再 拆 成 (0,1) 5 (1,00) 的 两 段 积分 ， 即 
可 推出 


à wil de /tl dr _ 3n (117) 
o (1? Vr J (a1? Ve 4V2 


例 7.10 计算 积分 [^ 巨 -= 


R A T dz. 注意 : 二 1 是 可 去 


奇 点 , 故 可 不 必 避 开 . 规定 在 正 实 轴 上 arg z = 0. "rS argz — n. 于 
是 , 由 留 数 定理 ,， 有 


lte In z + irt Inz ? Inz-cim 
d =d 
人 a pod) f. 2-1 2; 5 rl 


lnz In z 4- izt ln z 
d xmAhaee[ " 1 ane f eo 


图 7.9 应 用 于 例 7.10 的 积分 围 道 


取 极 限 = 一 0, 6— 0, R 一 oc. 则 根据 小 圆 弧 引 理 和 大 圆 弧 引 理 , 能 够 求 出 


T lnz d - ( 2) n? 
im z-—-—im- E : 
E 一 0 G z2 = 1 2 2 
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由 此 即 可 得 到 


比较 实 部 , 就 能 求 得 


99 ln: 2 
Í S reL, (7.18a) 
0 


rg bt 
l. ERA x — e, 本题 即 可 化 为 例 6.16. 
2. 由 (7.18a) 式 也 能 导出 


! lng 7? Ing n? 
laat] P 1 d= c (7.18b) 
l 
Bl 7.11 计算 积分 [^ da "EC I 


解 按照 一 般 经 验 , 本 题 可 选用 被 积 函数 e (2 + 1), 积分 围 道 如 图 7.3 所 
示 , 请 读者 完成 此 项 计算 . 

下 面 介绍 一 种 略为 不 同 的 做 法 (其 实 没 有 本 质 差别 )， 即 取 被 积 函数 f(z) = 
eioInz/(z2 一 1), 积分 围 道 如 图 7.10 MR, 于 是 有 


zie 


0 eia In(ze!7/?) eialnz R gio In(ze gian z 
— —— —— (idr) 十 一 一 一 dz + idz) 4 dz 
f, 一 22 一 1 Dl) f, 22 一 1 I =g? — 1 人 ) k 22 一 1 


eic Inz 
= 27 x res $ zs Wt. 
ss 1j 


gio In z —aargz 
注意 这 里 使 用 了 约定 arg |, ., = 0. 取 极限 5 一 0, Roo 因为 | 一 =- 和 
所 以 根据 小 圆 弧 引 理 及 大 圆 弧 引 理 , 就 有 
eio ln z gia ln z 
lim 人 dz — 0, lim = A 
0 一 0 Jo, Z —1 一 co ca 7 


从 而 导出 


oo gie lnz pu 元 


—7na/2 7Ta/2 dr = [zl e . 
(e te M i aure m, RBR PUE — 2 cosh(nao/2) 
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图 7.10 ”应 用 于 例 7.11 的 积分 围 道 


分 别 比较 实 部 和 虚 部 , 即 得 


œ cos(aln z) T 
2 a ETC T:1 
n Z2 十 1 2 cosh(rra/2) ' (7:185) 
^? sin(aln x) 


rg ”讨论 
l. 如 果 作 变换 t= Inz， 本 题 就 可 以 化 为 例 6.12. 
2. 由 (7.193) 式 亦 可 推出 


1 oo 
cos(a 1n z) f cos(a n x) ui 
OE, Bares NS, ; 
f r? +1 ii 1 3341 ^ 4 cosh(7ra/2) Ee 


例 7.12. 计算 积分 D snam?) ds, 其 中 a>0. 
T 
解 本 题 的 计算 方法 与 例 7.8 及 例 7.11 相似 . 但 考虑 到 复 变 积分 中 的 被 积 函 
数 应 取 为 f(z) = ei*m*/(z? 一 1),， 相应 地 , 积分 围 道 亦 应 避 开 z=1 点 (该 点 现在 是 
一 阶 极点 )， 如 图 7.11 所 示 . 由 留 数 定理 , 得 


y 


711 应 用 于 例 7.12 的 积分 围 道 
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le gio (In m-Fim) el^ In z ó gia (In mim) eie In z 
—3— —— (-dx) + dz 4 r dax) 4 ; dz 
h th sit), em Le 


1—e' eio lInz y S ln z eR eic ln el^ Inz 
+ : (一 QZ) 4 dz 十 5 dz 十 z; dz =0. 
Js gel pz^—1 jig $*—41 Jg, =] 


取 极 限 = 一 0, s' 一 0, 56 一 0, R> oo. 因为 
ialnz : 
il 
lim f —. dz = yr ( ee = mO, 
£20 Jo, z — 1 2 2 
eic ln z 1 im 
Bu] Fi x inier d 


eic In z 
lim z dz — 0, 
0 一 0 C z^—1 


ia ln z 
e 


由 此 可 导出 


oo ,ialnz $ 
TE 
(1+ Pur - =- dg = 3 (1—e779). 


比较 虚 部 ， 即 得 


™ sin(alnz) T TA 
x= ~ tanh : à 
i 2L dz z tanh 3 (7.20a) 


rg ”讨论 
1. ER r= e^, 本 题 即 可 化 为 例 6.17. 
2. 由 本 题 还 可 时 出 


la Bo us 
sin(alnz) , sin(a ln zx) T TA 
n dw = f 43-1 dz = 4 tanh 2 a (7.20b) 


例 7.13 计算 积分 三 In(1— 2rcos0 4- r?) d, KB r z x1 为 实数 . 
0 


解 本 题 的 被 积 函数 为 In(1 - 2r cos 0 +r?) 根据 例 7.2 的 启发 , 应 当 可 以 考虑 
半圆 形 围 道 , 而 被 积 函数 中 则 应 含有 m [(14r)?2 4 (1 站 ?但 这 样 出 现 一 个 新 间 
题 ， 即 被 积 函数 在 上 半 平 面 并 不 解析 : 它 在 上 、 下 半 平 面 均 有 一 个 枝 点 ?. 为 了 克 
服 这 一 困难 , 正确 的 做 法 是 沿 半圆 形 围 道 ( 见 图 7.8) 计算 围 道 积分 


fm: (l-r tiL dz 


1—iz 1 十 z2 


O 除了 这 两 个 枝 点 外 ，ee 点 也 是 枝 点 . 
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E r? « 1 的 条 件 下 , 被 积 函数 的 枝 点 全 都 位 于 负 虚 轴 上 . 而 且 , 如 果 规 定 
(1-7) - Ntr) E (1—r) — i(1--r)z - 
L = } =m- B] fin TE } — 0. 


—iz —iz 


—i 


则 > — i 是 被 积 函数 的 可 去 奇 点 ， 因 此 


f In (1—-T)-— itr) dz i 
JC 


= 0， 3 c]. 
l=iz 142? , 


因为 


lim f jy Mer] oM dz — 0. 
Roe Jos 1—iz 14-2? 


所 以 , 在 取 极 限 R> oc 后 , 就 得 到 


E ii (1-r)-i(1l4r)r dz a hn (1=r)? --(i4r)z? dz — " 
NN 1 一 这 1+z2 Jo lg? l-z? ` 
再 作 变 换 x = tan0， 就 得 到 

7/2 : 

f In(1 — 2r cos 20 + r?) dő — 0, r? « 1, 

0 
亦 即 

/ In(1— 2r cos 0 + 1?) db = 0, P534 d, (7.21a) 

Jo 


"h»c, MARRA das CEUD 055. AN 
C r2 


一 ] 之 


|—1) —ài(m|-4-1 l '—1) —i(|r|--1)z 1 1 
tes f 1n (>| imr ) 22 _ 站 也 | LH ) z5 buy]: 
所 以 最 后 就 得 到 
上 In(1— 2r cos0 + 7?) d6 = 271n |r]. r? >l. (7.21b) 
Jo 
E 讨论 


l. 本 题 还 有 另 一 种 做 法 ， 即 计算 沿 单位 圆 的 围 道 积分 


dz . dz 
f In(1—rz) - 3X, f. In(|r| — z) EU 
前 者 适用 于 07? < 1， 后 者 适用 于 n > 1. 
2. 将 积分 围 道 稍 作 变化 ,计算 复 变 积分 


fn (1—7)—i(l+7r)z dz 
m 1-iz (122)? 


198 第 七 章 ”多 值 函数 的 积分 


则 可 导出 


7 In(1—2r cos 64-r? ; 

vp. f A rone) dð = 2m arctan r, r? «1. (7.22) 
0 cos 0 

TU 


例 7.14 计算 积分 f In(1— 2rcos0 4- r°) cosnüd0, HEP r z x1 为 实数 . 
0 
解 人 6 CATENIS 


zd 27ü 
In(1—rz - = 一 


f, RPE (因为 积分 围 道内 无 奇 点 ). 
z|[—1 


男 一 方面 , XA 
n —n T 
f ipie 73 d= f In (1—re’®) (e? + e=?) id 
Eai z J—m 


= "n Im (1—re^) 4- In (1-re7)| (ere + e?" )idg 


0 


TE 
zs a f In(1—2r cos 0--r?) cos n0 dð. 
0 


所 以 就 求 得 
J In(1 — 2r cos 8 + r?) cos n8 db = -Eyn r? < l; (7.23a) 
0 n 
r? > 工时, 则 可 考虑 围 道 积分 
1 
j In(r—z) — 或 In(r—2z) z^! dz, 
|z|-1 ic |z|21 
从 而 即 可 计算 出 
/ In(1—2r cos 0--r?) cos n d0 = yen. r? 5]. (7:235) 
0 n 


rg Wt 

L 如 果 采 用 图 7.12 中 的 国道 ， 计 算 国道 积分 f 
一 例题 中 的 (7.22) X. 

2. 本 例题 和 例 7.13 结合 起 来 ， 就 是 函数 In(1— 2r cos 0-7?) 的 Fourier 展开 问 
题 ， 其 至 也 可 以 归结 为 函数 In(1+z) 或 ln(1+1/z) 的 Taylor 展开 问题 . 

对 于 ln(1+z), 村 点 为 z= 二 1 与 2 二 00. 沿 负 实 轴 作 割 线 , 并 规定 In(1+z)|,_, = 
0， 则 可 将 In(1 十 z) 在 单位 圆 内 作 Taylor 展开 : 


m 72) e, 则 也 能 得 到 上 


In(14-2)— 


n=l 


87.2 ” 含 对 数 函 数 的 积分 199 


图 742 绕 过 奇 点 的 单位 圆 


A z — rei, 并 分 别 比较 实 部 与 虚 部 ， 即 得 


SE (—1)* 1 
zl , p?) 三 > L— ——r" cosn : 
5 n(1-4-2rcos0 -- r*) 22m r” cos n6, (7.24a) 
r sin e unn 
"ct 三 ” sin n8. 7.24b 
ela 2 n ^" sinn ( ) 


将 (7.24a) 式 看 成 函数 In(1-- 2r cos 0 +r?) 所 作 的 Fourier 展开 , 因此, 根据 Fourier 
展开 的 系数 公式 ， 就 有 


{ In(1--2r cos 0--r?)d0 = 0, srai (7.25a) 
0 


(-1)9— 


zu 
f In(1+2r cos 0--r?) cos nód0 = mr", srek (7.25b) 
0 


4E dE 4& 0 —5 m — 0, 就 能 得 到 (7.21a) 5 (7.23a) 两 式 . 
与 此 同时 , 还 可 由 (7.24b) 式 导 出 


us sj 0 EAS n—1 
/ atctan— ^ — sinn dë = Ey nr”, 0r 1, (7.26a) 
Jo l4-rcos0 2n 
或 者 记 为 . F 
yei 1 
arctan R sin n dô = —mr", 0zmr-«1. (7.26b) 
0 1—rcos0 2n 


AR, 将 In(1 十 1/z) 在 无 穷 远 点 作 Taylor 展开 ,也 能 得 到 


1 ; c. (-1)n7! 

2 In(1 十 27 cos 0 十 r?) — lnr = 2 = cos n0, r> 1. (7.272) 
. 0 oo =I n . 

arctan Erro a M 3 r " sinn, $$»1. (7.27b) 
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由 此 亦 可 导出 
"E * 
f In(1--2r cos 0--r?) dg = 2rtln r, r> (7.28a) 
0 
A 2 (1D)" —n 
In(14-2r cos +r“) cos nó dd = quu m p> Í (7.28b) 
0 
以 及 
ý sin 0 —1)” 
i arctan v sin nó dà = ( n n(r-^" — 2), f, (7.29a) 
TU t si 1 
1 arctan I sin n0 dð = = -2), Fel. (7.29b) 


也 能 将 (7.28a) 和 (7.28b) 两 式 化 为 (7.21a) 和 (7.232) A A. 
3. d (7.24b) 式 还 能 推出 


于 rsinü  d0 A (Ie 7 sin n 
ctan ——— —— = r” dg 
f arctan 1E rcos6 sinó 2, n f sin 0 


C T 2n+1 T 1 十 了 
一 T = =F s 0 «x iE p 7.30 
Ty j"p—e i das 


xn rsinü dô [de T sin nO cos 0 
dud qe s Ped SATAO aj 
f arctan 1 pcos tanð L ; f sing ` 


qy—1 


H Y (一 DJ 一 ! Di i sin(n + 1)0 + sin(n 一 1)0 10 
n 0 


2. sin 0 
=l 
A CE 7 ji 
2n 
3 一 ] SFER .31 
D ee 1633) 


计算 中 用 到 了 第 十 章 中 的 结果 ， 即 (10.498) 与 (10.49b) 两 式 . 
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1 — r cos 20 


n/2 
例 7.15 计算 积分 / 1— 37:05:28 ra Ptn dð, 其 中 7 关 土 1 为 实数 . 
解 本 题 的 计算 仍 可 从 例 7.2 得 到 启发 . 取 被 积 函数 为 


(14r)22? -(1-r) lnz 
(14-r)222 + (1-7)? 14-22" 


f(z) = 


积分 围 道 仍 如 图 7.3 所 示 , 则 有 
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là (14-r)z? + (1-7) zb à)» f (1+r)z? -(1-Tr) Inz 
r (1+7r)2z2 十 (1 一 r)2 1+? i aa +r) z+ (1=r) IMS 
7i (1+r)z? + (1-r) lng z+ f (1+r)z?+(1=r) lnz dz 
5 (1+7r)272 - (127r)? 142? ga Hr) (1 = r)? 1 十 22 
1+r)z? + (1-r) lnz j 
= 27 : 
pa irs a ? + (1-7)? 1 4- 22 
当 5 0, R oo 时 , 因为 
L (1+r)z2 + (312r) lnz 
lim ; = 
$30 Jes, (Ieri z* + (=r) iF 
2322 
lim f (1--r)z* 十 (1— a lnz Jz. 
R—oc Jop (1-r)222 + (1-r)? 1+2? 
所 以 有 
(1-4-r)z? + (1—r) 2lnz-rim,. _ on y res { (1+r)z2 十 (1-7) lnz j 
o (1+r)27z2 十 (1 一 r)2 1-42? Ex 1--r)z?--(1-r)?? 1-22] ' 
下 面 求 出 相关 奇 点 处 的 留 数 : 
-— (1+7)22+(1—7r) lnz m 
(1 r)?z?-4 (1 =r)? 1-422 2i = 8’ 
n r) lnz } ud 
res 三 
(l4rje---r?1-43*]. .en-amas 9 4 ler 
(1 r)z22? 4 (1- r) 2 "T 1,r-—1 
res ilüaenzrü-rp C^R^E RF 
( +r) z 十 ( 一 7 < 党 z 一 eir/2(r 一 1)/(Fr 十 1) 1 r4 


320 22 — ], Bl —1 «8 r « 1 Hf, 
2 一 eir/2， 所 以 有 


处 于 上 半 平 面 的 奇 点 是 en"? 一 7)/(1 十 r+) 和 


(Lr +(1=r) iz] n, 1 1-r 
a e a idus] à E ETT 
分 别 比较 实 部 和 虚 部 , 即 得 
?* (I+47r)w24(1=r) Ing WL 
/| Merre er qu D T m (7.322) 
*? (1-r)?-(1-r) 1 T 2 
] te rr (7.338) 


355251, Bl r«—1H r»1)Hf. 


z= eizr/2 ， 也 有 


处 于 上 半 平 面 的 奇 点 是 e(r- 1)/(r 4- 1) 和 


i, r—1 


2+(1—7) 1 
十 ( r) nz In 


2z2 十 (1 一 


j= 


r)? 1+2? 4& epi 
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分 别 比较 实 部 和 虚 部 ， 又 得 到 


œ (1+r)z?+(1-—r) 

Í (1c r)?z? + (1— r)? 1+ 2? a r+ 
) 
P 


l Dow -(l-r 
o (19 rfz?--(1—rm 


进一步 作 变换 z = tan0， 上 述 结果 就 可 改写 为 


1 
1432 


emere. 941 
7/2 |. rcos20 [UTI s 
ln tan 0 d = 
o  l—2rcos20 +r? m, r-l : 
一 一 ] | 
4 7 十 1 
以 及 
T 2 
D 1 — r cos 20 10 2! pora 
G = 
0 1 — 2r cos 20 + r? 0. "T 


2zr In(1 — iz) 


例 7.16 指定 被 积 函数 为 f(z)- zZücrrjc-ü-r? 1+ E 


(7.32b) 


(7.33b) 


(7.34) 


(7.35) 


区 /2 
积分 围 道 ， 计算 积分 f rsin20 aao, 其 中 为 实数 ,上 且 ul 
0 


1 — 2rcos20 + r? 


f 本 题 尽 管 不 含有 Intan6 等 函数 , 但 与 例 7.15 有 类 似 之 处 , 所 以 也 收录 在 
此 . 与 例 7.15 略 有 不 同 的 是 , z = 0 不 是 被 积 函 数 的 奇 点 ,， 故 只 需要 取 图 7.8 中 的 


半圆 形 积分 围 道 , 计算 复 变 积分 
- 2zr In(1 — iz) 
fro i £ Scr. 1 
即 可 . 这 里 规定 当 > 取 实 数值 r 时 ， 
In(1— iz) = ln V 1 + x? — i arctan z. 
考虑 到 在 积分 围 道内 有 奇 点 > =i 及 


， r? 二 工 
l+r 
Wr l—r 
—i : r?-1 
ltr 


于 是 , 当 r? < 1 时 , 按照 留 数 定理 , 有 
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f 2zr In(1— iz) j 
cAücxry-ü-rPirz 
-f 2zr "Ua f 2zr In(1—i2) 4. 
»J-.g2(ü0ry-«(1-r? 1-2 ^ Jop 2? (1+r)? + (1-r)? 1-22 ^ 
; : D PEL 
= 2ni |resf (i) + res (i LE AJ 
其 中 
ta 2zr ln(1 — iz) T ] 
resi) = z2(1 十 7) 2 十 (1 一 7) 2z "hs MES 
i r ln(1 — iz) i | 
i ( n Y BTLUIBET. z=i(1—7)/(1+7) (4 Bade eu 
考虑 到 A aii 
. zr n(l—iz 
dim f. z2(1 十 7)2 十 (1 一 r)2 1+2? Wa 
将 上 面 的 围 道 积分 取 极 限 R 一 oo. 得 
{ Zer In(1— ir) 
-œ XT2(1 十 7)2 二 (1 一 7)? 1-42? 
Zar ln y1 +z? 一 iarctan zj， 
(Jos $1 rn)? - (1-7)? l4 z? 
qe 2xr arctanz - f 
s B f aa pr. de (根据 被 积 函数 的 奇 个 性) 


"t 2rtan6 
idi 9 dà — 
Ji (1 +r)?tan?0 + (1 — r)? (4 x — tan) 


/2 rsin20 
= —2i — —5 0 d6 
Ji 1 一 2rcos20 十 72 


= anif Em2 | HT mat}. 
所 以 就 能 得 到 
ef? r sin 20 T 2 
25 r? > 1 时 , resf (i) 的 计算 结果 同 前 , 而 


resf ( 1117) = 了 ma 人- cL) = f[m2-m (14 2)], 


又 可 得 到 


到 r sin 20 n 1 
6dó = —In(14- - ), e d 7.36b 
n 1 — 2r cos 20 + r? 4 »( k ) dis ( ) 
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元 /2 
例 7.17 计算 积分 cos[2(2n + 1)0] Intan6 dð, n = 0,1,2,.... 
0 


解 可 考虑 复 变 积分 f- 而 积分 围 道 C 如 图 7.13(a) 所 示 . 按照 


应 用 留 数 定理 计算 定 积 分 的 标准 做 法 ， 就 能 计算 出 所 求 的 积分 . 值得 注意 的 是 , 由 
于 z= l 都 是 被 积 函 数 的 枝 点 , 故 需 要 沿 实 轴 作 制 线 , 并 规定 在 制 线 上 岩 ， 


arg(l— z) = 一世， arg(1-4- z) =0. 


在 这 样 的 单 值 分 支 规定 下 , 则 对 于 单位 圆 上 的 变 点 zs BA 


--2. 上 半圆 周 ， 
ag [m 5] - 2 
lc-z T NAE 
Too FAN. 


所 以 , 如 果 将 单位 贺 上 的 变 点 写成 z = 6*9, 0 « 0 « vc, W 


l-z 
1 十 之 


以 下 计算 从 略 ,， 请 读者 补足 . 


ln 


= int Wm 


z=8i0 


y 


(a) 绕 过 枝 点 z= 士 1 的 圆 形 围 道 (b) 绕 过 枝 点 z= 士 1 的 半圆 形 围 道 
图 7.13 应 用 于 例 7.17 的 两 种 积分 围 道 


现在 采用 图 7.13(b) 中 的 半圆 形 围 道 . 因为 被 积 函数 


oo 


一 2 
n lr 之 3 2n-4-2k-F1 d 
eT Rr 网 过 


为 奇 函 数 , 所 以 沿 实 轴 的 两 段 积分 互相 抵消 . 再 由 于 


1 一 ] 一 
lim f z |n : dz — 0, lim f z?" ]n Š 
< 一 0 Jo, l+z 6 一 0 Je, l4z 


dz — 0, 
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因此 , WIEBE 60,72 0. 就 有 


区 [7 1 
f @i2n0 ( ln tan 二 一 Z) iei? dg = 0. 
0 2 2 


分 别 比 较 实 部 与 虚 部 ， 即 得 


fs (2n -- 1)8 bitan P d6 = f sc + 1)6d8 M (7.37) 
s(2n ntan~d0=—= sin(2n 二 一 i 
"hs umi de 2 Jo 2n 1 
TE 0 "TE 
f sin(2n + 1)0 ln tan 5 dg = 2] cos(2n + 1)0d0 = 0, (7.38) 
0 0 
或 者 写 为 
7/2 元 
2(2 1)0] ln tan 0 db = 一 一 一 一 一 Byg 
n cos(2(2n + 1)0] ln tan 8 d -nF [7837] 
n/2 
fi sin[2(2n + 1)8] In tan 0 d0 = 0. (7.38) 
0 
rg dt 
下 = 
1. 计算 围 道 积 分 $ z?” ln DI ;de 可 以 导出 
e 
m 
. 1-: 
f e29 (In tan $ 一 z) id0 + " g* 5 n Y : dz = 0. 
因为 


L9 


q2n2k eX 1 Ï 
‘> 
2k--1 = 2k--1 2k--2n--1 


i Eni VET E sele) -w(;). 


所 以 ， 分 别 比较 实 部 与 虚 部 ， 即 可 得 到 


T 7 1 i i-r 
/ sin 2n0 In tan $ d = =f cos 270d0 一 Í x?” l ]n Tas 
0 2 2 Jg .党 lc 
-— o(n^ z) -w(2)]. (7.39) 
n 2 2 
7t 0 7 
f cos 2n0 ln tan dó — -5f sin 2n0d0 = 0. (7.40) 
0 2 Jo 


当然 也 能 直接 证 明 (7.40) " 例如 : 


7 0 n/2 0 7 0 
n cos 2nÜ ln tan -d = f cos 2n0 ln tan = d0 + / cos 2n0 ln tan — d0 
0 2 0 2 1/2 2 


n/2 0 n/2 0 
= f cos 2n0 ln tan — d + 1 cos 2n0 ln cot ~ dô = 0. 
0 2 0 2 
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2. 在 (7.37) NAZARA n= 二 0,1,2,---, Rp4% 


A 8 
cos0 Intan db = —m, (7.41a) 
0 
TE 
0 
n cos 30 ln tan 2 d0 = - 2, (7.41b) 
6 2 3 
ji 0 A 
J cos 50 ln tan = db = ——, (7T.41c) 
0 2 5 
在 (7.89) ARA n= 1,2,3, 5, AR 
P sin 20 Intan z dg = —2, (7.42a) 
0 
fi sin 40 ln tan f ap E ad (7.42b) 
Ü 2 4 
g 6 
/ sin 60 Intan : db = — nA (7.42c) 
0 2 45 
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Bl 7.18 计算 积分 L^ In sin 8 dé. 


BE 如 果 说 Insin(0/2) 可 以 来 自 函 数 In(1 — z),. BAR Insin 6 就 应 当 来 自 函数 
Inn(1—22). 若 由 > = 士 ] 出 发 ， we z = oo 相连 而 作 割 线 ， 并 规定 
arg(1 — z PL ess — 0， 则 对 于 上 半圆 周 上 的 变 点 > = " 0<0<m 有 


In(1— z?) = In(2sin6) + i i(0 一 Nd 


仍 采 用 图 7.13(b) 中 的 围 道 ， 计算 积分 f aci 2292, 364. 5 一 0, 20, 则 得 到 


D rus da us 
In(1 — r In(2sin80) -- i(0 — — J |id0 = 0. 
i (1 us 224 区 i am 

上 式 第 一 项 为 沿 实 轴 的 积分 , 因为 被 积 函 数 为 奇 函 数 , 故 必 为 0. 这 样 ， 比 较 虚 部 ， 
就 有 

Í In(2sin 0) db = 0. (7.43a) 

0 
考虑 到 sin(rt— 0) = sin0， 所 以 进一步 有 


n/2 1 T 0 
fi In(2sin 0) d = = f In (2sin z) dé = 0. (7.43b) 
0 2 0 2 


$7.4 & Insin 0 或 In cos 0. 的 积分 207 


另 一 方面 , 可 将 (743a) 式 改 写 为 
singadg = -m2 f ae = —mnln2, 
由 此 即 得 
7/2 元 
f Insin0 dd — —— n2. (7.44a) 
0 2 
rg ”讨论 ”通过 适当 的 自 变量 变换 ， 也 可 将 (744a) 式 化 为 


/2 a 
f In cos 0 d0 = = In 2. (7.44b) 
0 


如 果 采 用 图 7.14 中 的 积分 转 道 ,计算 积分 j in(142) 至， 也 能 得 到 这 个 结果 ， 
E 


图 7.14 用 于 计算 f T? ncosgdo 的 积分 围 首 图 715 ”应 用 于 例 7.19 的 积分 围 首 


lInsing 


nt/2 
| 7.19 i i 1—2r cos 260--r? 
例 7.19. 计算 积分 T 1—2r cos 20 -r? 


M 考虑 复 变 积分 f 0 一 ?) wu, 其 中 的 积分 围 道 C 如 图 7.15 所 示 . 
c(z—r)(1- rz) 


规定 arg(1— z)|,  — 0, 则 对 于 圆周 上 的 变 点 z = 69, 有 


dð, r41 为 实数 . 


In (2sin 4 + 这 M 


juu * m iub: 
Ug 2 


. 00 «7t, 


In(1—2)— 


ln -n< <0. 


25 > 1 时 ， 围 道内 有 唯一 奇 点 > = 1/r, 所 以 


ln(1 一 2) EVE eur 
jus —A ^ 
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"^ dn(1-z) 
lim A r= 
所 以 在 取 极限 5 一 0 后 , 就 得 到 


? In|2sin(0/2)| -- i(0--7)/2 ,, /™ In2sin(0/2)] + i(0—7)/2 
- dl + 7 dg 
1 一 2r cos 0 十 72 Jo 1—2r cos 04r? 


20m 1 (1 3 
= —— ]n(1-- |J. 
r2—1 f 


略 加 化 简 ,， 即 得 


—Tt 


1—2r cos 0-- r? r2— 


| SERO - S m(1 3" 
0 i i 


亦 即 


f In(2sin 0) dg E o (i E 
m n . 
o l-2rcos204r? — 2(r?—1) r 


又 根据 (6.8) 3X (Bt n — 0). 有 


I dé «x d 
0 l—-2rcos204r?  27;2—1' 


所 以 最 后 就 得 到 
p In sin 0 d6 T r—1 5 
0 


H l ] r1. 7.45a 
1—2rcos20+r? 2(r?—1) sE à (7.45a) 


当 r < 1 时 , 围 道 内 的 奇 点 变 为 xz = r-. 经 过 类 似 的 计算 ,同样 可 以 求 得 


7/2 nsingdg T l—r . 
- = 二 ln ——, PE, 7.45b 
/ 1—2rcos20--r? | 2(1—r2) "732 à Ud] 


rg 讨论 将 上 面 的 结果 作 适 当 的 自 变 量 代 换 ， 或 是 直接 采用 如 图 7.16 Pp $69 B] 


In(14- 5 j 
道 ， 计 算 复 变 积分 f 01 —as, RAHESHES 
c (z—7)(1—rz) 
7 r--1 
: ——— I ——, -r?»1 
m lncosðdð  )2(7?—1) 2r (7.46 
o l=2rcos20+r? . T l+r 2 a 
ln , <l 
20-57) ^ 2 


在 计算 中 仍 规定 arg(12-z)],  — 0. 
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图 7.16 应 用 于 例 739 的 另 一 积分 围 道 


Bi 7.20 类 似 于 例 7.18, 现在 应 用 留 数 定理 计算 围 道 积分 


j gm In(1 — z) dz, 
C 


其 中 积分 围 道 C 如 图 7.17 所 示 , 并 规定 在 割 线 上 岸 arg(1 一 z) 


图 7.17 应 用 于 例 7.20 的 积分 围 道 


n1,2,959:*, 


值 分 枝 规 定 下 , 对 于 单位 圆周 上 的 点 z= 657,0 0 « ro 有 


0 
In(1— &)l, i = m(2 sin z) 干 一 一 一 . 


.NA—0 
2 


—n. 在 这 样 的 单 


因为 在 积分 围 道内 只 有 一 个 奇 点 > = 0. 被 积 函数 在 该 点 的 留 数 即 为 函数 In (1 — z) 


在 >=0 点 Taylor 级 数 中 z^. 项 的 系数 : 


res je In(1— 2^ 


于 是 , 根据 留 数 定理 , 有 


f 2 7-7 In(l— s)da 2 ——. 
Jc 


因为 


lim / z "-in(1— 
0 一 0 Cs 


所 以 就 得 到 


0 
—igx—n-1 P 9 a Z5 — 
c ) [m (25n5) +i 
7 iBx—n—L ; 0 .m—0 ið.: 
+f (e?) n (25n2) - i 7 jr = 


z-—Ü 


0 


zle 
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化 简 即 得 
[cos n im(2 sin 3 D sin no d0 = -= 
还 可 以 计算 积分 
2*7! Intl — z) dz, n =Q hZ 
e 
从 而 得 到 g 


E ng m(2 sin ) 十 T 


J0 


和 (7.47) 式 相 加 、 减 , 就 有 


2n 


7t 
i cos nO m(2sm f) — — 7. m=1, 2,3, 
0 


7t 
f (v — 8) sinn do = 7. n21,2,3,:--. 
0 n 


进一步 区 分 ”为 奇数 或 偶数 两 种 情形 , 还 能 将 (7.49) 式 改 写成 


7/2 0 1 
f cos(2n + 1)0 Intan 3 dł — ETSI IT 
7/2 n 
f cos 2n0 In(2sin 0) db = — —. 
0 4n 
更 进一步 , 有 
7t 
0 
f cos(2n + 1)0 In tan 5 d = E 
a T 
/ cos 2n0 In(2sin 9) dd = 一 一 . 
0 2n 
因为 


n/2 0 m 8 
J cos(2n 十 1)0 In tan 5 dé — J cos(2n + 1)0 ln tan = 5 9. 


0 元 /2 


所 以 (7.51) 式 与 ( m 式 可 以 互 化 . 至 于 (7.50) Ñ, 可 以 改写 为 


" 8 sinn&dà = (= I^^ im = ly 2r3pt tg 


其 实用 分 部 积分 , 就 可 以 直接 计算 得 到 这 一 结果 . 
peo Wt 
L. 因为 cosnbdb — 0， 所 以 可 以 将 (7.49) 式 改写 为 


TE 
/ cos nO MU 1: 1,9,9, e. 
0 2n 


(7.47) 


(7.48) 


(7.49) 


(7.50) 


(7.51) 


(7.52) 


(7.50^) 


(7.49!) 
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2. 可 以 直接 证 明 


r27 Ux 
0 . 8 
f cos nO ln (2 sin 一 5) dh = Í cos n in(2 sin 3) dð, 


因此 


27x 


27n 
0 0 
Í cos nÓ In(2sin 7 )ae= 1 cos nO In(sinz)ae = 一 一 ， 1.2: 1,2,3;,5**. 
Jo 0 2 n 


£j 7.21 计算 积分 n (25i 5 db 
0 


解 考虑 积分 d hu2(1 - ?) 裤 ， 其 中 积分 围 道 C 仍 见 图 717. 因为 被 积 函数 在 
围 道内 无 奇 点 , 所 以 


容易 判断 
lim f i (1— jË =0 

因此 有 

0 2 T 2 

f [m (252) «iz? (—id8) 4 T [m (2382) -1 | idg = 0, 
B 
a) [uf(2sn 2) 5-945. 0 

Í |m? (25 5) - i | 一 0. 

所 以 


7t 7t 2 3 
(n — 0)* us : 
In?(2sin 2 )d0 = f db = —. (7.56) 

f ( ;) o å 12 


例 7.22 计算 积分 T cos 0 1n? (2 sin 2 Jae. 


解 仍 取 围 道 C 如 图 7.17 所 示 , 考虑 积分 f faa: 与 f ma-e) 55. 
因为 被 积 函数 在 围 道内 无 奇 点 , 而 且 考虑 到 
dz 


lim f lIn?(1 — z) dz = 0, lim In?(1— z) -— =0, 
6 一 0 Cs —0 [s z 


所 以 有 
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* d o 元 一 0] A^ 0 n-0] 
—14B E d 4 a i i8 Oen. d s " = 
/ e E (25in 7) +i 5 | (—id8) 4 f e [h (2sin5) i= | id = 0, 


JT 


0 i — 2 7t f 0 za 2 
f m (252) 15 | (一 id0) 4 i "| (2sm 5) 715 | idb = 0. 


由 此 即 得 


cos | Im? (2sin A — Ele =p 


/ (t — 0) sin ln (2 sin MET =. (7.57) 
0 2 
直接 计算 可 得 » " 
7" — T 
/ (=) cos 0 dô = 2 
所 以 有 
1 cos 0 In? (2 sin ;) dð = z (7.58a) 
rg Wt 
L 再 进一步 ， 有 
7t , [7 7t 0 2 
sb0ln2(2sin = 一 “OS 2 inu 
n cos ln (25in 7) ae f co (m +msing ) d0 
S 0 7 0 
=2 m2 f cos Ó lnsin = dô + / cos 0 In? sin = d6. 
0 2 0 2 
代入 (7.49) 式 的 结果 (n — 1), 就 又 有 
0 T 
af s : 
ji cos In (sin ;)d? u- [21n2 4 1]. (7.59a) 
2. 对 (7.58a) 与 (7.59a) 两 式 再 作 变 换 PD 二 Tn 一 9， 即 可 得 到 
" 0 T 
Bin Tyaga n 
M cos Ó In (2 cos 5) dð 2 (7.58b) 
n cost m? (cos 5)d9 = -7 (2m2 +1). (7.59b) 


3. 直接 计算 可 得 
" 过 
2 


..0 PR. E 元 
j| sin In (2sin 5)d? = (1 — cos) In (2sin 5) Í (1 — cos 0) cot 5 d0 


0 0 


1 TE 
=2m2-3/ sin ð dô = 21n2 — 1. (7.60a) 
0 
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再 根据 (7.57) 式 ， 又 能 进一步 导出 


5 0 
f 0 sinf ln (2 sin 5J% = r(21n2 — 1). (7.60b) 


0 
例 7.23 计算 积分 i cos nó hi? (2sin 2) a6. n —2,3,4,.-.. 
" 2 
E 本 题 与 例 7.22 极为 类 似 ， 故 考虑 复 变 积分 
z "-ln?(1— z)de 与 e i*(1— z)dz, 
f- In^ü0—z)dz 与 f, ln? (1 — z)dz 


其 中 积分 围 道 C 不 变 . 但 现在 不 同 的 是 , 被 积 函数 mN- 2) 在 积分 围 道内 
有 奇 点 z = 0， 因 此 
z ^-ip?^(1-z)dz 227i x res42 ^"^! In?(1— z 
f In*(1 — z) dz = 2ni x res { 27" n? (1 J 


f 27^! |n?(1 — z) dz = 0. 
C 
重复 上 题 的 计算 , 并 取 极 限 5 一 0， 就 得 到 


e COS ZEE (2 sin 3 一 (555) | EX [ e- sin n8 ln (2 sin 2 dg 
T 


为 了 求 出 res [57771 n*(1-2)) y 不 妨 将 In*(1 一 z) 在 单位 圆 内 作 Taylor 展开 : 


z= 


In?(1-2) = ( 


8| 8. 
Ld 
> 
Ms 
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C D 
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Pg 
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Í 
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— 
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m=2 L k=1 * m=2 kat 
oo 2 m—1l 1 » oo 2 P 
= 5. 元 il- 5 = (m) -4(1)]z | (7.61) 
m-—2 k-1l -. m=z — 
这 说 明 
res m In?(1— 2). = z e(n) —(1)]. 
所 以 


i cos n0 L (2 sin A (= " 2! dð = Z [b(n) V(1)], (7.622) 


ns In (2 sin 5 )dg = 一 [人 v(1)]. (7.62b) 
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再 应 用 分 部 积分 可 以 计算 得 


7t 一 日 2 
f (= ) cosngdg = Z5, 


所 以 , 由 (7.62a) 式 就 能 够 导出 


T 
2n?' 


ns cos n8 1n? (2 sin J d0 — T [y(n) 由 (1)] 十 
0 n 
L^ ”讨论 — dEXdAOn—0, 也 能 得 到 


A cos nO 1n? (2cos 2) d0 = (一 Is Y(n) — w(1)) + 


: 


而 且 ， 还 能 进一步 导出 


cos nO In" ( sin ae =? -— ; [wb(n) 由 (1)| 十 = E ln2 + z, 
0 TL n 
f cos n8 1n? (cos £ 5)d9 = = (一 "OE (n) — w(1)] 十 元 [22 十 d } 
0 n n n 
作为 本 题 的 额外 收获 , 还 能 计算 得 积分 
元 0 T 0 
f 0 sinnô ln (2 sin 一 ;)d? 5 f 0 sinnô ln (2 COS 二 ;)4*. 
首先 , 对 (7.62b) 式 作 变换 0 一 m — 0, 即 得 
f 0 sinnô ln (2cos 2 dg = (-1)"= p(n) = vb(1)]. 
另 一 方面 , 将 (7.62b) 式 与 (7.65) 式 相 加 ,， 有 


TL 


nf sin nO ln (2 sin Jao -f 0 sinnô ln tan : d0 — [ l4 1 2 
可 以 计算 出 ( 见 第 九 章 (9.105b) 及 (9.87c) 两 式 ) 


fo sin2r0 ntan Sao = zlefe) (让 | 


7t 


0 


因此 就 能 求 得 


/snakm(zsn5 jae = - z t+) -)]. KELAS ees, 


0 1 
[| oso Intan a0 = x petet v(3)| Ber 


(7.63a) 


(7.63b) 


(7.64a) 


(7.64b) 


(7.65) 


[bo -wa)]. 
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" 0 
in(2k+1)0 In | 2sin 2 jd0 
Í sin( ) n( sin zc 
1 1 1 
= -za | (e) -HG ^ Gk k=0,1,2,.... (T.66b) 


再 代 回 到 (7.62b) 式 中 , 又 有 


T " 6 sin2k8 In (25im  )do 
0 
2 z few -4(1)| 要 [Cs -w(3)] h Kei3.., (76ra) 
[^ sin(2k--1)6 In (2sin 2 )dg 
- gcc Ben- va] - efi) -9(3)]] 
T 2n 


z In 2, k-20,1,2,--. (7.67b 
(2K 十 1)2 A" (7.67b) 


2k4-1 
上 面 在 推导 (7.66b) 与 (7.67b) 两 式 的 过 程 中 ,本 来 限定 大 为 正 整数 , 但 考虑 到 例 
7.22 中 的 (7.60a) 与 (7.60b) 两 式 , 故 (7.66b) 与 (7.67b) RE k = 0 时 亦 成 立 . 
如 果 在 (7.66a) 与 (7.66b) 两 式 中 作 变 换 0 — x 一 9， 即 得 


nr In (2cos 5 Jao = [v(t3) -«(i)] k—1,2,3,-, (7.688) 


2 2k 2 
n sin(2k--1)0 ln (2 cos 2 )dg 


1 1 1 
= -zn (r3) vo) BR k—0,1,2,-..  (7.68b) 


再 分 别 与 (7.66a) IÈ (7.66b) RD, 则 又 有 


f sin 2k0 In(2sin 0)d0 = 0, kh1,2,8,---, (7.69) 
0 


f sin(2k--1)0 In(2sin 0)d0 
0 


2 1 2 
- -zn |o) v) TA k=0,1,2,.... (7.70) 
. ze 0 tan 0 
例 7.24 计算 积分 | 和 


解 本 题 的 关键 在 于 认识 到 被 积 函 数 分 母 上 的 In? cos 0 + 0? 可 能 来 自 


ln(1 — itan 0) = — ln cos 9 — ið, 
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因此 所 求 积 分 大 体 上 可 以 化 为 


mu tan 0 29 T dz 
- do — 一 -一 一 一 i 
o ln(l—itang) Jo l — ixt) l+r 


这 就 提示 我 们 应 当 考虑 复 变 积分 f, , 而 积分 围 道 C 如 图 7.8 所 示 . 


In(1—iz) N iA 


TUE In(1—-iz)|,  — 0. Wt CHR E 有 


In(1— iz) 


m z—mc,lmz-0 ES 


于 是 , 根据 留 数 定理 , 就 有 


i miti +z?) — i arctan z. 


j 2s da f z 1 
_p ln(1 + z?) — 2i arctanz 1 +r? ` Cp Bl — iz) 1+2? 


z dz ni 
= res 4 ————— = —. 
In(1—iz) 142?],,;  ln2 


BUR R— oc. 注意 到 


. z dz l 
lim - 5 =0, 
R—oo Jc, ln(1— iz) 1+2? 


因而 有 


2r dr mi 
Lgs ln(1 +z?) —2i arctanz l--z? ln2' 
BRA zx=tan0， 于 是 变 为 


r tan 6 | mi H s tan8(Incos0 —i0) ,, mi 
-4/2 ln cos 0 + ið In 2^ -4/2  ln?cos0 + 0? —. n2 
比较 虚 部 ， 就 求 得 
ma 0 tan cn T/2 tang A 
dł — . HB ? ———— d = 一 一 一 . TL 
L In? cos 0 + 02 ln2 o  h?cos0 + 62 2 n2 ( 
re ”讨论 
jt 
. i 道 积分 ; » 
L 如 果 计 算 围 道 积分 P xncmpe 3， 就 可 以 导出 
^/  lncosg T 1 
dg = T A T12 
Í In? cos 0 + 02 2 ( ln 3 ( ) 
. g Te iaz 1 
2. kiaw, 采用 图 7.3 中 的 围 道 0， 计算 复 变 积分 $ Mag o MEA 
or is 


se 2(1 — elez) dr . 
ln(1 + z?) — 2iarctan z r T 
- de s g 
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进一步 , 4-r —tan0, 并 比较 虚 部 ， 即 可 得 到 积分 
ras [1 — cos(atan 0)| 0 4- sin(atanO)ln(cos0) db na 
-7/2 In? (cos 0) + 02 sin20 2" 


(7.73) 


$7.5 £ arctan z 的 积 


oo 


例 7.25 应 用 留 数 定理 计算 积分 f 


解 采用 半圆 形 的 积分 围 道 ( 见 图 7.8), 被 积 函 数 取 为 /(2) = 一. 
因为 被 积 函数 在 围 道内 有 奇 点 z= iee, MAA 


In(1 — iz) 1 a ia 
res 4 一 -一 一 一 一 一 一 = — In(2cos 2) rr 
1—2zsimó-2?], sis 2i osQ 2 2 


arctan x% 


dz, 其 中 0 < a < n/2. 


œ l — 2zsina + xz? 


所 以 


R a , 
In(1—iz) / In(1—iz) A i fad 

dg dz = l (2 s2$)- 2 . 
/, 1 一 27 sin a+r? Pt Cr l-22sino- 2? | 2 


又 因为 


. In(1— iz) 
lim > 7 
R—oo Jc, 1 — 2zsina +z 


所 以 , 取 极 限 R — co， 就 得 到 


ln(1 — ix) T a ia 
^ dz = In(2cos 2) ees 
-æ l — 2rsina + z? cosa 2 2 


1 i 
In(1— iz) = ln |1 — ir| — i arctan z = 2 In(1 + z?) — iarctan z, 


所 以 比较 虚 部 , 即 得 


de e, 


因为 


il arctan x TA 
L. 1 — 2rsino + r? CFT ücosn (1/148) 
如 果 比 较 等 式 两 端的 实 部 , 还 可 以 得 到 
i In(1 + z?) 2n ; a 
L. 1 — 2r sina + z? an COS à "n (2 a $i : Uni) 
或 者 将 它们 进一步 化 成 
aS T arctan T Ta 
Í 1 + 222 cos 2a + x4 * 4sin2a' (7.758) 
9 1 +r? T a 
———— (ld In(2cos =). 7.75b 
f 1 + 22? cos 2a + z* DETEN PAn cosa »( cos 3) ( ) 
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例 7.26 应 用 留 数 定理 计算 积分 l 站 in da 


B 仍 采用 图 7.8 中 的 半圆 形 积分 围 道 , 取 被 积 函数 为 f(z) = MEG 
然 ,被 积 函数 在 上 半 平 面具 有 一 个 奇 点 z = zo = i/V2， 留 数 为 
s d zln(1- iz) u V2 —1 
ses Flo) dz4 (z - zó)? |... co d 
因此 , 根据 留 数 定理 ,有 
"mini. — vu 
L. prap dc oq 09-0, 
即 
z[In V1 + x? -iarctanz|, .. m 
] i» a 
比较 虚 部 即 得 - | 
M an 4 7i 
n Wit dz = 2 (V2 - 1). (7.76) 


例 7.27 从 例 7.26 的 计算 中 还 能 推出 更 普遍 的 结论 . 如 果 函 数 f(z) 满足 下 列 
条 件 : 
() 除 了 有 限 个 奇 点 s z2,… ,zn 外 ,f(z) 在 上 半 平 面 解析 , 在 实 轴 上 无 奇 点 ; 


(2) 对 于 实数 r, f) 为 奇 函 数 : f(~1) = 一 f(z); 
(3) 在 0< argz 和 式 的 范围 内 , 当 |z| > o0 时 , zf(z) 一 致 地 趋 于 0， 
则 不 难 证 明 
fü z) arctan z dz = —7t 5 res [f (z)ln(1 — i). (7.7T) 


9 上 半 平 面 
在 这 个 公式 中 约定 了 对 于 实 轴 上 的 点 z, 有 
ln(1 十 iz) = jm (1-2?) -iarctanz, ln(l—ir)-— jm (12?) — i arctan z, 


或 者 说 , 当 x = Rez 一 十 oo 时 , arg(1-r iz) 一 77/2. 
例如 ,为 了 计算 积分 T Gre ds, NER \ 要 求 出 函数 —7— In(1 iz) 在 
ELA nem, ug = pin/A "UTR 


In(1—i In(1-— iz 1 
res { _ ln iz) = Lain) 


z^-F1 42? 
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- { z In(1— : " In(1 — iz) 


422? 
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1 
= —— ]n(1 — iz). 
-— 4i 


; 1 i : 1 i ; ; 
而 由 于 l—iz 一 (-25)* 1—iz3 = (3) um 所 以 |1 —izi| 一 |1 一 izz|， 


^ p arctan z T. l—iz T 
ip = l = arg(1 一 jz arg(l — iz; 
| pil et -ia) anl eld] 


= -7 [arg(z1 +i) — arg(zo + i)]. 
由 图 7.18 可 以 求 出 arg(zi +i) E arg(zz +i) 而 且 更 容易 直接 求 出 arg(z +i) 一 
arg(z? +i). 由 此 就 得 到 " 
? y arctan T TU 
n aT te= (7.78) 


图 7.18 arg(zı +i) — arg(z2+i) = -7/4 图 7.19 arg(zı +i) — arg(z2 +i) = —7/6 


也 可 以 用 同样 的 办 法 计算 积分 人 IR 这 时 在 上 半 平 面 出 现 的 奇 点 是 


z; = (1 十 iV3)/2 和 za=(-1+iV3/2， 留 数 为 
{ z In(1— 2j . In(1— iz) 


z4+z2+1 ~ 42242 


1 
之 二 2Z1 2V3i 
z ln(1 — iz) 1 f 1 
一 一 一 -一 = —— jn(l 一 = 一 一 一 ln(1- iz2). 
res f EE E, h i213 n(1 一 iz) m i5 n(1 — i22) 


同样 能 由 图 7.19 PRH arg(zi +i 与 arg(za 十 i), 或 者 直接 算出 它们 的 差 , 所 以 


ln(1 一 izl)， 


?? y arctan x A 1—izi T 
"m l = i 7.79 
/ Z4 二 2Z2TIT 7 23i » 1-iz  12V3 ( 
类 似 地 ， 也 能 求 得 
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r x arctan cz ] T 3ü r " 
; 3. dx = e 2s 0. 
o (z? +p)? 4p(1+p) I 
s T arctan £ E 1+p 
1 p 7 j 20.8920, X 7.81 
/ (s? pja”) i p-q " 1 十 Q p q pfq ( ) 


公式 (7.77) 还 能 推广 到 f(z) 在 实 轴 上 有 奇 点 (但 仅 限于 一 阶 极 点 ) 的 情形 . 也 
不 难 证 明 


f f(x) arctan r dr = -r X` res { f(2) )In(1—iz )} -5 5 res Lroyma sia). 


上 半 平 面 实 轴 上 的 奇 点 
(7.82) 
例如 , 我 们 可 以 求 得 
f i TERT dz = x In(1 + p), p>0, (7.83) 
v.p. L T n dz n In(1 + p?), p>0, (7.84) 
| 1/ Arp [neg (7.85) 
人 = erare D TIn(2 十 V3) e 一 aretan (2 一 v3). (7.86) 
将 (7.83) 与 (7.84) 两 式 相 加 、 减 ,又 能 得 到 
v.p. L - = — = In E LE (7.87) 
vp [+p ) + 2In(1 + p)]. (7.88) 
作为 它们 的 特殊 情形 , 取 p = 1, WA 
ET dr = 7 In2, (7.89) 
v.p. i i sr pu dr =—T n2, (7.90) 
vef E M d= 7 n2, (7.91) 
v.p. b: TAS Y dz = T In 2. (7.92) 


rg ”讨论 将 (7.85), (7.86) 5 (7.89) 诸 式 右 端 分 拆 为 由 0 到 1 及 由 1 到 co 的 两 
段 积分 ， 而 后 再 对 第 二 段 段 积 分 作 变 换 t= 1/z， 即 可 导出 下 列 积分 
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1 4 
l—z* arctan x T 
t= — 24-1). . 
/| 1 十 Z4 g ii 4 In(V2--1) (7.93) 
x 1 一 Z4  arctanr 
和 da 
o 1 十 Z2 十 Z4 £ 
2 
5 a - 7 In(2+V3) Eln3 ga arctan (2— v3), (7.94) 
1 2 
l—z^ arctan z 7T 
f ixg5 x dr= 3 In 2. (7.95) 


HFAA z^ 三 ez, (a 十 Bz)* = ermat) 等 也 涉及 对 数 函 数 , 因 
此 由 这 类 函数 的 围 道 积分 所 导出 的 定 积分 中 就 可 能 出 现 反 三 角 函数 ， 见 下 面 的 几 
个 例子 . 
例 7.28 考察 力道 积分 f — qz ,其 中 a > 0, p > -1, 积分 围 首 
e ^ 


c a?)(z +i)! 
C 就 是 最 简单 的 半圆 形 围 道 . 因为 被 积 函 数 的 校 点 > = -i 及 z = oo 均 在 围 道 之 
外 ， 故 不 妨 沿 负 虚 轴 作 制 线 ( 见 图 7.20)， 并 规定 在 割 线 右 岸 arg(z +i) = —n/2. 我 
们 看 到 , 在 这 样 的 规定 下 , 对 于 实 轴 上 的 点 x, 就 有 0 < arg(z+i) < x. 因此 


In(x+i) = jm (z?--1) +i (3 —arctan zj (7.96a) 


(z+i) + A eHln(zti) € (a241) eir aretan z—7/2) (7.96b) 


图 7.20 例 7.28 用 到 的 积分 围 道 


这 样 , 按照 留 数 定理 , 我 们 有 


@ik(arctan zs—7/2) dz «f dz 
-R (@FI s?a? jo, (PH) 


—— 
z—ia a 


= 2 i "E 
TI X res { (22 +a)(2 Hi 
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因为 当 z — oo 时 , [(22 + a2)(z - i)^| ~ zl? * ^, PTA 


li : =0 lim / RE =0 
murra (z2--a2)(z--i^ ^" Raco c, (22 +a?)(z i59 C 
因而 有 
oo gii arctan x d 元 E 
ran (zx? — a?) (x? + 1)4/2 "a T 
分 别 比较 实 部 与 虚 部 ， 就 得 到 
” eos(uarctanz) dz T7, , sp 
Í a Ie Pid a (1--aj ", (7.97a) 


7 sin(parctangz) dr 
LA TONWICTNE EP 0. (7.97b) 


特别 地 , 74 a = 1 时 , 作 变 换 t= arctan zx， 则 (7.97a) 式 变 为 


m2 元 
/ cos ut cos" t dt = —. (7.98) 
J—m/2 2n 


例 7.28 的 计算 过 程 原 则 上 也 适用 于 u 为 纯 虚 数 的 情形 . 
例 7.29 采用 与 例 7.28 相同 的 单 值 分 校规 定 , 计算 围 道 积 分 


i dz ei In(z-Hi) 
er 3199 a0, v2 0, 
其 中 C 仍 为 半圆 形 围 道 . EAP 7 28 的 计算 步骤 , 我 们 就 能 得 到 


d 
M eth ; z y, NP 

Í e iv In(z--i) e ER ivIn(14-a) e™”/2, 
—oo 


Z2 十 a2 a 
根据 (7.96a) 式 ， 上 式 可 化 为 


CO —v arctan T 
e e ilv lin(z?+1)]/2 dx = m e i" In(1+a) 
o L? +a? a 


分 别 比 较 实 部 和 虚 部 ， 就 能 导出 


oo e-"arctanz V z 元 
1. QE 5 lz In (x? + 1)| dr = 2 coslv ]n(1 4 a)], (7.99a) 
OO ,—varctan az 
iN TE sin E In (x? 十 1) dz = sin[v In(1 + a)]. (T.99b) 


直接 作 变 换 zx 一 -~z， 又 可 得 到 
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oo e" arctan © v à "M T 
J. aaz 99 [3 In (x? 十 1)| dg = - cos[v In(1 + a)], (7.1002) 
oo e" arctan T " v 3 "S T , 
i uirg Sin E In (z^ 4- 1)| dz = x sin[v In(1 + a). (7.100b) 
将 (7.1002), (7.100b) 两 式 与 (7.99a)，(7.99b) 两 式 对 应 相 加 , 还 有 
d v 2 dr — m 
ri cosh(v arctan z) cos l; In (z* + 1) Jsa 3 cos[vln(1 +a)]}, (7.101a) 
c . [V 2 dr m. 
L. cosh(v arctan zx) sin p In (z? + 1)| IG e sin|ppl1n(1-- a). (7.101b) 
在 (7.99) — (7.101) 诸 式 中 取 a = 1, 再 作 变 换 z = tant, 又 有 
区 /2 
J e*t cos[v In(cos t)] dt = n cos(v ln 2), (7.102) 
—m/2 
区 /2 
| etvisinlv In(cost)] dt = —7sin(v ln 2), (7.103) 
—mn/2 
7/2 
J cosh vt cos|v In(cos t)] dt = n cos(v 1n 2), (7.104) 
—mn/2 
/2 
J cosh vt sinlv ln(cos t)] dt = —7 sin(v ln 2). (7.105) 


第 八 章 MARAEA ERN: 进一步 的 例子 


本 章 是 前 两 章 的 继续 ,收录 了 一 些 (从 应 用 留 数 定理 计算 定 积 分 的 角度 来 说 ) 
形式 比较 特异 的 积分 ; 在 应 用 留 数 定理 时 , 包括 复 变 积分 ( 围 道 和 被 积 函 数 ) 的 选 
取 , 也 常常 表现 出 一 些 “ 变 异 ”, 计算 过 程 中 也 往往 涉及 更 多 的 技巧 . 


$8.1 ”有 限 远 处 出 现 本 性 奇 点 的 情形 


我 们 在 处 理 含 三 角 函 数 的 无 穷 积分 时 过 到 过 本 性 奇 点 , 多 数位 于 无 穷 远 处 , 而 
为 了 处 理 绕 该 点 的 积分 (例如 沿 半圆 孤 的 积分 ), 通常 要 用 到 Jordan 引 理 或 者 第 六 
章 86.6 中 建立 的 补充 引 理 . 如 果 本 性 奇 点 出 现在 有 限 远 处 , 倘若 在 积分 围 道内 , 只 
需求 出 被 积 函 数 在 该 点 的 留 数 , 计 入 对 积分 的 贡献 即 可 . 我 们 关心 另 一 种 情形 , BH 
本 性 奇 点 位 于 实 轴 上 ， 积 分 围 道 需 绕 过 该 点 ， 这 时 就 遇 到 沿 半径 趋 于 0 的 半圆 弧 
的 积分 . 原则 上 我 们 可 以 将 Jordan 引 理 或 第 六 章 补 充 引 理 作 适 当 的 变换 ， 以 适应 
此 种 情形 的 需要 . 

引 理 8.1 设 除 了 有 限 个 奇 点 外 ，f(z) 在 全 平面 解析 , 并且 当 0 < argz & ro 
|z| — 0 Bf. z?Q(z) 一 致 地 趋 近 于 0, Wu) 

0 一 0 


lim y e 1?/* Q(z) dz = 0, p 0, (8.1) 
[en 


其 中 Cs 是 位 于 上 半 平 面 的 半圆 弧 : [2| = ð, 0 € argz <r. 


COE " 


图 8.1 变换 z= -1/6: 将 = 平面 上 的 Cs 变 为 5 平面 上 的 CR 


证 这 只 不 过 是 Jordan 引 理 的 变形 . 如 图 8.1 所 示 , 在 变换 > = -1/6 下 ,> 
平面 上 的 半圆 Cs 将 变 为 《平面 上 的 半圆 弧 Cs. 其 中 R= 1/8. Æ z 33 Cs WT 
针 (相对 于 2 = 0 A) 运动 (argz E n 减 小 到 0)， 相 应 地 ,5 点 则 将 沿 Ca 逆 时 针 
(相对 于 5 = 0 A) 运动 (arg 由 0 增 大 到 n), BI 


a eip/z Q(z) dz = a eine e(t) a 
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应 用 Jordan 引 理 于 上 式 右 端 即 可 证 得 所 需 结论 . 
”讨论 。 注意， 此 引 理 成 立 条 件 不 同 于 Jordan 引 理 . 
将 留 数 定 理 与 上 述 引 理 8.1 结合 起 来 , 就 有 下 列 推论 : 
推论 8.1 设 C, 为 位 于 下 半 平 面 的 半圆 弧 : |z| = 0, 一 x < argz <0, 则 在 引 理 
8.1 的 条 件 下 , 有 
lim L e-iP/* Q(z) dz = 2ni x res le wh) (8.2) 
UE TRA KARERA ENEA (相对 于 z = 0 点 ). 
还 可 以 将 引 理 8.1 变换 到 下 半 平 面 : 
引 理 8.2 设 除 了 有 限 个 奇 点 外 ，f(z) 在 全 平面 解析 , 并且 当 —nargz«0, 
|z| = 0 Bf. z?Q(z) 一 致 地 趋 近 于 0， 则 
lim L ei?/* Q(z) dz = 0, p » 0, (8.3) 
其 中 c; 是 位 于 下 半 平 面 的 半圆 弧 : |z| — 6, —7 € argz « 0. 
在 此 基础 上 , 又 可 以 有 推论 : l 
推论 8.2 W C; 为 位 于 上 半 平 面 的 半圆 弧 : |z| = 6,0 < argz <m 则 在 引 理 
8.2 的 条 件 下 ， 有 (积分 路 径 的 走向 仍 为 逆 时 针 方 向 ) 


We (8.4) 


lim L ei?/z Q(z) dz = 2ni x res leo) 
运用 这 两 个 引 理 及 其 推论 , 就 可 以 方便 地 处 理 本 性 奇 点 出 现在 实 轴 上 的 情形 . 
例 8.1 计算 积分 f cos (ax - 7) p dr a 0 b> 0. 

解 考虑 复 变 积分 f oet , 其 中 积分 围 道 C 如 图 8.2 所 示 . 因为 在 


dz 
ld 

积分 围 道内 只 有 一 个 奇 点 2 = i (一 阶 极 点 )， 留 数 为 二 e-t9， 所 以 ,根据 图 数 定 

理 , 有 


图 8.2 应 用 于 例 8.1 的 积分 围 道 
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—6 
] ei(a2—5/z) dz 十 @i(az—b/z) dz 
-R 1 十 Z2 Cs 1+2? 


R " 
«f gi(az 5/2) dz «f ei(az 一 b/z) dz —qe (09, 
6 1+z2 Cr 14-2? 


对 于 沿 Cr 的 积分 ,按照 Jordan 引 理 , 有 


lm f eez- 1 一 0 
Roo Gn 124-22 i 


而 对 于 沿 Cs 的 积分 , 根据 引 理 8.1 就 能 推出 


lim gi(az-b/2), dA _ =0 
8—0 Jc, 142? 


因此 ， 取 极限 R 00,6 — 0, 就 有 


P uilaz-bz) dT - = rre latt), 
A 1-2? 


比较 实 部 ， 即 得 


25 b\ d 
J cos (oz 一 >) T =ne Ut a>0,b>0, (8.5a) 
| cos (ax 3 a = ec) a 0, b» 0. (8.5b) 
0 Z/1+z2 2 i : ` 
kg 讨论 
l. 类 似 的 结果 有 
bN rdr m 
3i mcg uerb 20.5 : 
/ sin (az =] li 9 * a 0, (8.6) 
= b\ dz T 
D. alas = gnto- B), | ; 
vp f cos (az 二 z sin(a ) a»0,b»0 (8.7) 
s by zdr T 
P i 一 一 三 一 b b ; . 
v.p Í sin (ax ~) TEE 2 cos(a — b), a>0,b>0 (8.8) 


2. 重复 引用 (85b) 式 的 结果 ， 有 


A [cos (2az 一 22) + cos (272 Al ds j^ - e 2(e*8) + gren), 
0 g gilig 2 


&> 0 B00 S30 
利用 三 角 函 数 中 的 和 差 化 积 公 式 ， 并 定义 新 的 常数 4 = aty, b= B+, c= 
a—y,d—8-—36, 于 是 就 能 得 到 


n b dy dr T 
E PES = -e~ (atb) « à j 
f cos (az z] cos (cx =) Lus 73 cosh(c--d), (8.9) 
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m: b dw dr T 
ee TE _ Ta a 
f sin (az = sin c | Lo z$ sinh(c+d), (8.10) 
成 立 条 件 均 为 a>c>0,b>d>0. 
类 似 地 ， 由 (8.6) 一 (8.8) 诸 式 也 能 导出 
e» b dv xdr 7 
i iine : Ra zoe) eos 
I sin (ax -) COS (ca a Te i i cosh(c+d), (8.11) 
P b dy sdr eis 
“一 一 Si = a= (atb) ai 
f cos (az =) sin (cx =) is M sinh(c+d) (8.12) 
以 及 
lv dr 
v». f cos (az- 2) cos (e-f) Mem = 5 sin(a—b) cos(e— d), (8.13) 
v.p n sin (az— 4 sin (cr— -) o = -7 cos(a—b)sin(c— d); (8.14) 
S b d\ tdr T 
v.p f sin (az) cos (cx =) La~ =a cos(a—b) cos(c— d), (8.15) 
v». f COS (oz- 2) sin (cz 2) An = S sin(a b) sin(c— d). (8.16) 


成 立 条 件 则 是 a>c>0,b>d>0. 


oo oo 
fj 8.2 计算 积分 f sin (az— A de 和 f sin (az+ 3) $e ;0»20,b»0. 
0 Mo T 0 X 


z 


RE 本 题 和 例 8.1 相似 , 积分 围 道 仍 如 图 8.2 所 示 . 根据 留 数 定理 , 可 以 得 到 


—6 „i(ar—b/x) i(az—b/z) R gi(az—b/z) ei(az—b/z) 
/ 一 一 tx+/ ——— a 一 一 az+/ — —— d 
=R T Cs z $ T Rr z 


—ó @il(art+b/z) ei(az+b/z) R @i(ar+b/z) @i(az+b/z) 
f —— 4. f ——ad f —— | E— d 
=R T Gs 2 8 T Cg zZ 


取 极 限 R — œ, 8—0, 就 有 


0 一 0 Cs Z R—oo 之 


— oc 


T 0 一 0 Gs 之 Roo Cg 之 


一 Do 


对 于 沿 Ca 积分 的 极限 值 , 可 以 根据 Jordan 引 理 判断 : 


ei(a2—b/z) ei(az-b/z) 
lim J —— dz — 0, lim f —dz=0. 
CR Cn 


Roo zZ Roc e 


co gi(ar—b/z) ei(az—b/z) gi(az—b/2) 
J i ——— de lim f Lil eid 
T CR 


oo ei(az-b/z) gi(azb/z) @ilaz+b/z) 
T T ds lim f = 一 dz 十 lim — dz =Q. 


goes, 
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而 对 于 沿 C; 积分 的 极限 值 , 则 可 分 别 应 用 上 述 引 理 8.1 与 推论 8.2, 从 而 有 


i(az—b/z) 
lim / - da 三 0, 
Cs 


>o, z 


@i(az+b/z) ei(az+b/z) 
lim dz = =27ti x esl j . 
0 一 0 Cs z 之 z=0 


这 里 第 二 式 右 端的 负 号 源 于 积分 路 径 为 顺 时 针 方 向 . 为 了 求 出 e 071 /2/2 dE 2 —0 
点 的 留 数 , 不 妨 将 eit%z+%51z 与 Bessel 函数 的 生成 函数 作 比 较 , 从 而 写 出 eito) 
的 寡 级 数 展开 式 : 


oo 大 
QUEM. NT Fn oval) (Vs) | (8.18) 


大 三 一 ce 
于 是 就 能 得 到 
ei(az 十 b/z) 
TeS { - } = Jo(2Vab)., 
is zu) 
亦 即 , 
al(az--b/z) 
lim / £ dz = —2ni Jo(2Vab). 
6—0 Gs z 


将 这 些 结果 代入 (8.17) 式 , 我们 就 有 
oo ji(ar—b/r oc ai(ar+b/r 
J md dz — 0; f = dz = 27i Jo(2Vab). 


T 


一 Co 


再 比较 虚 部 , 即 可 求 得 最 后 的 结果 : 


Wi b\ dz 
Í sin (ax — 3 "is 0, a0, b 0, (8.19) 
oo 
b dz 
| sin (az T -) EN es n Jo(2v/ab), à 20, b 0. (8.20) 
J0 T z 
rg 讨论 
1. 将 (8.19) 与 (8.20) 二 式 相 加 、 减 ， 还 可 以 得 到 
oo 
i sin ax cos pue jm Jo(2v/ab), a 0, b» 0, (8.21) 
0 ror 2 
eS b d: 
n cos QZ sin * = -— 5 Jo(2Vab), a »0,b»0. (8.22) 
0 a 


2. 模仿 例 8.1 中 的 讨论 ， 也 能 由 (8.19) 与 (8.20) 两 式 导 出 


l sin (oz- z) cos (ez— -) E =0, (8.23) 


88.1 ”有 限 远 处 出 现 本 性 奇 点 的 情形 229 


f COS (oz- 4 sin (ex - 3 = = Ő, (8.24) 
[ sin (az 2) cos (+2) = 

= $ [Po (eVet a+) o2 /(a-9)6-4))]. (8.25) 
l COS (a2) sin (+2) = 

- ETC (a--c)(5--d)) — Jo( Co 可] (8.26) 


它们 的 成 立 条 件 也 都 是 a>c>0,b>d>0. 
例 8.3 计算 积分 


其 中 p > 0, g > 0, ar 均 为 实数 , by > 0. 
ES x i q ". b dz 
解 显然 应 当 考虑 复 变 积分 f E (v J -)} 其 中 积 


1 十 22 
分 围 道 C 如 图 8 3 所 示 , 除 绕 过 奇 点 。 — 0 (本 性 奇 启 ) 外 ,还 需要 绕 过 实 轴 上 的 
AU a ay o, a, (也 都 是 本 性 奇 点 ) 根据 留 数 定理 , 应当 有 


, Q x 5 dz 
folie z X sellos 


. : q H bk 1 
= 2mixre 
1 res { exp tive P | mA 


=I 


-L . E 
-R a, a; 


图 8.3 ”应 用 于 例 8.4 的 积分 围 道 
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对 于 沿 半圆 弧 Cu 的 积分 , 根据 Jordan 引 理 , 有 


q £ bk dz 
l y Z2——— = i; 
dim, f, e o p avl. 


对 于 沿 Cs 的 积分 , 则 根据 引 理 8.1, 也 可 以 证 得 


T 


, T ERE: bk dz — 
im f e (os z Y REO 


k=l 


类 似 地 , 还 能 够 证 明 , 对 于 绕 奇 点 z = a; 的 积分 , 有 
. q í b dz 
m n exp ti»: > » : Y ) } l3 * 0. 


这 样 , 取 极 限 R 00,60, 6; 50,4 — 1,2, n, 就 有 


i fi( q bk ) j daz 
exp 4 i| px 
-- E P z f2r—0&/]Jlc g? 


一 cc 
n n 
bk akbk 
= Texp { p—q 六 j cos ( yh (8.27) 
eet lcar "um lora; 
oo n 
bk il 
/ sin C y E ) : 
Joea r f Tük l+r 
n bi n rb 
: E kük 
- rexp| p—q 3. Ltd j sin ( na (8.28) 
k=1 k=1 


rg 讨论 ”采用 类 似 的 积分 围 道 ， 也 能 计算 得 


o6 n 
f q bk dr 
v.p. ra COS (rs se > =) Iz 


k=1 


n n 
b b 
= msin (»-a- > =) cos ( > a ) (8.29) 
三 k= k 
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s | Z. bk dz 
vf sin (m 3 =) z 
= —nsin| p—q— J br sin 3 arbe (8.30) 
E ai 1—327' 1 一 a2 人 
k=1 k k= k 
例 8.4 计算 积分 f dr. Xmas b»0 
o 1-2pcos(ax —b/z) 4- p? 1-- z? > 
Gepa 


解 取 积分 围 道 C 如 图 8.2， 由 实 轴 上 的 线段 i< |Rez| < R 以 及 两 个 半圆 弧 
|z|=R, O€argz«m 5 |z| 26, O&argz&m 组 成 , 计算 围 道 积分 


l dz 
£ 1 — pei(az-5/2) 1 + 22` 
不 难 判断 , 在 积分 围 道 之 内 , 只 有 一 个 奇 点 ”2 ~ i， 留 数 为 


res I- pe 013422], 


2i 1— pe- (etb) 
因此 , 根据 留 数 定理 , 有 


1 dz " 1 dz 
-r 1—peilor tb/z) 1 十 Z2 ^ Jo, 1— pellez-b/z) 1+2? 
A 1 db ， J 1 dz /— n 
"Js 1—peilar-b/z) 1 +r? Cp 1 — pelz-h/2) 1 4 z2 ^ 1]-pe-(a*5' 
当 |z| 2 R — œ, 0 < argz < n if, 因为 
ẹi(22—0/2)| 二 人 一 (全 Hb R) sino E 1, 0 = arg z, 
所 以 
1 E 1 li 1 l 
- « P im x 
1—pei(az—5/z) 1 一 7 |z| 一 oo 


1—pei(az—b/z) 1222 一 0， 
Ocargz&7 


@ 被 积 函数 还 有 两 个 奇 点 : z = zi 和 z= zz 它们 都 是 1— peil- 的 零点 , 因而 满足 


i(az - 5) = -Inp+2km 即 az? — (iln p + 2kr)z — b = 0. 
z 
于 是 , 根据 Viète 定理 , 有 | 
2kn +ilnp 
s Faama 2122 = ——, 
根据 题 设 , a > 0,b > 0. 因此 可 令 


aj rie? = ri(cosÜ d isin8), z2 = —rge- i? = rg(—cos0 +i sinĝ), rı 50, r2 » 0. 
而 


Gemisi 2 玫 EE iE 
a a 
因为 0<p<1,1Inp<0, 所 以 zi 和 zo 的 虚 部 均 为 负 ， 即位 于 下 半 平 面 . 
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因而 有 


li dz EP 


m AÑ I 5 0 0 < argz < «nx. 有 


i(az—b/z) 


ei x e7 (2975/9) sin 0 « 1, 


因而 也 能 推出 


lir l dz 2g 
8-20 c, l- peilaz-b/z) 1422 ` 


这 样 ， 取 极限 R 一 oo, 6 一 0， 就 得 到 


1 dr /—— T 
ool — pei(az-b/z) 1242? Fe pe (atb) ; 


2 1 1 deo T 
^ 1 — pei(ar-b/z) dE ms pe-(2z-b/2)| 1-2. 1— pe-(a*9" 


l 1 — pcos(az — b/x) dr è xn 1 (8.31) 
o l1-2pcos(az — b/r) +p? 1-- 32  21—pe-(a*9' f 
再 和 积分 
/ dr n 
Jg 1424? 2 
HAS, 就 能 得 到 最 后 的 结果 : 
ra 1 dr onm 1 1l+pe (+t? (8.32) 
o 1l-2pcos(ar—b/r)- p? 12-232 2 1—g9? 1— pe (ob) f 
x cos(ax — b/x) dr mx 1 p+e (9 (8.33) 
o l-2pcos(ar—b/z)-4 p? 1+z2 2 1—g? 1 — pe-(a*8* i 


”讨论 。 用 类 似 的 方法 ,也 能 计算 得 
x: 1 dg — m p sin(a — b) 
vp f 1—2pcos(ar — b/x)+ p? 1—z?  1— p? 1— 2p cos(a +b) +p? ii 
例 8.5 采用 适当 的 围 道 ， 应 用 留 数 定理 计算 积分 [^ me e, 
sin(cr — d/z) Z2 十 1 
其 中 a,b,c,d 均 为 实数 , H |c| > lal, |d| > |b|, ab > 0, cd > 0. 


解 不 妨 假设 a,b,c,d 均 为 正 数 , 且 c > ao, db. 
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@i(az—b/z) dz 


取 复 变 积分 为 f po zo 转 道 C 原则 上 是 由 正 实 轴 上 的 两 线段 


[-R, 一 6] 与 [6, R] 以 及 两 个 半圆 弧 |z|= R, 0 < argz < n 5 |z| = R, 0 < argz S7 
组 成 , 但 为 了 适应 留 数 定理 的 要 求 , 还 需 作 适 当 的 调整 . 为 此 先 要 分 析 一 下 被 积 函 
数 的 奇 点 . 

被 积 函数 的 奇 点 来 自 两 部 分 : 第 一 部 分 是 2 十 1 的 奇 点 , z = i, 分 别处 于 上 、 
下 半 平 面 ; 第 二 部 分 是 sin(cz — d/z) 的 零点 (有 无 穷 多 个 )， 即 


cz = d/z = km, k= 0 1,2, 5. 


对 应 于 大 = 0 有 两 个 奇 点 ， 分 别 记 为 


d d 
Z0+ — M 一， eg 二 一 上 二 
€ € 


24 k 0 时 , 对 应 于 每 一 个 大 值 , 有 四 个 奇 点 , 分 别 是 


kn Vv (Kn)? 十 4ed kn — (km)? 十 4cd 
Zk 十 二 一 c : Zk+- 一 Jc ; 

—kn + y (kr)? + 4cd , (kn — y (kn)? + 4cd 
TECH 2c ` ai= 2c f 


这 无 穷 多 个 奇 点 都 分 布 在 实 轴 上 , HU z = x 及 z — 0 为 聚 点 . 这 样 就 决定 了 两 
个 半圆 弧 的 半径 只 能 取 离 散 值 5,, 与 Re (其 数值 大 小 后 面 再 确定 ), 而 且 积 分 围 道 
还 要 (以 半径 为 a1,s2,:. 的 半圆 弧 从 上 方 ) 绕 过 位 于 (Rn, —64) 以 及 (ôn, Ra) 
间 的 各 个 奇 点 . 在 令 si 一 0,62 一 0, … Fi, 就 有 


r ei(ax—b/z) dr f @i(az—b/z) dz 
J.g sin(cr —d/z) 22+1 ` Ci Sin(cz — d/z) z? +1 


E [ ei(ax—b/x) dr | : gi(a2—5/z) dz 
s sin(cr—d/z) 324-1 . Cr, Sin(ez — d/z) 22 1 


= 2rü x res f (i) + mi [res f(zo+) + res f(zo-)| 


+ ni [res f (z++) 十 res f (zk+—) + res f (zk-+ + res f(zk-—)l. 
k 


下 面 的 任务 有 二 : er —-— 
: el az—b/z dz el az—b/z) dz 
il H i — ——— $ i — $ 
(1) 证 明 n3 L sin(cz—d/z) z?--1 9 ER x sin(cz—d/z) z?--1 a 


(2) 计算 各 奇 点 处 的 留 数 , 并 求 和 . 
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i(az—b/z) d . 
首先 证 明 lim /一 一 一 一 一 = 0. 按照 Jordan 引 理 的 要 求 , 这 只 
n—0oo Jop, Sin(cz — d/z) z? -- 1 
—ib/z 
要 证 明 在 0 < arge < n 的 范围 内 , 当 |z| = Ra > 0 t, —È : 
sin(cz — d/z) 2? 4-1 


地 趋 于 0 即 可 . 不 难 计算 , 当 > = Re? 时 , 有 


一 致 


sin c 一 2 — sin [Ga 一 5) cos 0 + i(cR, 十 = sing ] 


因此 
sin c 一 3) i — sin? [Ga 一 x) cos J + sinh? I 十 x) cos J ; 
从 而 可 以 证 明 
sin (cR, 一 xi < [sin c 一 3 < sinh (cRn + EN. 


R n Rn 


这 样 , 只 要 取 Re, 为 


1 
ERa R. = (n EE 5)7 
就 有 " 
e Í < 1 o bI Ra. 

sin(cz — d/z) z2 + 1 R2 
因而 就 证 明了 

P ei(az —b/z) dz a8 

de pa, Sin(cz—d/z) 2241 ~ 
为 了 证 明 1 Su eg, 不 护 作 变 痪 亦 即 
i i ————————À áÁ—————M e j N 4 ”一 -—S | $ 

ecd i sin(cz — d/z) z? + 1 l s farg 
z= ne m C= 1 i00) OSAST, 

则 


@i(az—b/z) dz ei(b6 —a/€) dÇ 
L. sin(cz — d/z) z? +1 L sin(dG — c/Q) C? - 1 
于 是 , 我 们 只 要 取 ôn = 1/ Rn,， 就 能 直接 引用 上 面 有 关 沿 Cr, 的 结论 ， 从 而 证 得 


eilaz—b/z) dz 
lim Í - j 三 :化 
n9 Jo, sin(cz — d/z) z? +1 


现在 再 来 计算 被 积 函数 在 围 道内 各 奇 点 处 的 留 数 . 对 于 奇 点 i， 有 
eiliatib) 1 1 
sinic +id) 2i 2 sinh(c4-d) 


e (5. 


res f (1) = 
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对 于 奇 点 zy = Vifi 与 wo- = -vde 有 


,i(az—b/z) 1 1 l 
— = € S i(aVd/c-bVe/d) 
res f (zo+) arde Tl erd : 
i(az—b/z) 
res f (zo-) = EAA 2g = 1 eilaVd/c-bVe/d) 
cc d/z? 1--2?!a,. — 2(c- d) 
它们 的 和 为 


res f (zo+) 十 res f (z0o-) = 


. ui U 


对 于 满足 cz — d/z = 士 kr 的 四 个 奇 点 ze, Zkt, £k. 
peia 1 -( p gi(a2—5/z) 
c d/z2 1-22 | c dA cz? 4 d/z?' 


res f(z) = (-1) 

代入 Z = ZK 十 十 ， 因为 

_ kn+ V (kT? 十 4cd 1 _ —km- (kn)? + 4cd 
2c j i 2d 3 


Zk 十 十 — 
经 过 并 不 复杂 的 代数 运算 , 能 够 得 到 , 当 > = z 时 ,， 有 
Bode (x ! xi) kn 1 (á zi) V/ (kr? + 4cd, 


Zk++ 


z 
1 d 1 (c 4- d) / (kr)? + 4cd+ (c — d)km 
c--d--cz?--d/z? 2 (kn)? 十 4cd (kr)? + (c+ d)? : 
因此 
1 大 2 T 
MINUM CEE TERR Ur Tie 
2 [(k7)? ES (c+d)?] (kn)? 4- Acd 
其 中 
| b 8- a ob 
2c 2d 2c 2d 


同 理 , 可 以 求 得 


(—1)* (c+d)V (kr)?+4cd — (c— d)kn ikna- DET 
2  [(kr)? + (c-d)?] / (kn)? M 


res f (zk+—) = 


sen f Uu] = [ (ro)? + (e--d)?] V (er)? +4cd 


EN (—1)* (c+d) / (kr)? --4cd + (c—d)kn e ikno—ib v Uer? acd. 


2 (kr)? + (c+d)?] /(kr)? - 4cd 
这 四 个 奇 点 处 的 留 数 之 和 为 


(—1)* (c+d)y/(kn)?+4cd — (c— d)kn —— kr acd 
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res f(zk++) + res f (zy) + res f(zk-+) + res f(zx——) 


yx 
id 2(c--d) cos kra cos BV (kr)? 4- Acd 


— (kr)? + (ctd)? 


c SENE sin kna sin BV (kr)? z 


(kc)? -- Acd 
综合 以 上 结果 , 并 取 极 限 Ra 一 oo, 6, 一 0. 就 有 


广 ei(az—b/z) dr 
_w Sin(ex — d/z) 1+ zr? 
e e-(e*9 LR tE AE 
= | ai = =b] = 
sinh(c +d) c+d E c d 
十 zd (c+d) 2. n COS kna COS BV (kr)? -- 4cd 
< (—1)*km sin kna 
(c—d) P» (n sin BV (kn)? -- 4cd 
k=1 


?2 十 (c+d)? J(kr)?4- 


再 比较 虚 部 , 就 得 到 所 求 的 积分 
T sin(az — b/x) dz 


Las Sin(cz — d/x) 1+ z? 


e- (a+b) / Š 
m  Tsinh(c c d c+ = PERNS i "E 


十 "i (c+d) > erm cos kra cos BV (kr)? +4cd 


1)*kn sin kma 
sin BV (kn)? J-4cd | . 
D» ga cnl! rapa Pw eme | 


为 了 求 出 上 面 两 个 无 穷 级 数 的 和 函数 , 需要 用 到 半 纯 函数 的 有 理 分 式 展开 (Mittag- 
Leffler M) ^: 


cosh oz _ Cos 3 
- cosh B4/ z DRN 
sinh z 
oo 


1 
E (- T V (nr)? 4- 
2. " cos nto. cos By (nm)? 4-4? (= — +5) 
= 1 
1 T 3 一 — 
E (C )" cos nna cos BV (n7)? +9? (— zx) 
Mad [15 
一 2z 2, pina cos nta: cos BV (nm)? 4-3, (8.35a) 


@ 参见 文献 : EME. WA. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 16 - 19. 
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z sinh oz sinh 84/2? —? 
sinh z v 22-42 
Hu yea ves ( 1 " 1 ) 


= nm sin NTA : z 
(nr)? +y? 之 一 mi7ri nī 


= 3V (nn)? -y? 1 1 
eig 1)** ng sin NNA sin/ (nat) 3 ( ) 


(nr)? 4-2 z+nmū nn 


Wi. 


n=l 


n 


nf )**! nz sin nna sin BV ty (8.35b) 
之 元 + V/ (n)? 4-42 | 


4 z—c4 d, y? = Acd, 因而 /22 —,42 —c— d, 就 有 


cosh o(c4-d) 


—————— — cosh B(c— d 
sinh(c4-d) vasto d) 
cosBY ., e (c " " 
amm tet n kera cos nta cos BV (nn)? +4cd, — (8.35c) 
sinh a(c--d) 


一 一 一 一 一 sinh 8(c—d 
sinh(c4-d) SUR d 


"um 
— (ed) NT TE a ni masako (8.35d) 
注意 到 前 面 引入 的 so — ayie- byd, 因而 就 得 到 最 后 的 简单 结果 
? sin(az — b/r) dz 
i. sin(cr — d/z) 1 + z? 
- Mr "uu x jj cesh aed) cosh P(e — d) 
sinh o(c-- d) sinh Pte — d) 


" T 
sinh(c + d) 
T 


sinh(c + d) ( — e=) + cosh[a(c + d) + &(c — d)]) 
———À [green . 
— sinh(c + d) | e + cosh(a + b) 


7 sinh(a 4- b) . 
E l 8.36 
sinh(c + d) (6.30) 


rg ”讨论 重复 引用 (836) 式 ， 可 以 得 到 


T sin(2ax — 28/x) + sin(2yx — 28/x) dz 
0 sin(ax — b/z) lr? 


«u 1 si 
^ 2 sinh(a b) [sinh 2(a + 8) + sinh 2(y + 6)], 
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成 立 条 件 不 妨 取 为 a > 2a > 0.b> 28>0,a>2y>0,b5b> 26>0. 利用 三 角 函 数 
中 的 和 差 化 积 公式 ,就 能 化 成 


? sin(cr—-d/z)cos(er— f/x) dr _ xsinh(c+d) : 

| sin(az —b/7) 1+z2 2 sinh(a+b) enue (8.37) 
? cos(cz-d/z)sin(er— f/x) dr _ xsinh(e+f) | 

i sin(ar—b/z) 1+z2 2 sinh(a--b) cosh(c-- d), (8.38) 


成 立 条 件 是 a>c 土 e>0,b>d 土 1/ >0. 


$8.2” 含 多 值 函 数 的 积分 


wsh 
例 8.6 计算 积分 | PUT cosa dü, 其 中 a > 一 1. 
0 


解 本 古 中 的 积分 兼 有 有 理 三 角 硬 数 积分 与 多 信函 数 积分 的 两 个 特点 ， 故 可 考 
虑 复 变 积分 f (2? lest Z 其 中 积分 围 道 C 如 图 8.4 所 示 , 其 基本 结构 是 半圆 形 的 


围 道 , 但 绕 开 了 z= xi UBERA 以 及 z=0 (RRRA). 作为 多 

值 函数 ， 规 定 arg(2?+1)| , — 0. 因此 ， 对 于 圆周 上 的 点 > = e, A 2+1 = 

2e cos 0, arg cos = 0; Mc Nen z iy, -1«y«1, 则 有 arg(z?41) = 0. 
在 o» —1BJATET. 容易 证 明 


于 是 , 按照 留 数 定理 ， 并 取 极限 = 一 0, s' 一 0 后 , 就 有 


n/2 : 6 2c di ái 1 " 
f. coson f act P aE f a-y at = 
—m/2 1 y C; 之 5 y 


图 8.4 应 用 于 例 8.6 的 积分 围 道 
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沿 虚 轴 的 两 段 积 分 正好 彼此 相 消 , 而 对 于 沿 Cs 的 积分 , 有 


dz 
lim | (z2--1)*— = —im, 
6 一 0 C z 


所 以 , 取 极 限 6 一 0， 就 得 到 


NA/2 
gs / ei? cos? Gd0 = m. 


—m/2 
比较 实 部 , 得 
»j cos a8 cos? 0 dO = m. 
—m/2 
所 以 最 后 有 " 
h cos aĝ cos? 0 d0 = Tul (8.39) 
m ”讨论 


l. 本 题 中 被 积 函 数 为 多 值 函 数 ,， 不 仅 z — 0 5 z= oo 间 要 作 割 线 ， 而 且 
35/2 < |0| < n 时 ,也 不 能 简单 地 使 用 等 式 2? +1 = 2e? cos 0, 必须 进一步 明确 
argcos9 的 取 值 . 

2. 本 题 也 可 看 成 例 7.5 的 特殊 情形 : a=1,b=a+1. 

例 8.7 类 似 地 , 我 们 可 以 采用 图 8.5 中 的 积分 围 道 , 计算 复 变 积分 


f 22—1 zdz siwai 
c 24 — 2z? cosh 2p + 1 (22 + 1)e* aids ` 


这 时 , 在 围 道内 只 有 一 个 奇 点 z = e ?， 留 数 为 


e?» —] e-? aa e-P»(-e) 


4e-3» 一 4e-P cosh 2p (e-?P + 1)? B cosh^*! D 


图 8.5 应 用 于 例 8.7 中 的 积分 围 道 
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因此 
f ze zdz _ im g Pe) 
c z4 一 2z2 cosh 2p 十 1 (z2 十 1)“ ^ 2€*! cosh®t! p’ 
亦 即 


f z2—1 zdz «f z2—1 zdz 
e, 27—222 cosh 2p+ 1 (z*-Fl)* Jo, 2*—22* cosh 2p--1 (2*4-1)e 


A” yl ydy 

i-e y*-23? cosh 2p-- 1 (1— 32)? 

«f z?—1 zdz _ im e 0-9 
c, £í-22?cosh2p4-l(z?--1)& ^ 29 cosh®t p' 


考虑 到 在 a < 1 的 条 件 下 , 根据 小 圆 弧 引 理 , 有 


i 275 —1 z dz 
lim 7 ; ; - E 
£0 Jc, z* — 22? cosh2p + 1 (2? + 1)e 


l / z?—1 zdz 
im — 0, 
e'—0 Jc Zt — 22? cosh2p +1 (z? 4- 1)e 


同时 考虑 到 被 积 函 数 的 奇偶 性 , 有 


lim "n yd ioo 
e70 Jie yt + 2y2 cosh 2p +1 (1—42) — 
Sa 
所 以 
l / 22 一] zdz im e-P-e) 
m = A Na iM dang 
E50 Jci z4— 22? cosh 2p+1 (z22+1)° 2*H coshe+1 p 


E 一 


因为 在 C1 E, z=, dz 二 ei9id0, H 


z? +1 = 2e" cos 6, z? — 1 = 2e" sin, 


zł — 2z? cosh 2p + 1 = 2e? ( cos 20 — cosh 2p), 


所 以 可 将 上 面 的 积分 化 为 
L. ei&(1—a) sin Ó i im e-P(1-o) 
_n/2 cos20 — cosh 2p cos*0 ^ — 2 cosh?*!p. 


比较 虚 部 ， 即 得 


"n sin(l— a)8sinü dð . m e"1-9 (8.402) 


_n/2 Cosh 2p — cos20 cos^0 2 cosh^*!p' 
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因为 被 积 函数 为 偶 函 数 , 所 以 还 可 进一步 化 为 
sin(1 — a)0 sinf db m e-P-e) 
0 


be € E! 
cosh2p — cos 20 cos*0 ^ 4 cosh^^! p Hamb) 
若 采用 相同 围 道 计算 复 变 积分 À 2 zdz ， 则 可 导出 
c z1—22? cosh 2p4-1 (z2+1)° 


n/2 R - —p(l—a) 
f cos(1 — a)0 dg m e ide (8.41) 
0 


cosh 2p — cos 20 cos?-! 0 4 sinh p cosh? p' 
fj s.s 指定 积分 围 道 如 图 8.6 所 示 , 选择 适当 的 被 积 函 数 , 计算 积分 
L. sin(a + 1)0 


- cos? 0 d0, Reo » —1. 
—n/2 sin 0 


WE 本 题 与 例 8.6 相似 ， 故 可 考虑 复 
变 积分 


241 a 
froe- g e ide, 


并 且 规定 arg(z2 +1)|。。 = 0. 于 是 , 对 于 
单位 圆周 C, 与 C| 上 的 点 z=, 有 


z? + 1 — 2e? cos 0, 


Bn 


图 8.6 例 8.8 中 的 积分 围 道 


arg(z? 4- 1) 


z—el?,—7/2«0«n/2 = 
同时 , 对 于 虚 轴 上 的 点 z=iy, -1<y<1, 有 
arg(z? 4- 1)| zd 


z—iy, l«y«l 
另 一 方面 , 根据 留 数 定理 , 可 以 写 出 


一 1 十 = 2a 2 a 2 a 
1— z*-F1 z 1 
/ dot/ ( ) zdz4 J ( ) zdz 
J1 E ei 


ET 1 十 2%2 y^ Bed z2—1 
2 a 2 人 2 a 
十 1 +1 +1 
eaae f eua f iE TA deed 
s z^—1 Ci z^—] C. z^—1 


因为 
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2 a 
1 
lim Cae a = —in.2° 1, 
6 一 0 © De 一 
—1-e' 23a 
让。 
lim Hk. ydy = 0, 
£30 Ji—e L4 
E 一 0 
2 a 7/2 a 
1 0 , 
lim Lac a dz —29-! T ei(--1)8 db， 
$20Jo, 2^—1 0 sin ð 


2 0 
22 十 1)e E a 
Dus Dro ada u nd cos" 8 ilai) gg, 
go ei z^—]1 —mn/2 sin 0 
所 以 有 
^/? cogn g | 
9e-1 / T ei(a 十 1)6 dg = im- 9a-1 
J—m/2 sin 
比较 虚 部 ， 即 得 


UE gi 1)8 
/ SR CUP jdim (8.42) 


—nJ2 sin 0 


例 8.9 采用 类 似 于 图 8.5 的 围 道 , 还 可 以 计算 积分 


f Pel 2 Rea«1,0«^*4«m/2 
A ea , n/2. 
c 24 — 222 cos 2y + 1 (22 + 1)e L 


这 时 的 围 道 见 图 8.7, 围 道 的 局 部 调整 是 由 于 要 绕 开 圆周 上 的 两 个 奇 点 2 = et (一 
阶 极点 ). 因为 被 积 函数 在 这 两 个 奇 点 处 的 留 数 为 


z2 - 之 1 eti(l-a)v 
ie { 24—22? cos 2y--1 (22-4-1)e b ^ 2e*2 cosatly’ 
重复 上 题 的 计算 ， 就 得 到 


T. 2ie? sin 0 e2i id0 
pja 078 — 26916 cos 2 -- 1 (260 cos d)e 


NF [^ ei(1 一 a)6 sin 0 
E _n/2 COS 20 — cos 2y cos? 0 


=mi x M ; SANSS gor 4. ue) 
26-12 gosetia 
mi cos(l— a)y 


2a 十 1 coset! y 


因此 


Iw el) sin 0 7i cos(1 — a)y 
5/2 COs 20 — cos 2y cos? 0 | 2 costly 
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再 由 于 | I 
li gi(172)8 sin i= y p sin 0 dé, 
_n/2 COS 20 — cos 2y cos? 0 0 cos 20 — cos 2y 
所 以 就 求 得 
/2 sin(1—a)ð sing 7 cos(1— a)y 
.p. 一 一 一 c 0 = 一 一 一 一 一 一 . E! 
"e f cos 20 — cos 2y cos® 0 g 4 costly pul 
1 zdz 
TUE » TO E 
类 似 地 ,采用 同样 的 积分 围 道 计算 d ra 725s， 就 能 导出 
us cos ab d8 T sinay T 
p. = "un. l, =. (8.44 
TUS f cos 20 — cos 2y cos? 0 4 siny coset! y DEE 2 (BM) 


图 8.7 例 8.9 中 的 积分 围 道 图 8.8 例 8.10 中 的 积分 围 道 


n/2 N z 
例 8.10 计算 积分 f awal a Eh ag o uy 
—-4/2 C08 A 0 sin(0 — y) 2 


2 
解 选取 积分 围 道 如 图 8.8 所 示 , SERBIEN? f nr zdz 


1-a 22 — gi23"' 仿照 
前 几 题 的 讨论 , 即 可 得 到 
É 1 ei?? i db i ni 1 E ai i 
2 (Ze cos) m2 ee gii = a (24 el leen 2 (2e cosy) e 
亦 即 
n/2 gie (6—0) Y 
as : .4 
cos! -? 9 sin(0 — y) cosl-a y (8.45) 


比较 实 部 ， 就 求 得 积分 
al sina(0 — y) m 元 


B .4 
-n/2 cos! -* 0 sin(0 — y) cos! =e 4 (8.46) 
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与 此 同时 ， 比 较 虚 部 ,还 能 得 到 


ide cos a(0 — y) 
un oad ma -a TA (8.47) 


或 者 将 (8.45) 式 改 写成 


7/2 ia8 : niay 
e mie 
/ = BaL (8.457) 
2 C081? 9 sin(0 — y) Goss Buy 


分 别 比 较 实 部 和 虚 部 ， 又 能 得 到 


/2 : 
cos að n sinay 
. . 10 s= : 8. 
TR Le cos!-? f sin(0 — y) i cosl-? y’ (8.48) 
n/2 - 
sin a 7t COS Oy 
aba ————— — — d0 = . 49 
R L cosl-? 0 sin(0 一 y) 1 cosl-e 4 (8 ) 


7/2 元 
例 8.11 应 用 留 数 定理 计算 积分 | sin? 0 cosa(3 一 0)ae. Reo » -1. 
Jo 

解 本 题 类 似 于 例 8.6, SESE E. 可 以 由 该 处 的 结果 通过 简单 的 变换 而 导出 ; 
也 可 以 采用 图 8.9 中 的 围 道 计算 复 变 积分 f (2? 1) E 而 得 到 如果 我 们 规定 
arg(z?—1)| o 二 Xx， 则 对 于 圆周 上 
的 变 点 z = e, 有 

(z2—1)|,_ = 2eirV/2eig sin g. 


其 中 argsin 0 = 0. 容易 证 明 , 在 本 
题 所 设 条 件 Reo > -1 F, 


lim / (2? — jj — 0, 
JC. Z 


E 一 0 


lim f (2-12 时 2. 
C z 


图 8.9 应 用 于 例 8.11 的 积分 围 道 


E 一 0 
e^ 


同时 ， 因 为 


lim | (2 - 15 T= ineo, 
5 一 0 Jo, Z 
n bE 2 
就 能 得 到 T 
0 


因为 
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7t /2 . To : 
J eio(0—7/2) sin® g qg = f gia(0—71/2) sin® 0 qg + Í eio (8—7/2) sin® 9 dg 
JO 0 u/2 


x/2 ! l , n/2 元 
Ex / [giao — sid sin“ 0 d = 2 J cos a(5 一 0) sin? 0 dð, 
0 ; 2 
最 后 就 有 
e NA n T 
/ COS a(= 一 o) sin^ 0 d0 = zari (8.51) 
T (8.50) RASA 


f e? sin^ 9 d = isa (8.50) 
0 2 


24 a 为 实数 , a —1 时 , 则 可 直接 比较 等 式 两 端的 实 部 与 虚 部 ， 从 而 得 到 


TE TE 
/ sin® 0 cosað dô = Z cos ——.. sin? 0 sinab d = sin. (8.52) 
ga S * pa "79 


例 8.12. 类 似 于 例 8.7. 采用 图 8.10 中 的 积分 围 道 , 计算 复 变 积分 


f z? +1 zdz i dod aod 
了 yQ 3 
c 25 — 222 cosh 2p + 1 (z? — 1)e’ P 


可 以 导出 (计算 过 程 从 略 ) 


T ei(1l 一 a)6 cosb T pl eirray/2 
ri cosh2p—cos20 sin? 2° sinh^*! p` 
分 别 比 较 实 部 与 虚 部 ， 即 得 
l4 cos(1—a)0 sost mJ Reino gs PEE (8.53) 
o cosh2p—cos 20 sin? 0 2 sinh^*! p 2 
T  sin(l—a)ð  cos0 n e-7(1-9) na 
e 10 = 一 ' 8.54 
Í cosh 2p—cos 20 sin? 0 i 2 sinh®t! p a kasd] 
类 似 地 , 计算 复 变 积分 
2*1 zdz 
, 0 2 
larani pr PSU 
也 能 得 到 
7 s(1—0)0 1 »-p(1—o) 
f cos(1— a) a T l E P mo (8.55) 
o cosh 2D 一 cos20 sinc ^ 0 2 sinh“ p cosh p 2 
< sin(1—o)0 1 ,Pp(1—a) 
y sini a) 一 d0 = - : a cos 2 (8.56) 
o Cosh2p—cos20 sin^ -0 2 sinh“ p cosh p 2 
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图 8.10 应 用 于 例 8.12 的 积分 围 道 图 8.11 应 用 于 例 8.13 的 积分 围 道 


例 8.13 仿照 例 ss. 采用 图 8.11 中 的 积分 转 道 , 计算 f c 295m 
Rea > —1 的 条 件 下 , 可 以 得 到 


元 ei(a 十 1)6 
sin? 0 db = n ei"e/?, 
0 cos 0 


比较 实 部 与 虚 部 ， 即 得 


ü 1 üi i 1)8 
/ sin 0 eol dé = m cos 2E, i sin? 0 m di. dg = x sin £. (8.57) 
0 cos Ó 2 0 cos 0 2 


例 8.14. 类 似 于 例 8.9, 取 积分 围 道 如 图 8.12 所 示 , 我 们 再 来 计算 复 变 积分 


z2 十 1 zdz 
; €l1,0-«qes/2. 
f. (22 — 1)® z* — 2z? cos 2 + 1 d i: / 


注意 到 在 圆周 上 有 两 个 奇 点 : z = em K z= ih, 留 数 分 别 为 


2241 z 1 e-ine/2 gi(1-a)» 
es A RE a om 

z +1 z 1 e-ine/2 eill-a)(n-7y) 
res | (z2 一 1)a 21 — 222? cos 24 + 1 b a i 2079 Tg 


所 以 根据 留 数 定理 ,并 取 极 限 < 一 0, = 一 0, 5 一 0, 即 得 


i(1—a)0 
L giii-e) cos 0 c m 1 [ee FS gain, (8.58) 
o Sin^8 cos20 — cos2y 4i sin^*! y 


比较 实 部 和 虚 部 , 就 有 
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a cos(1 一 a)0 cos 0 
0 sin% . cos20—cos 2^ 
pi: 1 . j 
Fa sin(1—o)8 cos 0 
0 


sin%  cos20—cos2*y 


T 1 
enl sny |cos(1 —a)y + cos(1 -a)(n-)] i (8.60) 
或 者 将 (8.58) 式 改 写 为 
= eil OQ 0/2) cos 0 m 1 m ; 
Í sin 0 cos20 —cos2y ^  2isin^t!» RIBERA s i 7): (sas 
比较 实 部 和 虚 部 ， 又 能 得 到 
E cos 0 db 
cos(1-a)(5 -6) 5 sin“ 0 cos 20 — cos 2y ^ ad 
m T cos Ó d 7 1 7 
f it- aR Zantiy cos(1—0) (5-7). (8.62) 
用 同样 的 方法 计算 
1 zdz 
jc z4 — 22? cos 2y + 1' en, Teen 
就 可 以 得 到 下 列 积分 : 
cos ag dg T 1 . f 
f sin% ð cos20 —cos2y 4 sinet! y cosy [sin arp sinap = | (8.63) 


7 sina dð EE. 1 


= 一 一 n .64 
sin“ 0 cos 20 — cos 2y 4 sin**! ^j cos y [eos arg — nasi | (8.6 ) 


"il n db n 1 T 
EXTA D A —X E a (= z i 
n sin“ 0 cosa( 2 ) cos 20 — cos2y 2 sin®t! y cosy ai V^ x): (8.65) 


dg 
o) cos 20 —cos2y — M 18.66) 


812 ”应 用 于 例 8.14 的 积分 围 道 图 8.13 ”应 用 于 例 8.15 的 积分 围 道 
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fj 8.15 现在 再 采用 图 8.13 中 的 积分 围 道 , 计算 复 变 积分 


Í zdz "TX 
^ [22 — 1y* 22 — eun TE du Me oy «x TE. 


注意 到 对 于 位 于 上 半圆 周 上 的 点 z=ei 及 z=en,， 有 


(a*.—1) | UL = 2e™/2 e? sin g, arg sin 0 = 0, 
(z^. DE s = 9617/2 ei? sin y, argsin y = 0, 


根据 留 数 定理 , 并 取 极 限 = 一 0, =' 一 0, 5 一 0， 就 得 到 


T i(1—o)(8—4) : us oi(1—a)6 Ti i(1-o)vy 
J : dð = ——, ， 亦 即 / 二 
0 J0 


sin? 0 sin(0 — y) sin? y sin? 0 sin(0 — 7) sin* -y 
分 别 比 较 实 部 与 虚 部 即 得 
v.p. f ; aiao ; dg = 0. (8.67) 
ra RIT d0 = s 7' (8.68) 
p> [ aant 0) d =T E o (8.69) 
Te | i 8) ae : € cU (8.70) 
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在 应 用 留 数 定理 计算 定 积 分 时 , 经 常用 到 半圆 形 的 围 道 . 在 多 数 情 况 下 , 当 圆 
弧 的 半径 趋 于 oo 时 , 沿 半圆 弧 的 积分 趋 于 确定 的 极限 , 0 或 者 非 零 极限 值 . 然而 ， 
Re tae ra 见 下 面 的 例子 . 


z+l1 


例 8.16 计算 积分 [^ agn as 其 中 a>0. 
SR 作为 无 穷 积 分 ， 和 个人 的 在 人 我 们 可 以 选择 图 8.14 中 的 
积分 围 道 C 来 计算 复 变 积分 d 二 zoar tide. 由 于 z = 十 1 是 被 积 函数 的 枝 


点 , 故 可 由 > = -1 点 直接 与 >= 1 KARETE HEAR JF HUE fX ERE 


arg(z — 1) = 7, arg(z + 1) = 0. 
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814 应 用 于 例 8.16 的 积分 围 道 


TE, 按照 留 数 定理 , 我 们 就 有 
juu m EH de = 2 x res C Tux ; 
cz +a z—1 S44 gI a 


z z+1 多 zl 
it Desa m lc g — - 
Eod gra” am 0, rim 227a?  x-1 


所 以 , 在 取 极 限 £ 一 0, 5 0, R> oo 后 , 就 有 


ii 0 
一 也 r-—1 一 也 l-r 
| l i 
a ETEA di f aali 2r da) 


因为 
0， 


= —mn (2arctana — m), 
整理 即 得 


l oo 
7 1+3 1 
Fi 二 mi aet f = nT de = n? — 2n arctan a, 
0 1 


r? +a? l-r z? pa? w= 


[de 

n 
o Zu 
E itie 


1. fg € d& x — 1/t, 就 能 证 明 


ER T r41 d 1 t+1| dz 
l dr = l 
/ Sig n | T I n 


r—1 1-4-a?t? t£—1| £' 
所 以 ,由 (8.71) 式 还 可 导出 


T a? + 22? 十 a2z4 1 +r dr 
0 


zl 
r—1 


1 1 
| dg = 37 = Tt arctan a = 7t arctan =. (8.71) 
Q 


1 
= tan 一 . 8.72 
(a? 十 Z2)(1 十 a2r2) "Jerg Oe (8:72) 
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2. Æ (8.71) 式 中 取 a = 1， 则 有 


|a: = —, (8.73) 
从 而 也 能 进一步 推出 
1 1+zdz ldr m? 
f» alt =f m HIT (8.74) 


下 面 对 n a f(z)In 1-2 ar 型 积分 再 作 一 点 普遍 讨论 . 考虑 复 变 积分 


$ f(z) In uL ET 
C z—1 
只 要 f(z) 满足 


Jim, [680-6 )In zu esp Jim fa- fejm £1] EC 
JE H. f(z) 在 上 半 平 面具 有 有 限 个 奇 点 , 则 重复 上 面 的 计算 过 程 , 即 可 得 到 
oo I 1 
[ Ue - rcm f Ut) - f(a) 
1 
a in f [f(z) + f(-z)]dz = 27i 5 res Uem - ia } 


上 半 平 面 


因此 , WR f(z) 是 奇 函数 , BH f(-x) = 一 f(z), 则 可 以 计算 出 
[ (ow == dri Y res rt) mH, (8.75) 


上 半 平 面 


而 如 果 f(z) 是 偶 函数 , 即 f(-x) = f(z), 就 只 能 算出 


Í f(x z=- Ye [ront (8.76) 
对 于 f(z) n | 15 | dz 型 的 定 积分 , 还 可 以 有 另 一 种 计算 方法 . 仍 以 积分 
BEN up $41 
(d su E He 


为 例 , iEn UE SPERA d. CAU) dz. 这 时 可 以 预见 到 的 困难 有 : 


(1) 如 何 选择 积分 围 道 . 因为 现在 被 积 函数 的 枝 点 为 z=1 与 z= co, 故 应 连接 
此 二 点 作 割 线 . 不 妨 由 z = 1 点 向 下 作 割 线 ， 连 接 到 z = oo 点 . 相应 地 ， 规 定 在 
z 二 1 点 右 方 的 实 轴 上 , arg(z — 1) = 0. 这 时 的 积分 围 道 见 图 8.15. 
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图 8.15 例 8.16 用 到 的 男 一 种 积分 围 道 


(2) 容易 证 明 , 这 时 对 于 沿 半圆 弧 Cs 的 积分 , 仍然 有 
. z ln(z — 1) M 
lim L ————— d 0, 


2 十 22 
但 是 由 于 当 z 一 oo 时 ， 


2 + In(z—1) — oo, 


我 们 并 不 能 得 到 所 希望 有 的 


R—oo z^ +a 


im f z ln(z- 1) az= 0. 
Cn 


因此 , 如何 克 服 这 一 困难 , 正 是 这 一 计算 方案 成 败 的 关键 所 在 . 
不 妨 先 取 定 足够 大 的 正 数 R 这 时 , 在 取 极 限 0 — 0 后 , 围 道 积分 中 沿 实 轴 的 
部 分 就 是 


0 
人 arg n1) eim] dz) 


i x ln(z—1) 
«f ri= iens f o 


1 R R 
at 1— cr z— T 
= ——— ln c d —— dz 一 — d 
Í Z2 十 02 1+z arf z? +a? LA j in f 3a 7 
R R 
i— 
=] E ;mn| dr in f ru z dt 
0 r*--a lr 1 gz Fg 
R -g 2 2 
=f ag diee: de- T [m(R a?) 一 In (1 +a?)]. 
0 


在 这 个 结果 中 , 我 们 已 经 分 离 了 实 部 与 虚 部 ,其 中 实 部 的 极限 值 (R 一 oc) 正 是 所 
要 求 的 积分 ; 而 虚 部 则 是 “潜在 的 ”发 散 项 ( 当 R> co 时 发 散 ). ME, 对 于 固定 
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的 R, 继续 计算 围 道 积分 , 则 根据 留 数 定理 , 就 有 
R - 1 一代 i : z ln(z—1 
f T In | z- daz = [in (R? a?) — In (1+a?)] + R m dz 


z In(z—1 i 
= 2ni x Er d 8 = n| — (nz — arctan a) + : In (1 + a?). 
即 
R ; 
j l-z z In(z-1 
/ ; ln - dz a ln (R? | a?) «f zi S P = -n° 十 元 arctan a. 
Jo z?-4a? 11+z 2 c, Ze 


将 上 式 两 端 比较 实 部 ， 有 


g 1-r 
/ eU EN ju 
Jo z*-—a l-z 
取 极 限 Ro. 得 


DNE 1—% 
ges ln 
Jo z^-a ltr 


现在 就 看 到 了 希望 所 在 : 尽管 沿 Ca 的 积分 值 在 R> oo 时 发 散 , 但 只 要 它 的 实 部 
当 R> oo 时 极限 存在 , 并且 能 够 求 出 这 个 极限 值 , 那么 我 们 也 就 计算 出 了 所 要 求 
的 积分 . 事实 上 , 当 |z| > max(1.a) 时 , 有 


z ln(z—1 
de + Ref / las] = —q? + s arctan a. 
JOg 2 +a 


In(z—1 
dr = =n? +7 arctana — lim nef iae 2e ) das. 
R—oo Cg 7 十 Q2 


z z 1 a?  a* 
€" —1)” 2n ae vic AM ej 
2? a 2 PE z "E i à 
In(z-1) 21nz — 3 tyvi icu e a 
=]nz La —]1nz 2:2 
所 以 Wey d 
z In(z— 
seem zUn2«0(7)) |z| > max(1, a). 


这 样 就 能 得 到 


ż a(z=1) — - 2f lnz li 
LE d= | (meeot )}= dz -- O(R^!) 


7 2 
- / (m Ri) id + O(R-*) = in mR- 7 e O(R7?). 
J0 


lim fref eD ae} — EN 
R—oc Qe, Xe 2 


亦 即 
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最 后 就 求 得 
T 1 
da F 7t arctan a = —7t arctan 一 ， 
a 


L £ 1 1 一 
I 
Jo £ +a? ; 2 


上 面 这 个 做 法 的 异常 之 处 在 于 , 在 应 用 留 数 定理 计算 围 道 积分 时 , 一 部 分 路 径 
上 积分 的 极限 值 并 不 存在 (反常 积分 并 不 收敛 ). 克服 这 一 困难 的 办 法 是 不 要 过 早 
地 取 极 限 . 在 计算 过 程 中 , 即使 一 部 分 路 径 的 积分 值 会 随 R> oo 而 发 散 , 但 只 要 
R 取 固定 值 ， 其 计算 结果 的 正确 性 是 毋庸 置疑 的 ， 而 涉及 发 散 的 因子 也 会 彼此 相 
iB. 或 者 说 只 要 先 比 较 实 部 (或 虚 部 ) 而 后 再 取 极 限 就 不 会 出 现任 何 困难 . 
rg ”讨论 总 结 上 面 的 计算 过 程 ， 我 们 甚至 可 以 得 出 更 普遍 的 结论 : 

1. 只 要 

(1) RA% f(x) 连续 ; 
(2) f(z) Fak, Pp f(r) — — f(x); 
(3) 将 
(4) 


T 


3) f(z) 解析 延 拓 为 f(z) 后 ， 在 上 半 平 面 只 有 有 限 个 奇 点 ; 
4) Æ 0€ argz &« r KWAA, X h| 一 oo 时 ， 存 在 实数 c 及 正 数 和 ,使 得 


C 1 
fQ-t-o(cu) 或 asit), 
重复 例 8.16 中 的 计算 步骤 ， 我 们 就 能 得 到 


L f(z) ) n| m= "ud —2nx zi > res |f(2) nl — 1 H (8.77a) 


2. 在 同样 的 条 件 下 ， 当 然 也 可 以 从 围 道 积分 fro ln(z -- 1) dz 出 发 (因此 需 
要 对 围 道 C 作 相 应 调整 )， 从 而 得 到 类 似 的 公式 : 


zii 


EE )In|- 


0 


diac z Enx | > res [7(2) ln(z + 1 H (8.77b) 


ERA da 


3. 重复 上 面 的 步骤 , 读者 可 以 计算 得 下 列 积分 : 
? g(1—-2z?) , |x4-1 
fi (22 a^ i 


r—1l 
Bl 8.17 计算 积分 [n | ES 


dz +n arctana + T — m arct > (8.78 
= na apu EEN E a f —. . 
2 E, Ug $0. 


dz 
z 


解 本 题 和 上 题 不 同 之 处 在 于 。 — 0 为 奇 点 , 故 当 考 虑 复 变 积分 j a6 - Da, 
E 
时 ， 积 分 围 道 C ( 见 图 8.16) 需 绕 过 > = 0 点 . 仍 规定 在 实 轴 上 


0, Rez>1, Imz = 0; 
arg(z—1) — 
7t, Rez«1, Imz — 0, 
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图 8.16 Ø 8.17 用 到 的 积分 围 道 


于 是 ,由 留 数 定理 , 有 


6 : u 1—& E : 
f In(14-z) + ir ira / In(z—1) rM / In(1—z) rin "m 
R 了 Cs e Jà T 


一 R — — 
«f In(z—1) a+ f In(z—1) às f In(z— 1) Scu. 
. Z lte T CR 2 
2 


一 l —1 
Wa -lg o gu f PN 
6 一 0 C$ z E 一 0 2 


所 以 , 取 极 限 5 — 0, s 0, 即 得 


R 
f» 
0 


直接 计算 沿 圆 弧 Cg 的 积分 : 


= =J 
f Me -[ a 
Cg z Cg zZ CR Z 2 


因为 
de — 0, 


rcl 
r—1l 


—1 
— =n? in mR+ f inia 1] d 
MH JCg FA 


1,3 Bé" 1 Ll 1ił 
=“ k L atarte 
. nz? 1 
=innR— 0(;). 
我 们 看 到 , 发 散 项 inln R 正好 彼此 抵消 , 于 是 , 取 极 限 R 一 co， 就 得 到 
ss lz+lildz -« 


rg: ”讨论 仍然 可 以 将 (8.792) 式 右 端的 积分 分 拆 为 二 ， 经 过 简单 的 计算 ， 就 能 


证 明 " i 
] ^» -[ uri (8.79b) 
0 Lg 1 
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例 8.16 中 也 曾 得 到 过 这 个 结果 . 
" 99 r+1 
例 8.18 计算 积分 m 
解 考虑 复 变 积分 f, eipz In(z _ 1)dz, 其 中 积分 围 道 C 仍 如 图 8.14 所 示 . 由 
留 数 定理 , 有 


sinpzdz, 其 中 p>0. 


ð 1-6 
f e+ inde f^ on- 可 + 下 dz 
R 0 


R 
十 f e?* ]n(z — 1) dz «f eP? ]n(z — 1) dz «f eP? ln(z — 1) dz = 0. 
Cs 1+6 C 


R 


可 先 取 极 限 5 一 0， 从 而 有 


R : R : 
n e ?7 ln(z -- 1) dz + n eP? |n |z — 1| dz 
0 0 


R 1 
E nf e ip? da 十 n f eP? dz + f e7 ]n(z — 1) dz = 0. (8.80) 
0 0 CR 
直接 计算 可 得 
R (— _ a-ipR Y ip 
f T E a 7 [ a=- 
0 0 1p 
F l, Ré" | ipz 
L e"* In(z— 1)dz = =e®7 In(z—1)| ^ — F) 一 一 dz 
CR 1p R Ip JCR 之 一 1 
1 ; z 1 ipz 
= —fe?R[In(R + 1) + in] - e?®? In(R- 1) } - F) Raad 
1p ip Jc, 2—1 


因此 即 可 将 (8.80) 式 化 为 


R R 
4 e 7? In(z+1)dz «f eP”? ]n|y — 1| dz 
0 0 


3 : p ipz 
-— m Li [e 98 In(R + 1) — e? In(R — 1)] d F) ka dz 
p 1p iP Jc,2—1 
EC i: P ipz 
= -T e — 1 [sinpR:In(R? — 1) +i cospr m 3 | ks f = 
p p R—1 ip Jc, z2—1 


注意 , 根据 Jordan 引 理 , 有 
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"n ; r1 
sin DZ ln 
0 
z+1 


2—1 
Dr 讨论 ”也 可 以 采用 图 8.14 中 的 积分 国道 计算 复 变 积分 f on mlaz, 而 
3 = 
且 可 能 更 简单 一 些 . 但 是 ， 因 为 in 二 是 多 值 函 数 ， 所 以 不 能 采用 第 六 章 86.6 中 
提出 的 办 法 ， 直接 计算 复 变 积分 上 spud 
[el 之 一 
再 讨论 当 f(z) 为 多 值 函数 时 ， 由 转 道 积分 dr) In(z- 1) dz 导出 的 定 积分 . 
C 
laz—i) .. , " 四 
例 8.19 考虑 复 变 积分 Án 汪汪 一 de。 因为 一 0 及 2 = +1 都 是 梳 点 ， 


z2—1) 


故 应 取 积 分 围 道 C 如 图 8.17 所 示 . 依 惯 例 , 规定 当 > 处 于 实 轴 上 z = 1 点 之 右 ， 
例如 $2 时 ， 有 


arg z| > =0, arg(z — 13]. — 0, arg(z 十 P a =p. 


dr = : sin p. (8.81) 


1 
ba dz. 
1 


图 8.17 4 819 用 到 的 积分 围 道 


相应 地 ,， 当 z 处 于 实 轴 上 不 同位 置 时 ， 有 关 宗 量 应 取 的 辐 角 值 如 下 : 


—oo«Rez«-1,Imz-0: arg(z41) ) 
—]«Rez«0, Imz-0: arg( ) ) 

O«Rez«l, Imz-0: arg(z+1)=0, argz=0, arg(z—1)- n; 
(z+1) ) 


1I«Rez«oo, Imz=0: arg(z+1 


由 留 数 定理 , 有 


I+sl ]n(g 4- 1) 4- im In(z — 1) 
dz) + d 
à ei" S/r(r? 一 I. z) A V z(z? — 1) 3 
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In(1- x) In(z — 1) 
党 dz dz 
i e ei2n/3 3/5 codd )3 3/z (z2 — 1) 
ái 人 In(1— zx) -- po hm(z—1) 
ein/3 &/z(1— x?) , Vaiz* = 1) 
In(z — — 
38 ab 1) dd z m 1) da iui 
14eg az(z2 — 1) Cr V z(z2 — 1) 
容易 证 明 
In(z—1) 
lim ~= d£, 
$945. Ma^ 1) 
: In(z—1) 
lim —————— dz 一 
E2 一 0 Cea 3/z (22 - 1) 
 z—1) 2 zdz 2g 
dm, 4 3/ 之 (22 一 S : 
因此 ， 取 极 限 Ei > 0, E2 > 0, E3 > 0, n SN 即 得 
R 1 
1 r4l i ln(1 + x) 
=h dit ipn ———— dz 
/ &zrz(r2—1) cr-1 o iVa(l-— zr?) 
1 E R 
十 Aur ^ zr E snc Tim / usce xz 
Vz(1— z(1— z?) 


In(z — 1) 


iun: TI E 
作 变 换 ! = z2， 就 能 直接 计算 得 


i 1 f! ER 3 
0 zii—r 0 ir 
所 以 又 能 将 上 面 的 结 yin 
r ,£ T l "E 十 T is 
oa 0 2—1) eg 
,iV3 1 In(1 — g? 
E f 过 = D —= dr + Ni E =A 
In(z— 1) ,. 2 


=T. 


p Ca V/z(z? = 1) , 
上 式 左 端 最 后 的 两 个 积分 在 R oo 时 都 是 发 散 的 ,所 以 在 取 极 限 R — oo 之 前 ， 
先 要 准确 计算 出 它们 随 R 变化 的 形式 . 对 于 沿 Ca 的 积分 , 我 们 有 


f ln(z — 1) dz lnz sd: 1 l (i Ja 
—————— dz = -一 一 一 —————— In(1- - Jdz, 
Jcn X z(z? — 1) Cr M z(z2 — 1) Cr MV z(z? — 1) z 
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1 =/ Ma «f tnd 
Cg LE EUR CR Cr Liz(22—1) z 


t 2 ET | l -| mzaz 
一 :一 JI ez 一 -一 一 
2 R Ör Lo/2(22—1) 2 
Í 1 1 
=-irmR-iae+ f [| In z dz; 
> 2 Cr La/z(22-1 z 


同时 ， 对 于 实 轴 上 [1, R] 段 的 发 散 积分 , 可 以 化 成 
| Es/ d mme 
R 
=mR+ f lem ijs 
-ate f (i-i) E 
smrti f [a -9 -1] 7, 


而 根据 大 圆 弧 引 理 , 又 能 判断 


、 1 1 
ix f. V/z(z2-1) in (1 ;e -9 


li — 2 
Tace Jor 
n z(22—1) 


因此 , 取 极 限 RR 一 oo, 我 们 就 有 


$ 
— | Inzdz = 0. 
z 


1 工 十 了 


+1 
= Iz% 


| yen" herah yame 


TJ n-z’) 22 [a gis i] - 2a 


Vr HD 
比较 实 部 ， 即 得 
int larel "eme" uita. ig 
mu 2Jo9 /zx(z2—1) l-z 2 
而 比较 虚 部 , 则 有 
dnü 727) ， n [i ` dt 
| qoem) earth 
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为 了 要 算出 后 一 个 积分 , 可 以 作 变 换 (10/5 = zx, 于 是 
ET dt s T 23 T 
f [a -0 sitos Perre Jd 


" In(1— 27) | 1.5 T 
To" Tg -zA (8.83) 
在 这 个 例子 中 , 我 们 通过 一 个 复 变 函数 的 围 道 积分 , 计算 出 两 个 实 的 定 积 分 . 
下 面 再 介绍 一 个 例子 (尽管 并 不 含 多 值 函 数 ), 同样 涉及 “辅助 线 ” 上 积分 的 极 

限 值 不 存在 , 但 只 要 先 不 取 极 限 , 这 些 可 能 导致 发 散 的 因子 也 都 会 互相 抵消 . 


例 8.20 证 明 Bernoulli 多 项 式 


因此 


n 


' m n! nk k . 
ón(z) = 2. kh(n — kji ^* Ln — jl 2 Kn E) 而 Ón-kZ^ (Bk XJ Bernoulli 数 ) 
的 积分 表达 式 : 
m 2nz—e- ?nt 
ey i 2 I cos 2n—1 . 二 me 
dan(z) = (-1)"* (2n) : m—— porem dt, OcRez«l, n=1,2,3,.…, 


sin 27tz 


t?" dt T = 1:9 5s 
cosh 27tt — cos 27tz ， O«Rez«l, n=0, 


donalz) = (—1)'*** (2n4-1) L 


证 取 图 8.18 中 的 矩形 转 道 , 计算 复 变 积分 f 5. — ac. 被 积 函数 在 此 
围 道内 只 有 一 个 奇 点 < = is. 留 数 为 二 (2). 因此 , 按照 留 数 定理 , 有 


R m 1 ?eym =R $m 
t R t 
i matt f | ids f Pis dt 
_Re z)-1 0 e2n(R-is—iz) 一 ] R e2n(t—iz) 1 


0 ; 
| (=R $ is)" n o ] D. ndi 
/ e2n(— R-is—iz) 1 ids = 2ni- Ps (iz) 一 mt ym, 


图 8.18 例 8.20 用 到 的 矩形 围 道 
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现在 计算 上 式 左 端的 各 段 积分 . 首先 , 对 于 第 一 段 , KHE (一 RR, R) 段 的 积分 ， 


R pm — R pn ( i)" - 
m e2n(t-iz) 1 ^ o e2n(t-iz) — 1 + e~2n(t+iz) — 1 Se 
e?n(t-riz) 


z R t™ (=t) 
Tj [era emtiz)—1 dE 


R m "m 
Em t (—t) ( pe dt 

0 e2n(t-iz) — 1 e2n(ttiz) — 1 ^ 
p eR [m (—t)* "m (-Ryen 
dod 站 e2n(t-iz) — 1 e2n(t+iz) — 1 | m 4-1 


对 于 第 二 段 , 正 实 轴 一 侧 平行 于 虚 轴 的 线段 上 的 积分 ， 显 然 有 


R is)" 
n LM Érida-u 
0 


(R-Fis-iz) — 1 


同样 , 对 于 第 三 段 , 平行 于 实 轴 的 线段 上 的 积分 , 也 有 


-R (t 十 m R (t 二 iy" (一 十 i" P 
R Í B Jo e2n(t—iz) E J e-2n(t-iz) 一 了 


e2n(t—iz) E 


F t2 i) t+ i)" i 

| m d 

o Lem) L1 gm). (=t +i) t 

(—R+i)™+! - pnl 
mtl 


e2n(t-iz) — 1 e2n(t+iz) — 1 


FP [ ex) (-t 4 i)* 

: I | jt 

而 对 于 第 四 段 ， 负 实 轴 一 侧 平行 于 虚 轴 的 线段 上 的 积分 , 则 可 以 拆 为 两 项 : 
i (-Rcis?" 


e2n(- R-is-iz) — 1 


ik x 2n(— R-Fis—iz) T 
(R +is)™e : TE 
/ rT —1 ids 十 ; (—R 4- is)" ids 


1 (—H 4 i) ( R4 pese ( gp 


p ds mi--1l 
综合 以 上 结果 , 我 们 发 现 ,可 能 导致 发 散 的 几 项 都 正好 抵消 ,因而 就 有 
Ret (-t)"-(-t«i"],, f^ (R+is)™ . 
f pes EXE e2n(t+iz) =f ja : f e2n(R-is—iz) sj ids 


1 (C R +is)™ e2r( 一 下 His 一 iz) 
is)" e i 
J run —iz) ids 十 二 im+1 ym 

0 e s—iz 1 mi 1 


68.3 应 用 留 数 定理 的 非常 规 方式 
现在 因为 
lim (R+) Bt - 
dm CRe) CRISI =n, 
所 以 
Lo (Rp) 


— ids = 0, 
R—oo Jg e2n(t-Fis—iz) ss 所 


1 {=R 4L is)" e2n(- R-ris-iz) 
jm f e2n(-R&is-iz) — 1 ids — 0. 


因此 ,， 取 极限 R — oc. 就 得 到 


u^ gm (t " iy" (-t)m ES (^t 3 i)" 3 jm+1 ml ES 
ü e2n(t-iz) — 1 e2n(t+iz) — 1 ^m-41 $ 
或 者 消去 因子 irt, 得 
oo 1 ib — (—ityn 1 ity" — (it) 
i ( ide (—it) Q rit (it) dt 4 Lg" 
" e2n(t—iz) — 1 e2n(t+iz) — 1 m+1 


AESIBIRURUI — 5 m 并 对 m 求 和 ， 利 用 题 中 给 出 的 Bemonlli 多 项 
式 的 展开 式 , 即 得 


óx(z) af EE ox (17 it) — OE 


e2n(t&iz) -] 
k 
k! Pk-m 

y b» m!(k—m)! m+1` 


进一步 由 Bernoulli 多 项 式 的 差分 关系 了 


óx(1-it) — ox (xit) = kla 
© 根据 Bernoulli 多 项 式 的 生成 函数 


Lit) 


te?! O A onl) n 
et 一 1 2. n! di 
n= 
能 够 得 到 
jg te7t Ens te?t s z" pe Y, Qt t™ Y pn(z T 1) D $n(z) t? 
et 一 1 et 一 1 zn Ez 1) eid n! ' 
所 以 


49o(1 十 z) 三 9o(z)， pkll +z) — pr(z) = kz*-!, n—1,2,8,--. 
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k k 
k! Pk-m k! 
2. m'(k—m) m-41 2. (m+ 1)! (k — m)! Pk-m 
k 
k! 
i P» m! (k — m 4 1)! $m — 0, 
就 能 够 导出 


"Y zx k(—it)*1 ki IL 


e2n(t—-iz) 一 1 e2rr(t+iz) 一 1 


oo k—1 
_ (1) 1 k-i 
i Ji E -—d pee Il dt 


" ex f tt—1 (1 eie --e-?niz | CL 这 +1 Qa " 
o cosh2m7t — cos 27tz 2 2 f 
当 大 为 偶数 2n 时 ,， 即 可 证 得 
SQmz-—e 2n 
z) = (-1)*! (2n ATE c pili 8.84: 
Panka) = (= n) f cosh 27tt — cos 27tz E PAM 
而 当 n 为 奇数 2n 十 1 时 , 又 有 
r e sin 27tz 25 
Q2n41(Z) = ( 1) on+D f re oE T dt. (8.84b) 


G 其 实 这 就 是 Bernoulli 数 的 递 推 关系 
n=l 1 ] 
1 Qm = 0. 


TO 
mm! (n — m)! 
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从 第 六 章 开 始 , 我 们 应 用 留 数 定理 计算 了 许多 定 积分 , 其 中 有 些 结果 , 经 过 简 
单 的 演绎 后 ， 可 以 导出 形式 更 加 复杂 的 定 积分 ， 而 如 果 要 想 直接 应 用 留 数 定理 计 
算 , 往往 可 能 会 感到 相当 困难 . 下 面 从 几 个 方面 举例 说 明 . 


89.1 ” 既 有 积分 的 简单 演绎 


dz 
1 十 Z2 


| 993 = a Q(;) peg 


因而 只 要 能 应 用 留 数 定理 计算 出 积分 | " Qu) S. 我们 就 不 单 能 推出 
J0 


首先 讨论 关于 i T Qu) Es 型 的 积分 . 根据 变换 = — 二 ， 可 以 证 明 
0 


1 十 22 
[Gi va f porgi 
而 且 , 根据 f Poa f Q(z) E 还 能 进一步 导出 


L uz n a(:)) us = X [P(x) € Q(z)] i 


例 9.1 应 用 留 数 定理 可 以 直接 计算 出 ( 亦 见 例 7.3 后 的 讨论 ) 


f Ta dr-me^,  a20. (9.1a) 
根据 上 面 的 讨论 , 就 能 写 出 
2 a dr T a 
f cos - Lpr = 2? : a 0, (9.1b) 
而 且 , 还 能 进一步 导出 
ES l b do — VW. cach 
i (cosaz cos 7) "UN z (e +e J a>0, b>0, (9.2) 
a cos(az+ 2) cos(az-2) e Z (e722 e72) a>0, b>0 (9.3) 
0 T RB 3 z/1-4z? 4 i ? à f 


i sin (az+ 2) sin(az 2) m -— = (e gem, a0, b»0. (9.4) 
Ü : 
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步 演绎 


又 根据 例 6.8 的 结果 


dz T cosha 


o cosbr 1 十 2Z2 | 2 coshb' ie did. 
也 能 推出 
n cosar , cos(c/r)] dz m /cosha , coshc 
| = $ A Xa«b,0xc«d, (9. 
0 NE cos(d/:x | ls 2 Lt = Uschi Sex d, DI 
a sinar | sin(c/r)] dx T /sinha , sinhe 
E= Š í «D. )« S , . 
0 MET sin( al l+” 2 fem ind Ua hse UNI 
以 及 
a sin(a+2n)x , sin(b--2n)/r]| dz 
: = 7 
0 sin z sin(l/r) |1+z? 
= Ti | cosh a 士 cosh b) 一 gn (e7*5e7*)], 0<a<1,0<b<1. (9.7) 
同样 ,由 例 8.1 的 结果 
2 by dre T qu 
f cos( az -J a > 0; b> 0; 
Em bN rdc (ts 
- - —(a4-b) 
ri sin (az s 3? à a»0,b»90, 
就 能 够 导出 
2b 2d dz ^ TI (arb) | ,-2(exd) 
/ |eos(2az — Z) eos (nez 3) a ar dé Ir 
SA A . 2b ; |. 2d rdr n -2(a+b) — 2(e-d) 

/ [sin (2 n ) + sin(2cz : ) irs 3 le te |: 
成 立 条 件 为 a>0,b>0,c>0,d>0. 利用 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公式 , 并且 将 a+c, 
b--d,a—c,b—d 重新 写 为 a.b. c, d, WA 

id b dv dz 
f cos (az- 7) cos cux z) ENT = ge eH cosh(c-- d). (9.8) 
3 b | 
f sin(az— 7) sin (c =$) Cs = Tec) sinh(c4-d), (9.9) 
ix b dx rdr 
f sin(az—>) cos (e) = = Tem latt) cosh(c+d), (9.10) 
b dX rdr T 
E = o (ab) ai n 
4 cos(az >) sin (cz ree De sinh(c+d). (9.11) 
这 些 结果 在 第 八 章 也 曾 得 到 过 , 见 (8.9) 一 (812) XX. 
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例 9.2 类 似 地 , 也 可 以 证 明 


1 十 Z2 | 1 十 Z2 
ir- () s dee 
a Q) IT a er * 


例如 , 由 例 o5 的 结果 


广告 reet qo JH es. a>0, 
l CEU dz — vat P sins, a. 0, 
在 a0, b 0 的 条 件 下 , 也 能 够 推出 
l cos Ž — = gor cos $, (9.12) 
ra sin? EF F = n e sin S (9.13) 
以 及 
] ee) cos(az 4 ati = zA pee cos a--e- V9 cos p). (9.14) 
] sme) sin(az 2) rds = NA (e= cos a —e- V3 cos p). (9.15) 
] sme) cos(az -) j Li =} (ec 9e sinate V 95 sin b), (9.16) 
] G2) sin(az 2) AA = 5 pom sina—e- V3 sin b). (9.17) 


Bl 9.3. 仿照 例 9.1 与 例 9.2 的 做 法 , 也 可 以 证 明 
dz PR 1l. dx 
n Ql) = -f ae 
因而 只 \ 要 能 应 用 留 数 定理 计算 出 积分 | Qu) dz 就 能 导出 


(Qum x [ m = "m A 


例如 , 根据 例 6.19 的 结果 


7? COSE .—— M 
v.p. E 1-5 du 5 sina, a 2 0, 
立即 可 以 推 册 A 
v». f -F ni = -5 sina, a>0 (9.18) 


以 及 
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v» f cos(az+) cos(aa =) e = T (sin 2a sin2b, a>0, b>0, 
0 T 


r/1—-z? 4 


Sn b\ d 
v». f sin(az+ 7) sin(az— 7) 2 = -T (sin 2a+sin 20), a0, b»0. 


r/1—z? 


类 似 地 , 由 例 8.1 的 结果 


v.p. i COS (az 2) 1 - = 5 sin(a — b), a> 0, b 29 全 
vo. [ sin (o 2-2) e = -3 cos(a — b), à 20, b » 0, 
也 能 导出 
v.p. d cos (as - 7) cos(ca 2) e = S sin(a b) cos(c— d). 
v.p 3 sin(ar— 2) sin (cz 一 -) — = -3 cos(a — b) sin(c— d), 
v.p. l sin(az— 2) cos(cz E E = -> cos(a—b) cos(c— d), 
v.p a cos (a 一 2) sin c A zu = S sin(a b) sin(c— d). 


(9.19) 


(9.20) 


(9.21) 
(9.22) 
(9.23) 


(9.24) 


它们 的 成 立 条 件 仍 为 a>0,b>0, ac, b» d. 这 些 结果 同样 也 在 第 八 章 得 到 过 ， 


(8.13) — (8.16) XX. 
f 9.4 在 变换 xz = 1/t 的 变换 之 下 , 同样 可 以 证 明 


uo Ped 


因此 , 根据 积分 [ 9o 9*2 ,就 能 推出 [^ o( Erf [Po+e( 


例如 ， 根据 我 们 熟 秋 的 积分 


Bie cin 
sinar T 

} ——— dz = —, a > 0, 
0 2 


z 


就 能 推 得 


更 进一步 , 还 能 有 
f sin(ar+ 2) cos(a- 2) 2 =F, a»0,b0, 
0 


J cos (az+ $) sin (ar - 2) E =o, a 0, b > 0: 
0 T 3 


(9.25) 


(9.26) 


(9.27) 
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又 如 , 根据 
f 2 lk 2 i 
0 HH a 
自然 就 能 写 出 
/ C es 2) 2 oin a»0,b»0 (9.28) 
Jo 7 gA g a 
以 及 


后 两 式 的 成 立 条 件 都 是 a > 0,5> 0, c> 0, d > 0. 


89.2 ”由 既 有 积分 构成 无 穷 级 数 


前 面 几 童 计算 的 积分 中 , 有 些 结果 相当 简单 , 特别 是 在 某 些 积分 中 , 被 积 函数 
含有 (一 个 或 几 个 ) 参数 , 而 积分 值 只 是 参数 的 简单 函数 , 甚至 (在 一 定 条 件 下 ) 与 
参数 值 无 关 . 因此 , 如 果 限 定 参数 按照 某 一 序列 取 值 , 相应 的 积分 也 就 构成 一 个 序 
列 , 因而 有 可 能 将 序列 求 和 (必要 时 还 需 乘 上 适当 的 系数 )， 从 而 导出 新 的 积分 . 请 
见 下 面 的 例子 . 


例 9.5 首先 要 提 到 积分 


OO 4 E 
1/ sinnar jp A EE a E N (9.31) 
Jo x 2 


因此 ,如 果 将 此 式 乘 上 适当 的 系数 cv， 而 后 求 和 ,只 要 能 交换 求 和 与 积分 的 次 序 ， 
我 们 就 可 以 导出 新 的 积分 . 最 简单 的 例子 是 取 cv, = p/n! 就 能 得 到 


oo E 
/ eP 0 sin(psin a = ze — 1). (9.32a) 
J0 Wb 


类 似 地 , 还 可 以 取 


C2n = Ony? " Cm4 — 0 或 c2n 二 0， contl = (n1)! 


@ 参见 : RRA 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 122. 
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从 而 导出 
in: . . dr n 
/ sinh(pcos ax) sin(psin ax) = z (coshp — 1), (9.32b) 
Jo : 
lh ; . dr 7. 
cosh(pcosaz) sin(psinar)— = = sinh p, (9.32c) 
0 g 2 
ad ; . dr 7X, 
sin(p cos ax) sinh(psin ar)— = Pis — cos p), (9.32d) 
0 x 
m : . d$ UE. 
/ cos(p cos ax) sinh(psin ar) z= 3 sinp. (9.32e) 
0 : 


以 上 (9.32a) 一 (9.32e) 式 均 适用 于 a>0 时 , 但 p RR, 甚至 可 以 为 复数 . 在 得 到 
这 些 结果 时 , 用 到 了 下 列 和 式 : 


oo n 
5 - sin rna = e? sin(psin x), (9.33a) 
L nl 
9o p2n 
b» P -sin2nr— sinh(p cos x) sin(psin x), (9.33b) 
n=] (2n)! 
e p? 
y — — —— sin(2n 十 1)z = cosh(p cos x) sin(psin z), (9.33c) 
< (2n + 1)! 
I 
b» (ni p?" sin 2nz = — sin(pcos z) sinh(psin x), (9.33d) 
n=l dd 
c [-1" 27m 十 1 。: " 3 
y ~p" t sin(2n + 1)x = cos(p cos z) sinh(psin z). (9.33e) 
— Qn +1)! 
rg ”讨论 。 我们 还 可 以 直接 计算 得 
2 0, n —0,2,4,-.., 
/ LE DT dr 一 (9.34a) 
o mp 7t, m= 13,5, 
7 os MH T, n —2,4,6,-.., 
f T dye (9.34b) 
p tang 0, n=0 Än=1,3,5, 7. 
重复 上 面 的 做 法 ， 则 将 得 到 
i dr 
/ e? 995? sin(psinz) —— = 7 sinh p, (9.35a) 
0 5 T 
P dz 
人 cosh(p cos x) sin(psin z) ——— = 7 sinh p, (9.35b) 
Jo sinc 


= l d4 
n sinh(pcos z) sin(psin x) D. estf (9.35c) 
0 


sinz 
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"a da: 
Pi cos(p cos x) sinh(psin z) E um sin p, (9.35d) 
0 
i da: 
/ sin(p cos x) sinh(psin x) es 0 (9.35e) 
以 及 
7i 
/ eP 957 sin(psin z) or dem m(cosh p— 1), (9.36a) 
0 
7t 
| sinh(p cos x) sin(psin x) = n(cosh p— 1), (9.36b) 
Jo tan x 
LÍ cosh(p cos x) sin(psin x) A 0 (9.36c) 
5 inui PEREI danr MR 
"m da 
sin(pcos x) sinh(psin x = n(1— cos 
» sin(pcos x) sinh(psin x) m n(1-—cos p), (9.36d) 
sr) sinh(psin: z t. j 
/ cos(p cos x) sinh(psin z) e (9.36e) 
例 9.6 请 读者 计算 (可 参阅 例 10.12) 
^Tt 
vp f M dg: = 0; nz 0, 1,2; 9*4 (9.37a) 
o COST 
e 2n4-1)x 
$ ent dy ed-lYu s Gne LAE (9.37b) 
5 
利用 
9er. ant 
b» ap nz = e? ST cos(psin x), (9.38a) 
m=0 
eo 2n 
p» m cos 2ng = cosh(p cos x) sin(p cos x), (9.38b) 
n-l ` 
go pooti 
Y. Qn Di cos(2n + 1)x = sinh(p cos x) cos(psin x), (9.38c) 
n—Ü i g 
> [-1]" 2n . 
ky» ni p^" cos 2ng = cos(p cos x) cosh(psin x), (9.38d) 
n=1 s 
co 一 1 
HE» 5 2 ppt cos(2n + 1)z = sin(p cos x) cosh(psin x), (9.38e) 
n 
n-Üü 
于 是 也 可 以 导出 
T pcosqm : dz : 
v.p. e ` cos(psin x) cer "snb (9.392) 
0 
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人 dr 
sinh(pcos r) cos(psin z) = n sin p, 
COST 


7E 
vp f cosh(p cos x) cos(psin x) 
0 COS T 


i lr 
vp f cos(pcos x) cosh(psin z) PS 
0 COSI 
"t di 
f sin(pcos x) cosh(psinz) 一 一 = 7 sinh p. 
Jo -OS 
例 9.7 将 (9.1a) 式 改写 成 
J crc ee €> 0 m= 0 l Z 
0 14-r? 
仿照 例 9.5 的 做 法 , 也 能 得 到 
TS : dr 元 å 
n eP*9**7 cos(psinaz) T Fu ers 
i osh(p cos ax) cos(psin ax) 2 T cosl (pe^?) 
cosh(pcosax) cos(psinar) ——; = ~ cosh(pe ^), 
0 i ; 1-2? 2 i 
i dz T 
sinh(pcosazc) cos(psinar) —— = ~ sinh (pe “), 
f sinh(pcos ax) cos(psin az) i474 sinh (pe ) 
T dr T 
s sa sh(psin a: = —cos(pe * 
f cos(p cos ax) cosh(p sin ax) Tr 7 本 cos (pe 7) 
em dr 7 
si iz) cosh(p sin ax = —sin(pe *), 
/ sin(p cos ax) cosh(p sin ax) Ig 9 sin (pe J 
成 立 条 件 仍然 是 a > 0. 类 似 地 ， 从 
OS. vus y 
j m dx —me ", a0 
ege Ld E 
出 发 , 又 能 得 到 
e s gdr n ; 
p cos ar os z = = a pS 
n e sin(psin ax) IrgP "5? 
uu . ' zdr T B 
j sinh(p cos ax) sin(psin azr) iis 3 | cosh (pe ®) zi. 
Ee a d: 7 
f cosh(p cos ar) sin(psin ax) P =5 sinh (pe 7), 


ap rdc T 
I sin(p cos az) sinh(psin ar) 和 £ —cos (p «72)], 


dl ysinh(pëi p T. ( 
os(p cos ar) sinh(psin ax — — sin 
Jo à 2 lr? 2° 


(9.39b) 
(9.39c) 
(9.39d) 


(9.390) 


(9.40) 


(9.41a) 
(9.41b) 
(9.41c) 
(9.41d) 


(9.41e) 


(9.42) 


(9.43a) 
(9.43b) 
(9.43c) 
(9.43d) 


(9.43e) 
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例 9.8 因为 

vp. f 村 -— = =N COSA, a > 0, (9.44a) 

-> 
v.p. f „ioy dr = 0, (9.44b) 
v.p. / OSAT dx — m sina, a 2 0, (9.44c) 

Js 1-2? 
再 仿照 上 一 例题 的 做 法 , YE a>0 的 条 件 下 , 也 可 以 得 到 
ee lr - 

v.p. / e? *?*"7 cos(psin arm) s T ES T sin(psin a), (9.45a) 

JO DIM 


e dz 
vp. f cosh(p cos az) cos(psin ax) i = = 3 sinh (p cos a) sin(psina), (9.45b) 
0 uc T 


oo d a 
vp f sinh(pcos ar) cos(psin ar) 1 E : cosh (p cos a) sin(psin a), (9.45c) 
[t] -— Md 


d d T 
vp | cos(p cos ax) cosh(p sin ar) = sin(p cos a) sinh(psin a), (9.45d) 
0 =p 
ii dx T : "M 
vp. f sin(p cos ax) cosh(p sin ax) "Rai cos(p cos a) sinh(psin a); (9.450) 
0 —4Lb 
m . rd : 
vp. | e? 49577 sin(psin az) : : z = zli-e- cos(psin a)], (9.462) 
0 = 人 


- . gdr n ' 
v.p. / sinh(p cos ax) sin(psin ax) Per i^ [1—cosh (pcosa) cos(psina)], (9.46b) 
0 =u 


zs TT rdr 7 
v.p. cosh(p cos ax) sin(psin az) xd 7s sinh (pcosa) cos(psina), (9.46c) 
a e 


= Tdr 
vp. f sin(p cos ax) sinh(psin az) = - = T [1—cos(p cos a) cosh(psin a)]. (9.46d) 
0 = < 
> x dr 8. . 
v.p. cos(p cos ax) sinh(psin az) — a sin(pcosa) cosh(psina). (9.46e) 
0 -Tr 


例 9.9 如 果 改 变 例 9.5 — 9.8 中 的 又 加 系数 cn， 而 采用 下 列 和 式 : 


14-2 " eos ng = ——————————, e. 9.47 
j 2,7 T 1 — 2pcos 0 + p?' AS iia 
二 pcos0 — p? 

" cosqmÜ = m ed, 9.47b 
2 ME 1 — 2pcos0 + p? à ( ) 
1 — cos nÜ = -3lü — 2p cos 0 + p^), p|«1. (9.47c) 

n 
n-l 
go 2n4-1 - 2 

p 1, l1-—2pcos0-- p 

on 4 1l in FP 2 9.47d 
ar a E qm E T T ET á paea) 
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oo 
=f)” 1 2 : 

> E 2 E cos(2n 4- 1)0 — z arctan = , p|<1, 
n=0 
y " sin ng psinó 

p" sin ng = ， 

- 1— 2pcos0 + p? 
n=] 
oo n . 0 
> P sinnô = arctan 

n 1 — pcos 
n=1 
29 2n+1 i 

p i 1 2p sin 0 

2 1)0 = = arct: ; 

» XT sin(2n + 1) z 8rctan — pi 
oo " P 

(37 aix 1, 1-2psin0 +p? 

* 2n-F 1)0 — I T 

2. 2n 1^ gm 二 I= I= 2psin 0 + p? 


3 
ll 
o 


a< L, 


(9.47e) 


(9.48a) 


(9.48b) 


(9.48c) 


(9.48d) 


重复 例 9.5 一 9.8 中 的 计算 , 则 可 得 到 一 系列 新 的 积分 . 例如 ,由 (9.31) 式 可 得 


T sin T dr m 1 
o l—2pcosr+p? zy | 21—p' 


Fu " psinz dir um (1—p) 
arctan - 二 n 2), 
0 1-2pcosr--p? x 2 4 


ss 2p sinx dr 7, l+p 
arctan s — — In , 
0 1-p^ g 2 1—p 
i 1-2psinrz--p? dz 
du 一 一 一 一 一 一 
0 


— = 27 arctan p. 
1-2psinr-cp? r , 


同样 , 由 (9.37) 式 则 可 导出 


I dz oO n 

o l—2pcos2r+p? | 1-p? 

j^ 1 十 2pcosZ 十 D2 dz 
0 ee 2pcosz-4-p? cosx 


— 47t arctan p, 


la 1 
pea m mcg —T -mln RUE 
—p? cosg 1—p 


类 似 地 ， 由 积分 (9.40) 与 (9.42) 也 可 以 分 别 推出 


l 1 dr "T l1 l-cpe*^* 
0 


1 — 2pcosaz + p? 1+z2  21—-p21-—pe-^' 


ES dz S 
In(1— 2pcos ax + p?) g; "nIn(1-pe *), 
Jo 


l1+r 
] l--2pcosar--p? dz ap li kBe 
一 元 还 
0 t 1 2pcosaz +p? 142? 1—pe-? 


l i cosar dz 
0 


arctan = y arctan(pe ?); 
=p? Ip? (pe *) 


(9.49a) 
(9.49b) 
(9.49c) 


(9.49d) 


(9.50a) 
(9.50b) 


(9.50c) 


(9.51a) 
(9.51b) 
(9.51c) 


(9.51d) 
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din sin ax zdr "T e^? 
f =A n (9.522) 
1—2pcosar-c-p?l-z?  21-—pe-4 
psinar rdc T - E 
arct = In(1 y y. 9.52b 
人 arctan T i J n(l—pe ?) ( ) 
2 d lps 
i arctan panot Tar altin i ; (9.52c) 
—p l+z? 2 1-—pe-? 
* 1+ Mi sinaz + p? zdr 
ln — — — — — 27 arct Tay, 9.52d 
f "Ye 2psin az + p? 1--z? eshte) 人 


而 由 积分 (9.44) 则 可 导出 


l 1 dz Tp sina (9.53a) 
v.p. : 二 — .53a 
p o 1 一 2pcosar 十 D21-z2 1—p?1-— 2pcosa + p? 


S ax da si 
v» f In(1— 2pcosaz + p?) Lx = —m arctan (9.53b) 
^?  l-2pcosar4-p? dz 2psi 
v.p. n In Ea ies ier d 一 一 = mt arctan uri (9.53c) 
0 1—2pcosaz-4-p^l—z l—-p 
an 2pcosar dz m. 1-2 十 
vp. f arctan n 一 =— ln ENG E (9.53d) 
0 i—p*5 lI—zx 4 1 — 2psinaz + p? 
s sin a: x dz 7 cos a — 
vp. f sinar - T Lus osa — p zi (9.542) 
o l-2pcosar-Fp^l—-r 2 1 — 2pcosa + p 
is sinar vd T 
vp f atan RE X a = — In(1 — 2pcosa + p°), (9.54b) 
0 l1—pcosarl-—zr 4 
2psinar zdar m, l-c2pcosa- p? 
v.p f a = = In 人 全 (9.54c) 
Ü 1 一 D2 1-2? 4  1—2pcosa + p? 
©%  l-2psinaz--p? rdc 2 S 
vp / ln i callis a: - a = —Tarctan aad (9.54d) 
0 1— 2psinarz-Fp^l—-zr l—p 
例 9.10. 应 用 留 数 定理 可 以 计算 出 积分 
es. leg 27 £j 
/ E cos2az dz = ——e V?" cosa (9.55) 
Leg 1d X^ 十 六 V3 
€ l-g? 2 
/ v i COS 2a7 dz = Te 9 sina, (9.56) 
x 1 十 2 十 工 V3 
S g 2 
/ 4 sin2az dz = Za o7 V 8a sina, (9.57) 
1] 十 多 2 十 友和 V3 
© r(1-22? 2 à 
/ URN sin 2az dz = “e7 V3 cos a, (9.58) 
œ 19-22 434 /3 


其 中 的 (9.55) 5 (9.57) 两 式 已 在 第 六 章 中 ( 例 6.5) 讨论 过 . 仿照 例 9.5 一 9.9 中 的 
做 法 , 也 能 得 到 
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l l 14-2? m 1 1— D2e-2V3a 
T = " 
o 1 一 2pcos2az 十 D2 1 十 Z2 十 Z4 V3 1—p? 1 — 2pe- V3 cos a + p2e-2V3a 
(9.592) 


| In(1— 2pcos2az + p?) Fea da In(1 2pe-V3a cosa 十 D2e-2V5a)， 
Ü 1+r?+rt V3 


(9.59b) 
r i l--2pcos2ar--p? 1+x? "ET 1 +2pe- Vi cosa + p2e-2V3a 
n m= n ; 
0 1 — 2pcos2az + p? 1--z?--z* V3  1—2pe-V3* cosa + p2e-2V3a" 
(9.59c) 
a 2pcos2ar 1+r? T 2pe- V9 cosa 
arctan : -dr = arctan : (9.59d) 
1—-p? 1 十 Z2 十 24 V3 1 — p2e-2V3a 


| 
ai 1 1—32? 2n pe^ Y?" sina 
0 


r E - ; 
1 — 2pcos2az + p? 1 十 Z2 十 Z4 1—p? 1 — 2pe- V3 cos a + p2e-2v3a 


(9.602) 
id 1-2? pe^ Y?" sina 
In(1 — 2p cos 2ax + p? dz = 一 27 arctan ———————— — , (9.60b 
f »a-» PL rover (M80) 
*  1--2pcos2ar--p? l-r? 2pe- Y*? sina 
J in Lr T MM c A Sman E mea (9.60c) 
0 1 — 2pcos2az + p? 1+2? 4 z* 1 — p2e-2v3a 
e 2pcos2ar l-r? 1H 2pe-Y9 si Aga Sa 
ri arcta C iori LR D s= Ex Bey P —. (9.60d) 
0 lI-p* 1+z°+Zz 2 1|—2pe-V?^ sina + p2e-2v3« 
l sin 2ax mdr T e- V3a sin q (9.612) 
(— Aa €" — A 0ta 
o 1-—2pcos2as 十 了 2 1+r?+rt — 4/31 — 2pe-v3a cosa + p2e-2v3a 
id in 2ax rdr 一 V3a si 
f arctan == tar ~ = i^ T uiia uotum. (9.61b) 
0 l—pcos2az l4r?-cc V3 1 — pe-V3acosa 
» 2psin2ar xdr n 2p e- V3 si 
f mE amn a 2 x ambage. cm (9.61c) 
0 1—-p? LF /3 1 — p2e-2v3a 
| 1 l--2psin2ar--p? xdr T " 1+ 2pe- V3a sin a 十 plo-2V3a 
n = j 
o 1 — 2psin 2az + p? 1+r?+s4 V3  1—2pe-V3^ sina + p2e-2v3a 
(9.61d) 
rue sin 2ar ; DLE "D e^ V3? cosa — pe-2v3a ， (9.622) 
o 1-—2pcos2ar -p?^l-cz?^-r 1 — 2pe- V3? cos a + p2e-2V3a 


oo ; 2 

psin2ar z(l-c2z*^) T EL MEN 
n a IER = In(1—2 e 3 S 
i an qunm ame n ane d 7 n( pe cosa 十 Dee ) 


(9.625) 
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oo 2p sin 2 14:9 2 —v3a 2,—2v3a 
/ arctan 2sin z( 5 z ) "LIT 14-2pe cos a. 4- p*e . (9.62c) 
Jo l-p^ ltz*tz 2 1—92pe-V3* cosa + pe-2v3« 
©  1-2psin2az-p? z(14-22? 2pe- V9 cosa 
Í ln i ias a TE i is : ) dz = 2n arctan P5 7990. (9.62d) 
0 1 — 2psin 2az + p^ 1--x^--x Tx D2e-2V3a 
例 9.11 同样 , 由 (8.5) 一 (8.8) 式 出 发 , 也 能 得 到 
oo 1 lr 1 1 " — (a+b) 
f QE a (9.63a) 
o 1l-2pcos(ar—b/x) p? lor 21—p?1— pe-( 
F lax 
f ln 1 一 2pcos (ax 2) : p] TET) =y lü h - pee], (9.63b) 
© 12412 元 一 再/ 元 2 dg 1 —(a+b) 
n pisse WAR AM cilio tsa (9.63c) 
A 1 — 2pcos(axr—b/x) + p? 1+27 1 — pe~ (a+b) 
Es 2 b d: 
f arctan | P z COS (az- 3] d z = m arctan [p gta; (9.63d) 
0 l—p r/Jl-ecr 
a sin(ar —b/z) ' ndn NL: IM (9.642) 
o l-2pcos(ar—b/zx)--p?l-4z?  21—pe-(e* 
BS in(az—b/zr rdr 
J arctan pinleri) | wy a sa 1 pe (9|, (9.64b) 
0 1 — pcos(ar—b/x) 1 十 2 2 
YR 2 b rd 1 “(a 
fi arctan | - sin (ax ) : t: n tpe T5 (9.64c) 
0 1—p gij i*r 2 1l-pe-(? 
9*  1-42psin(arz—b/z)--p? xdr 
/ ln t t a bfz) E = : = 2r arctan [pe]; (9.64d) 
0 1—2psin(ax—b/x) + p? 1+x 
"N T 1 dr — n psin(a—b) | (9.652) 
Jo 1i-2pcos(ar—b/z)--p?l—2? | 1—p? 1— 2pcos(a—b) + p? 
Se b 9] dr . psin(a—b) 
v». f In È — 2p cos (az—=) +p | o im —7 arctan Tet (9.65b) 
©  1+2pcos(ax—b/r)+p? dz 2psin(a—b) 
D: l = tan == OQ 9.65 
vp i us 2pcos(ar—b/x) + p? 1— x? aiia 1 一 D2 aces. 
i 2p b dz mz. l-42psin(a—b) + p? 
on arct idi 一 一 ] .65d 
f OERS E din (o: 3] l-r? 4 " 1 — 3psin(a—) + p? Un) 
vof. sin(az —b/z) - rm EE: cos(a—b) — p " (9.662) 
o 1l-2pcos(ar—b/x)--p?l-z 2 1— 2pcos(a—b) + p 
-" : 
psin(ar-b/r) xdr n ] 5 
va f arctan 1 ele Dd mn 3 In(1 — 2pcos(a—b) + pî), (9.66b) 
sm 2p bx] rdr "T, l-2pcos(a—b) + p? 
Bn i = l j i 
v.p / arctan | 这 sin (ax 2) T z "I PEA E E- (9.66c) 
*  l-c2psin(ax—b/: ? ds 2p cos(a—b 
v.p i 1 Papsuiss M pep pae — zt arctan acm (9.66d) 
0 


1 — 2psin(ax—b/z) + p? 1 一 Z2 1— p? 
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在 (8.5) 与 (8.6) 两 式 的 基础 上 , 我 们 还 曾经 组 合 出 (9.8) 一 (9.11) 式 . 从 这 四 
个 积分 出 发 , 又 能 进一步 导出 


"n cos(ax—b/z) — p - s (cr- 2 dr 
slap 
o 1-2pcos(ar—b/r)-? rT/ 1+? 
m pe-(«*9 


mi rem. cosh(c--d), (9.672) 
—pe (a 


b dA dr 
l 1- 2 ( —— d S ( 好 一 一 
i n p cos | ax =] + p° | cos (cx =) lr? 


= nn E — p sce cosh(c--d), (9.67b) 


fn 1 + 2pcos(ax—b/x) + p? ( 3 dx 
cos | cr — — ] 一 -一 
0 1 — 2pcos(ar—b/x) + p? 


1 + pe- (4*9 
1 一 pe —(a4-b) 


EE es (a as-7)] cos (« z- T) 


zl 


cosh(c-- d), (9.67c) 


— T arctan pe ud cosh(c-4-d); (9.67d) 
r sin(ax —b/z) sin (cr- 1) dz 
o l- ie ar—b[r)--p? r/l4z? 
e (a4-b) 
一 了 eem sinh(c4-d), (9.68a) 


oo 
f arctan ue ce ir sin c 2) La 
0 1 — pcos(ax —b/z) T 


s2 Sin N — pe-(o+b) ) sinh(c--d), (9.68b) 


€ : b . ds dz 
arctan E sin (az— -) sin (c T— =) 7 

0 p T l3«m 
" Ti 1+ pe (etb) 


79 "i-pe- (a+b) 
f» 1 4- 2psin(az—b/z) + p? 5 (s 2) dz 
0 


sinh(c4-d), (9.68c) 


1 — 2psin(ar—b/z) + p? r/lcz? 
= 2n arctan pe- (atb) | sinh(c+d): (9.68d) 
i sin(ar —6/r) dx xdr 
f 1-2pcos(ar—b/z)- pi (er- 142? 
E a cosh(c4-d), (9.692) 


= 21-pe-(«*5 
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d psin(ax —b/z) dv xdr 
arctan 一 一 -一 一 一 一 一 -cos (cz- 3 thou 
0 1— pcos(ar—b/r) r 


= -s In[1- p e (o9 cosh(c-4-d), (9.69b) 
oc 2 b z då - 
J arctan P z in (az— -) cos (cz — 2) e 
0 1-p E. 142? 
ud 14 pe-to 
— —In c 
2 1-pe-(etb 
* 1+2 —b f dv xdr 
] » + 2psin(ax —b/x) + p? dud (: ) pdr 
0 


osh(c-4-d), (9.69c) 


"s 2psin(ax —b/x) + p? Z/ 1 十 Z2 
= 2n arctan [pe^ Bc] cosh(c4-d); (9.69d) 
n cos(ar—b/r) — p ; sin (cr- 3 re 
o 1l-2pcos(ar—b/z)--p z/ 1 十 z 
元 e —(a4-b) . 
= T3 I- pe C70) sinh(c+d), (9.70a) 
BU b dx zdz 
n ln n 一 2p cos CL sin (es- = IA 
= -3 In [1 — pe (**9] sinh(c+d), (9.70b) 
^, 1+2pcos(ar—b/z)+p” . ry. dy zdr 
n ia 1—2pcos(ar—b/zr) + p? oid (e =) l+? 
Hu 1 十 Der(a+b) " 
一 —m ln 1- pe sinh(c--d), (9.70c) 
is 2p b\] dy waz 
arctan z COS (oz- >) sin c =) D] 
0 了 一 好 T l4 
= —7t arctan [p emit] sinh(c+d). (9.70d) 


由 (8.7) 与 (8.8) 两 式 也 曾经 组 合 出 (9.21) 一 (9.24) 3X. 在 此 基础 上 又 可 导出 


vf cos(ar —b/r)— p - (cz- 3 dz 
" Jo 1l-2pcos(ar—b/x) -- p? 1 一 Z2 


sin(a— b) 
1 — 2p cos(a— b) + p? 


xi] preti [e Dr] n dn 


psin(a—b) 
1— pcos(a— b) 
- [^ 1 4- 2pcos(az —b/z) + p? ( AE s 
E 1 — 2pcos(az—b/z) + p? 1 
2psin(a—b) 
1- p? 


cos(c— d), (9.71a) 


T 
2 


= —7 arctan cos(c— d), (9.71b) 


= mr arctan 


cos(c— d), (9.71c) 
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Tos (ce cos (as - 2) 345 


1 + 2psin(a— x 
uoc Spe m Sei slack 
1 — 2psin(a—b) + p? 


L sin(ax —b/r) sin (cr- 2) dr 
v.p. S m 
P o 1-2pcos(ar—b/z)-- p? 1-2? 


EB. cos(a—b) — p "o 
2 1 — 2pcos(a—b) + p? 


= D 
va. f — psin(az—b/z) e n (cz dz 
0 1 一 Dcos(az 一 b/z)- 


= 了 In [1 — 2p cos(a — b) + p°] sin(c—d), 


om 2 
vp. f arctan 1 
5 m 


E sin M sin (e- 5) 55, 
um 1-4 2pcos(a—b) + 


)«E ' 
EEG EOM es: dica ua: af al —d 
4^ de 2pcos(a— b) + r z sinfe ) 
©  l-2psin(ar—b/r) -- p? dx dz 
p: In x 
VP n 1 — 2psin(ar—b/zr)- p (e 3 a 
2pc b 
= 一 Tarctan 2pooslo -t a ) sin(c— d); 
l1—p 
E sin(az —b/zr dx rdr 
vp. f i-s /) z COS (cr- 
Jo — 2pcos(ar—b/x)-- p r/l—-z 


T cos(a—b) — p 
= d 
2 1 — 2pcos(a—b) + p? ee 


pi psin(ax—b/x) dy zdr 
v.p. arctan cos (er— -) 
0 1— pcos(az—b/:x) a 


三 一 了 Dll — 2pcos(a— b) + p?) cos(c— d), 


je p b dx xum 
v.p. arctan 2 sin (a: dy-— -) COS Cs =) E 
0 —p T l—--c 


2 VU i 1+ e cos(a—b) 十 p 
4  1-—2pcos(a—b) 4 
99 - + 2pcos(ar—b/z) p? . d dz 
T ] 1 — 2pcos(ax —b/x) + p? xc (e- A 


z cos(c— d). 


cos(c— d); 


s(a—b 
= nt eese 
1= p? 


vf. cos(ax —b/z) — p d. gdr 
z Sin CE 
o 1l-2pcos(ar —b/r)-- p d 


sin(a—b) — p 2 sin(c— d), 


T 
31 2pcos(a—b) + p 


(9.71d) 


(9.72a) 


(9.72b) 


(9.72c) 


(9.72d) 


(9.732) 


(9.73b) 


(9.73c) 


(9.73d) 


(9.742) 
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vp. f In h — 2p cos (az- 2) +p] sin (ez - E) died 
0 T q 1m 


psin(a—b) 
1 — 2pcos(a—b) 


= —T7T arctan sin(c— d), (9.74b) 


vo [^m 1 + 2p cos (6-3) +p? ala 1 rdr 
* 1 = 2pcos (se—=) +p? 


2psin(a—b) . 
E c l ide d), (9.74c) 


v9 2p b . dx rdc 
v.p. arctan z COS (az- >) sin (ez - -) 3 cH 
0 l-p S 2/l-m- 


_ TA, l-2psin(a—b) tp o. . 
B ure 2psin(a—b) 4- p? sin(c— d). (9.74d) 


— 7t arctan 


$9.3 Æt Intan 的 积分 


在 第 七 章 的 例 7.17 中 , 我 们 计算 了 四 个 积分 , 它们 是 


0 

Í cos(2n + 1)0 Intan ; dO = ———. n=0,1,2,...,， (9.75) 
= 0 

; sin(2n 4- 1)0 Intan 2 dg = 0, 5.2 0,1,2;:-*, (9.76) 
0 ; 

2 cos 2n0 ln tan 3 dð — 0, n—0,1,2,:-., (9.77) 
0 
es 0 1 1 1 

/ sin 2n0 Intan 5 dé — — (n 7) -w(;)]. $i—1.2,9; 92. (9.78) 


将 这 些 积分 式 两 端 同 乘 ( 除 ) 以 适当 的 因子 , 而 后 求 和 ?, 也 可 以 衍生 出 一 系列 新 的 
BA. 


例 9.12. 将 (9.75) 式 两 端 同 除 以 2n + 1. 并 求 和 : 


c^ [^ cos(2n + 1)8 0 = 1 
lnt dg = : 
NH m41 ^g 2 (an + 1)2 


n=0 n=0 


D 这 里 存在 求 和 与 积分 交换 次 序 的 合法 性 问题 , 或 者 直接 说 , 导出 的 积分 的 正确 性 问题 . 对 于 前 一 个 问 
题 , 因为 涉及 的 级 数 都 是 在 单位 圆 内 收敛 的 , 所 以 , 正确 的 做 法 是 : 先 在 单位 圆 内 交换 求 和 与 积分 的 次 序 (这 
是 合法 的 )， 而 后 再 由 单位 圆 内 逼近 圆周 ， 其 正确 性 可 以 有 Abel 第 二 定理 保证 . 对 于 后 一 个 问题 , 事实 上 ， 
对 于 下 面 导出 的 积分 , 都 可 以 直接 计算 而 得 到 , 因此 , 其 正确 性 也 毋庸 置疑 . 
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将 上 式 左 端的 求 和 与 积分 交换 次 序 ， 同 时 利用 ” 


cos(2n--1)0 1 0 1 0 
到 2c 5 cot 本 In tan 7 (9.78) 
以 及 oo 2 
EN ue E (9.80) 
c (2n +1)? 8 
就 得 到 "PE 
hitan = d c cab 9.81 
n v tan; dé — T (9.81) 
将 (9.75) 式 两 端 同 除 以 2n +2, ERA, 亦 可 得 
cos(2n 十 1)0 0 V 1 
> rwr Intan 5 dô = rT 
1 3 ie 
m n» s Rx ye et. MAT 
另 一 方面 , 我 们 有 
> REL: = - [eos0 ln(2sin 8) + (o a 2) giñ 中 (9.82b) 
所 以 就 得 到 


[a { cos 0 In(2sin 0) 十 (e 一 =) sino} ln tan i dd = 2m n2. 
利用 (7.58a) Æ (7.58b) 两 式 的 结果 , 可 得 


f cos n (2sin 4 =n? (2 cos ;)|e = / cos 0 In(2sin 0) In tan z dó — m, 


同时 考虑 到 (9.76) 式 ， 又 有 
/ ETIAM 2 dg = -+2rn2. (9.83b) 

类 似 地 ， 如果 将 (9.75) 式 两 端 同 除 以 2n + 3， 并 求 和 , 利用 
> RU n ; tion d Ja t d + T sin20 — cost, (9.842) 


© 例 9.12 — 9.15 中 用 到 的 三 角 级 数 公式 , 均 可 参见 第 十 一 章 . 
Q 参见 : RRR. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 96 - 97, 126 — 127. 
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也 能 得 到 
TE: 
J c 20 In tan dd EM sin 20 + 2cos0 | ln tan 4 db0 = m. 
0 2 2 2 


再 代入 (9.75) 与 (9.78) 两 式 的 结果 (DIR n=0 5 n — 1). 就 有 


ra cos 20 1n? (tan 2) dO = 2m. (9.84b) 
0 
更 一 般 地 , 将 (9.75) 式 两 端 同 除 以 2n + 2k 2-2 (k = 1,2,3,….)， 并 求 和 , 利用 
Y OLD, = 3 [cos(2k + 1)0ln(2sin0) + (0 — 7) sin(2k 19] 
=0 
i cos(2n — 2k + 1) 
之 2n 4-2 i (9.85) 
亦 可 得 


/ | costas 1)0 In(2sin 0) 十 (e- 7) sin(2k-- e| Intan E dð 
0 


s phe 


cos(2k —2n —1)0 0 
«f | e In tan ; dé 


n=0 


1 2m 之 1 1 
一 2 m ( 
2. (2n + 1) 2n 4- 2k + 2) 3k +I Z 2n+1 PASTE 


-Eee r1) «(;)]. p12,8 (9.86) 


1 
| X T ln tan E dð 
= 内 十 并 2 


k=1 k—1 


" CHE (n 4- 1)(2k—2n—1) = 79k41 E es 1 * me 


-z+ 0-90] + pez) -«()]- 


并 考虑 到 (9.76) 式 的 结果 , 即 可 求 得 


^T 
J | cos(2k4-1)0 In(2sin 8) -- 0 sin(2k--1)6] Intan = E z de 
0 


= aene D ew(k 5) - wa) sO] beds 
由 (7.63a) 及 (7.63b) 两 式 可 得 


282 第 九 章 — 既 有 积分 的 进一步 演绎 


TE 
] cos(2k-4-1)0 In(2sin 0) In tan ; dé 
0 


E | cos(2k+1)9| n? (25m 2) -ln (2cos 5) dé 


27 T 


= gag YED + (Rta) v1) v(5)) + ETL 
(9.87b) 

所 以 
| 9 Sakte mtan San = zer Ve- *(3)] - mecs: k=1,2,3,... 
(9.87c) 


类 似 地 ,因为 


oo k—1 
cos(2n 4- 1)0 1 Ü o. cos(2k — 2n — 1) 
1 = 2k0 ln tan = + — sin 2k0 — 1 — (89. 
2. 2n 2k] 5 COS n an5 + 本 sin 2 oll , (9.88) 


因此 , 将 (9.75) 式 两 端 同 除 以 2n + 2k +1, 而 后 求 和 ， 亦 可 得 


u 0 (2k—2n—1)8 
f [cos 2k0 Intan 7 一 k sin 2k0 + 23 M ln tan : dg 


es 1 1 1 
一 2 = 
"IL n T Des TES Fx 


n=0 
aeae] em 
容易 计算 
T X 2d In tan ; dg 
c 1 1 1 
e (2n4- 1) (2k —2n — 1) ~ Dk ee ss 十 1 ucc) 
i 3» mrin iea- (9.90) 


再 代入 (9.78) 式 的 结果 ， 即 得 


: 0 T 1 1 
2 p Q = = C — it 一 C e. -j 
L cos 2k0 1n^ tan 2 dŷ = n (e ) E )] k= 1,2,3, (9.91) 


$9.3 “再 讨论 含 ln tan 8 的 积分 283 


还 可 将 (9.75) 式 两 端 同 除 以 n+a (a 为 有 理 数 )， 又 能 得 到 一 系列 的 结果 , 不 
BAR. 

15) 9.13 仿照 例 9.12， 可 以 对 (9.78) 式 作 类 似 的 处 理 . 这 时 需要 用 到 下 列 三 
角 级 数 : 


= T = 5 sin ĝ ln tan - + : cos B, (9.922) 
> = da = ; sin 20 In(2sin 6) 一 ; (e- z) cos 20, (9.92b) 
3 2 = - ; sin 30 In tan z + i cos 30 + sin 26, (9.92c) 
> Ll = 3 sin(2k+ 1)0ln tan 十 Tcos(2k+1)0 

5 TOM (9.924) 
>, a" = sin(2k--2)0 In(2sin 8) 一 3(0- =) cos(2k+2)0 


k-i s 
sin(2k —2n)8 
u 2. 2n+2 ` 


将 (9.78) 式 两 端 除 以 2n -- 1,， 求 和 , 立刻 得 到 


e 0 0 o 2 1 1 
n (sientan 2 十 T cos0 ) ln tan 7 d = » ani) (nz) — v()]. 


利用 第 十 章 的 (10.60) 式 , 可 以 求 出 上 式 右 端的 级 数 和 为 72/3. 再 将 (9.75) 式 的 结 
果 (n —0) 代入 上 式 左 端 , 就 求 得 


7 J Ü 2 2 2 
f sin 0 In? tan 7 d = 2 a — * (9.93) 


将 (9.78) 式 两 端 除 以 2n + 2,， 求 和 , 并 利用 (10.57) 式 , 又 得 到 


0 
ri E 20 1n(2sin 0) 一 (6-2) cos 2| ln tan J dð 


-È i bei) v] - pen ()] = im 


亦 即 


0 
[sin 20 n(2sin 0) — 0 cos 20] ln tan 3 d0 = —41n2. 
0 
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直接 计算 可 得 (需要 用 到 (9.78) 式 的 结果 ) 


H= 1i 7". 0 0 
3 314 sin 20(Intan 5 ug )dé 


TU 0 7t 
二 一 / sin 20 ln tan 2 db 一 n 0 : cos0 d0 = 3, (9.94a) 
Jo 0 


T 0 cos 20 In tan? d = 3 sin20 -0 Intan 
0 


因此 


"n 0 
ri sin 20 In(2sin 0) ln tan 5 dð = 3 — 4ln 2. (9.94b) 
0 


类 似 地 , 将 (9.78) 式 两 端 除 以 2n 十 3, RA, 并 引用 (10.61) 式 的 结果 , 又 有 


ri sin 30 In tan g + z cos 30 + 2 sin 20 | In tan P dO 
0 2*2 2 


2 


-- Ease -«0|--4- 2 


代入 (9.75) 5 (9.78) 两 式 的 结果 ( 均 取 n= 1), 就 求 得 


m? 
8 


TU 
Í sin 30 In? tan a di = 3 E 


更 一 般 地 , 将 (9.78) 式 两 端 除 以 2n + 2k 4-1, RM, MWEE 


T: (2k—2n)0 0 
f [sini £n tan | 六 cos(2K 十 1) 1)0 T RC = [itang do 


n0 
p? M TEES WG | ;) *(3)] 
2 k 
Selle | » - EO) -«(3)] 
这 里 又 一 次 引用 了 第 十 章 中 的 结果 ( 见 (10.62) R). 再 代入 (9.75) 式 的 结果 以 及 


n [5-1 sin(2k 2n < 
I 2, ier enia M rt n5) w(;)] 
u cc Y t E 316 n+ v()] 
k—1 


- EU (ont) -«)] X: 91] 


$9.3 “再 讨论 含 In tan 4 的 积分 


285 
ESL ii^ tan 5 dg = E Y xu w(x n+3) ZO 
(9.962) 
可 以 证 明 ( 见 第 十 章 (10.52) 5A) 
< 1 1 ME 1 1 
E iibro «GJ -3:3 43 th 
因此 上 述 结果 又 可 改写 为 
"n sin(2k--1)0 In? tan : dg 
0 
= mult Mio) -»(3)]) k-1,,8-...  (9.96b) 


(9.78) 式 两 端 除 以 2n + 2k 十 2,， 求 和 ,又 可 得 到 


将 
g — sin(2k—2n)0 0 
[1 sin(2k--2)0 In(2sin 8) - (e- z) cos(2k+2)0 + E ed In tan 3 d6 


EE EBEN 1 lH. o 1 iES 8 
wed curis beta) v(s)] i » k--n4-1 nsa 
2 3 x Y à l ex. 9 S p 1 
2 ay Eus »uglmd EP um ) 

一 0 1 i=0 n=l+ 


ey er k-4-n4-1 
A4 —- 1 下 1 
rl nen) 
8 ats d 1 
= 2o geni 0*0 -9(5)] (9.97) 


再 代入 


f [E S8 m] meng a = - Y AR [v(x n2) v (5)| 


= n+1 k-n 
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以 及 (9.77) 式 的 结果 , 可 将 上 述 结果 化 成 


" ; 
f | sin(2k--2)0 In(2sin 0) — 0 cos(2k-- 20] In tan dg 
0 


又 因为 ( 见 第 10 章 (10.55) 式 ) 


= $^ za (ne) To(n4-1)- w(1)—- (让 | 
所 以 可 以 进一步 化 简 为 


7i 
0 
Í [sin(2k--2)0 In(2 sin 0) — 6 cos(2k--2)0] In tan 5 dð 
0 
1 


-Dibe O] x39] 


2n4-1 2 
n=0 


此 积分 中 的 被 积 函 数 有 两 项 , 自然 可 以 将 此 积分 分 拆 为 二 . 对 于 由 被 积 函数 第 二 项 
构成 的 积分 可 以 分 部 积分 , 得 


E 0 
f 0 cos(2k--2)0 ln tan 5 dà 
0 


= = mtan s| — "E ra sin(2k-+2)0 ( In tan £ = ET 
uri 
H TUER. BG 2) *(;) ac i N 0 dð. 
而 
"n Sidi nd = 28 [ cos(2k -1)0 + cos(2k —1)0 +- + cos 0]0 d6 
0 sin 0 A 


dl - HE (1 
lacs "meg 
所 以 就 能 计算 得 积分 
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si 0 
/ 0 cos(2k4-2)0 ln tan 5 dð 
0 


k 
-apr Pei -wS)]* i tL 


n=0 
(9.98a) 


进而 得 到 


上 sin(2k--2)0 In(2sin 0) Intan ; dg 
0 


k k 
EI OP Sbe) 


n=l 
1 3 1 D 1 
T 2(k4-1)2 [o (G5) v()| *EH 2. nF k= 1,2,3,.... 
(9.98b) 
除了 上 面 列 出 的 三 角 级 数 以 外 , 还 应 该 补充 上 
r3 B E (4-5). 0<0<x. (9.92f) 


事实 上 , 将 此 级 数 两 端 同 乘 以 Intan(9/2), 并 积分 , 也 可 以 得 到 


[ rmm Y a foo ;) -»(3)]. (9.992) 


但 如 果 要 想 进一步 将 右 端 的 级 数 求 和 , 却 会 遇 到 某 些 困难 . 其 实 我 们 也 可 以 直接 计 
算 上 式 左 端的 积分 : 


T g 7/2 
/ 0 Intan 一 dp 三 af r ln tan zdz. 
0 2 0 


因为 
Ligj = >] ln cos z dz, -3 Sig F 


L(x) RX Lobachevskiy 函数 ,所 以 


E rlntanrdr — x |L) u L(5-«)] i i I [LG) T LS -2)] m 


= (Z) m2 一 2 M L(z) dz. 
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再 利用 
L(z) =z n2 o pde ad in2k 
T rin 22 %2 sin T, 
就 能 计算 得 
"m 1/2 leR(-1)5- fuU 00 
» L(x)dz = 3(3) In2— 22. 12 i sin 2kx dz 
In 2 3 : 
" 22. Gk- 19 
k=1 
所 以 
2/2 T? 1 jt 
/ rlntanzdz = — ln 2 ?| 8 In 2 5 2 xc 
ag 1 1 A 1 7 
ge =- 
(2k—1)3 m k3 can (2k) 8 
亦 即 


i 0 Intan f dg = 249), 


其 中 c(n) 为 Riemann C 函数 . 这 里 同时 也 就 给 出 了 和 式 


oo 2 
kA 二 (n+ = Ta) = 21n2)7—. 


£j 9.14 从 (9.77) 式 出 发 , 也 可 以 导出 一 


oo 
cos 2n0 1 0 m. 
> = -让 ssemtang — F sine, 


cos 2n0 0 m 
» Sco r7 7 ; | esce Intan g^! sin(2k+1)0| 


Ys cos(2k —2n)8 
— LS ? 


P. ; T\ 
- [eos 28 In(2sin8) + (6-2) sina. 


(9.99b) 


(9.99c) 


(9.99d) 


(9.99e) 


系列 新 的 积分 . 涉及 的 三 角 级 数 有 : 


(9.100a) 


(9.100b) 


(9.100c) 


89.3 ”再 讨论 含 In tan 9 的 积分 289 


o^. cos 2n0 1 "HX. 
25 n4 kn [os In(2sin 8) + (0-2) sin 40 +eos2g| (9.100d) 
cos 2n0 1 HS. 
2 DURO CH EE | costa 2)0 In(2 sin 0) 十 (0-2) sn(2k+2)g| 
4l — cos(2k —2n)8 
*3 Y; OE p n+l ` (9.1006) 


将 (9.100a) 式 乘 以 Intan(9/2), 再 积分 , 并 利用 (9.76) 式 的 结果 , 就 能 立即 得 到 
T cos 0 1n? tan s dg — 0. (9.101) 
同样 ,由 (9.100b) 式 也 能 得 到 
f cos(2k--1)8 In? tan : dó—-0,  k-1,2,3,... (9.102) 


0 


其 实 , (9.102) 式 也 可 以 覆盖 (9.101) 式 作为 它 的 特殊 情形 (k= 0). 
根据 (9.100c) 式 , 可 以 导出 积分 


i E 20 In(2sin 0) 十 (0-2) sin 20 In tan : dg = 0, 
考虑 到 (9.78) 式 的 结果 ( 取 — 1)， 就 可 以 化 为 


7t 
f [cos 20 In(2sin 0) + 0 sin 28] In tan dg = —m. 
0 


但 因为 
7t , 0 
n cos 20 In(2sin 0) ln tan 2 dg 
0 
? 2 
sf cos 2(1.— à) In (2sin(n— 9)) In tan ^ (—d¢ġ) 
二 一 f cos 2¢ġ ln(2sin $) ln tan $ dó = 0, (9.103a) 
0 
所 以 i , 
f 0 sin 20 ln tan 5 dô = —7. (9.103b) 
0 
由 (9.1008) 式 , 则 可 导出 
2m 


TU 
f [cos 40 In(2sin 0) 4-0 sin 46] Intan j E d0 = c." 
0 
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模仿 (9.103a) 式 的 计算 过 程 ， 即 可 证 明 


7t 
f cos 40 In(2sin 0) In tan dð = 0, (9.104a) 
0 
所 以 有 ，。 
[| 0 sinao miang ao = -T (9.104b) 
: 2 3 


更 一 般 地 ,由 (9.1000) 式 能 够 得 到 
"n | cos(2k-2)0 In(2 sin 0) + 0 sin(2k4-2)0] In tan : d6 
0 


7t 
E -3/ sin(2k--2)0 Intan a d0 
2 Jo 2 


-i pe] oria 


进而 根据 . 
/ cos(2k--2)0 In(2sin 0) ln tan : dé — 0 (9.105a) 
0 
可 导出 
[? sin(2k--2)0 In tan i df= TET (c3) s: *(;)]. beige. 
(9.105b) 
(9.104) 式 是 (9.105) 式 的 特殊 情形 . 同样 ，(9.103) 式 也 能 看 成 (9.105) 式 的 特殊 情 
É (k — 0). 
还 应 当 补 充 一 个 三 角 级 数 ， 即 
ecos 2n6 . 
2. 5 一 一 了 In(2sinb)， 0c0«m. (9.100f) 


由 此 式 出 发 , 再 次 利用 (9.77) 式 ， 又 可 导出 
[ In(2sin 0) In tan : d6 = 0. (9.106) 
将 (9.106) 与 (9.81) 两 式 结合 起 来 , 又 有 
[ (2 sin ;) Intan : db = m (9.1072) 


í 0 0 T 
f ln (2 cos 5) In tan 可 dé = = (9.107b) 
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例 9.15 类 似 地 , 也 可 以 从 (9.76) 式 出 发 ， 从 而 导出 


f sin 2k6 1n? tan df — 0, E1339: (9.108) 
0 


| sin 0 In(2sin 0) — 6 cos] mtan 2 dé = = -3/ cos 0 Intan £ dg = = s 
0 


6 , 


i 
j 0 n f” n? 
/ | sin 30 In(2sin 0) — 6 cos 36] In tan; dð = E T cos 30 ln tan; f db = 一 
0 0 


[sin(2k-- 1)0 In(2sin 0) — 6 cos(2k--1)6] In tan f dg 


n [^ 0 T 
= 一 一 2 D6l » — 一 ”一 一 e m- 2 C 
F) cos(2k+1) n tan 5 dô JORF’ 52138. 


再 进一步 ， 因 为 


T 
0 
fi sin(2n4-1)0 ln(2sin 0) ln tan 5 dð 
0 


o n—o 
af sin(2n4-1)(1— à) In (2sin(r.—9)) ln tan 7 (—d9) 


TE 
= -f sin(2n+1)ġ In(2sin à) Intan 2 dó -—9, m= p2 (9.109) 
0 
所 以 有 
T 0 2 
{ b cos Intan d9 = — — (9.110) 
, 2 2 
"7l 2 
J 0 cos 30 mtang dg = — 7. (9.111) 
0 
f 0 cos(2k--1)0 lnt T z k= 1,2,3 (9.112) 
: cos(2k4- n tan = -RFD es : 
在 以 上 的 计算 中 , 需要 用 到 的 三 角 级 数 有 : 
sin(2n+1)0 m : 
= A 9.1 c 
2. ind 4 iac 
n=0 
UE = 3 sin 20 In tan £ + T cos 20 十 sin ð, (9.113b) 
2 k—1l . 
sin(2n4-1)0 1, 0 m sin(2k —2n —1)0 
———— = -sin2k0lntan = + — cos 2k0 4 ; 
1 sin 2k0 In tan 7 十 本 os k0 y PES (9.113c) 


n=0 
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oo s 

> D = ; sin OIn(2 sin ©) = 3 (0 z) cos 6, (9.113d) 
^. sin(2n 1 1 

p» TA = 3 sin 30 In(2sin 0) 一 9 (e- 3 cos 30 4- 2 sin 6, (9.113e) 


oo r 
sin(2n+1)0 1. " 1 - AA 
- 2n42k42 ^2 sin(2k--1)0In(2sin 0) 一 (0-5) cos(2k+1)0 


.113f 
2n +2 SEIEN 


D» sin(2k —2n— D0 
例 9.16 将 例 9.12 一 9.15 中 得 到 的 一 些 结果 作 简 单 的 组 合 ,又 能 衍生 出 一 些 
新 形式 的 积分 式 . 例如 , 将 (9.83a) 式 与 (9.101) 式 相 加 、 减 , 利用 恒等式 


0 0 
In tan $ + In(2sin 0) = 21nsin » In tan n^ In(2sin 8) = —2 ln cos 2 


则 可 得 到 


zx 0 T 
/ cos In (2 sin 5) ln tan 2 dð = 2' (9.114a) 
L. cos ln (2 cos 4 ln tan = E dg 二 2. (9.114b) 
2 2 2" 
将 (9.872) 3X 5j (9.102) 式 相 加 、 减 , 又 有 
cos(2k--1)0 In (2 sin 2) In tan; : d 
0 
T T 
- zer V+) w)| "aene =, — (1159) 
7t 
T cos(2k--1)0 In (2 cos 2) ri S dp 
0 2 
T 
zb [wen - wq) tapis 2023 — (2150) 
将 (9.84b) 式 与 (9.103a) 式 相 加 、 减 , 则 得 
TE 
J cos 20 ln (2 sin 3 ln tan g db = m, (9.1162) 
0 2 
i 0 0 
f cos 20 In (2 COS — A Intan 2 dd = — (9.116b) 
0 2 


将 (9.91) R5 (9.1052) 式 相 加 、 减 , 又 有 


| one hn (2sin £) Intan $ ao = 7- [o (k+ 3 v(;)]. E —1,2,9,-:« 
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| oze In (2cos 5) Intan j E d0 — -z oe) -w()]. k= 1:2,98,:* 


2k 2 
(9.117b) 
同样 , 将 (9.93) 式 、(9.95) 式 或 (9.96) 式 与 (9.109) RAE, 就 能 得 到 
T 2 
/ sin 0 In (2 sin 2) ln tan à d0 — T (9.118a) 
0 2 
7t 2 
/ sin 0 ln (2cos 3 In tan : dð = -5 (9.118b) 
0 
n 2 7 
f sin 30 ln (2sin 3 ln tan dð = 5 =f 5, (9.119a) 
0 
i 0 0 "m 4 
sin30 In(2cosz ]lntanz dó = —— — ~; (9.119b 
i (2655) mta 546 - 5 - g ) 
7U 
f sin(2k-4-1)0 In (2 sin 2) In tan ê a 
0 2 
1 fc 3 1 1 
E xe na — ziv 5] à »(3)]] anne 
t fa X3 1 1 | 
B aa B D s rn) -w(;)] k Sed Aes (RIZ) 
T 
/ sin(2k--1)0 ln (2 cos 3 Intan : d6 
0 
BEENLI E. [e (k-7 +5) w(;)] (9.120c) 
^ 2k41 |12 ^ £22n41 US 2 l 
| ju 2» 1 1 
E xl ri n [n+ -y( 引 上 Sh WIAD 


将 (9.94b) 式 或 (9.98b) 式 与 (9.108) 式 相 加 、 减 (并 且 将 公式 中 的 十 1 改写 为 
上 ,天 = 2,3,4,…)， 则 将 得 到 


sin 20 ln (2 sin 3 Intan E dô = > — 21n2, (9.121a) 
T sin 26 In (2 cos 2) In tan £ dé = z :> _2ln2 (9.121b) 
以 及 


i 0 
/ sin 2k0 ln (2 sin | ln tan ; — dô 
0 


-x a (n- ;) v(5)] +i za o5) - ww] 
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+ga el) TAG ; k—2,3,4,-.-, (9.122a) 
4k? 2 2/] k £s Qmn-1? Ara qu 


" 0 0 
f sin 2k0 ln (2 COS 5) ln tan 5 d0 


-i3 ifo vO) «iX gue) 中 (| 


2k — n-Üü 
+ gs [0 (^5) vw (5)| mo k —2,3,4,.... (9.122b) 


£j 9.17 当 |p| « 1 时, 可 将 (9.75) R5 (9.77) 式 分 别 乘 以 p?n*! 与 p, 而 
后 求 和 : 


oo E Ó oc 
x p" cos nÓ Intan 9 dü = er a E 
1 Tm 0 oo T » 0 9s pH 
Ti Intan 本 d0 十 Ni p" cosng Intan g d? 三 RE on T 
利用 (9.49) 式 中 给 出 的 和 式 ， 就 能 得 到 
"T  1-pcos0 0 T, 1+p 
————— ntan~d0=—~l . 9.123a 
n 1 — 2pcos 0 + p? Wes» 3 1- p ( a) 
úi 1-75 0 1+p 
In ta 19 = ] 9.124e 
i lodi ntan z c T ai me (9.124a) 
而 当 |p| > 1 时 , 则 需要 将 上 面 结果 中 的 p 换 成 1/p， 因此 
7t 2 jm S i 
f lend icu Intan & dic 7 In £ T ' (9.123b) 
o l-2pcos0--p 2 2  p-—1 
is eS 0 1 
I — P Intant di = -r ln pr : (9.124b) 
o l—-2pcos0--p? 2 p—-1 
两 式 相 减 , 还 有 
™  ]-—pcosÜ 0 T, p-«l 
————— — lntaan~d0==1 ; 9.125 
f 1 — 2pcos0 + p? ns 2 2] ( ) 


这 正 是 例 7.15 中 得 到 的 结果 . 
令 (9.124a) 式 中 的 p=e-!',t>0, 或 是 令 (9.124b) RPI p= ef. t >0, WX 


得 到 


sinh t g t 
IU odd = BERI i 9.126 
f cosht—cosð 7a" TE aalay ( ) 


最 后 ,也 还 值得 提 到 ， 如果 函数 9 能 够 在 区 间 [0,7] 上 展开 为 Fourier 级 数 : 
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oc DO 


f0) = » an cos nO 十 yo bn sin n6, 


n=0 n-l 


则 根据 (9.75) 一 (9.78) 式 , 就 可 以 得 到 积分 


人 f(8) Intan ] d = aS im E am (n5) -w(;)]. (9.127) 


n=0 
例 9.18 从 (9.112) 式 出 发 , 重复 例 9.12 中 的 计算 ， 又 能 导出 一 系列 新 的 积 
分 . 下 面 列 出 部 分 结果 ,计算 过 程 从 略 : 


ni 
0 In? tan 2 dó = —, 9.1: 
1 n tans (9.128) 
7t 
0 ， 
T 0 cos 20 In? tan 3 d9 = m. (9.129) 
Q 
m ; 0 n? 1 1 
: E 42 - | TE TM 
f 0 cos2hg In? tan 5 d9 = 77 "n ;) w(z)]; k—2,8,4,.., (9.130) 
c 0 2 
f 0 cos0 ln(2sin 0) lIn tan 2 d = T (9.131) 
0 


7t 
0 
f 0 cos(2k4-1)0 In(2sin 0) ln tan 2 dg 
0 


T? T? 


z zg P Qe) -i(1)] + IOR?’ k= 1,2,3,- (0.132) 
在 得 到 上 面 的 结果 时 需要 用 到 (这 些 积分 都 可 以 直接 计算 ): 
[e ln sin 0 db = QE In 2, (9.133) 
E 2 
rü 6? sin0 Intan ! dô = r?(21n2 — 1), (9.134) 
0 
i 0? sin(2k-- 1)0 ln tan qp 
^ 2 
T 1 n? 
& zer [VED vb(5)| Gkepe PELAS (9.135) 
同样 ， 从 (9.91) RER, 重复 例 9.14 中 的 计算 , 能 得 到 
I cos 0 In? tan ; di = He, (9.136) 


/ cos(2k+1)0 In? tan £ dg 


0 
- ub e Lo(ntl) -v»(3)]}, kei12,85.-, (8.197) 
n=l 
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7t 
/ (paind) Inf taxi 5 d = — eta), 
Jo 2 2 


" " 2 0 T $ 
cos 20 In(2sin 0) In^ tan = dd = —— — 37, 


7t 
0 
y cos 2k0 In(2sin 0) ln? tan 5 dð 
0 


"E k—1 
T 8k Tag mpe) 中 人 (5 


4m 1 : 
k 2. 2n-4-1 [vy Ja i *)J 
T1 1 i} 
bl) rezsa 
在 得 到 以 上 结果 时 ， 需 要 用 到 
A 0 sin 20 ln? tan a dð 三 m + 37 — 4n 2, 
f 2 8 
i 0 sin 2k0 1n? tan < dà 
0 2 
T m 1 1 jn 1 
--m * er eg) v(5)] US 2. Guy 
P m EET 1 
k L n4l [bo is v(;)]. res res 


类 似 地 , 根据 (9.102) 和 (9.108) 两 式 可 以 推出 


0 
LI sin(2k--1)8 In? tan; z d0 — 0, 


m 0 
T cos 2k0 1n? tan 5 — d0 = 0, 
0 


5 


0 0 ln2t 0 = —, 
/ sin ln’ tan = ; d 12 


EE 0s n(2k4-1)0 1n? tan £ df 
0 


-aala ibe (QU). rmn 


TE 0 
1 0 cos 20 ln? tan 5 db = n°, 
0 


(9.140) 


(9.141) 


(9.142) 


(9.143) 
(9.144) 


(9.145) 


(9.146) 


(9.147) 
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a 0 7 1 1 
f 6 cos 2k0 In tan 5 dé = sr o) [1]. k—2,3,4,-... (9.148) 
在 得 到 这 些 结果 时 , 用 到 了 
sin 2k0 In(2sin 0) In? tan ; dg = 0, (9.149) 
0 
n cos(2k--1)0 In(2sin 8) In? tan f d6 — 0. (9.150) 
0 
ip iier 角 函 数 的 诱导 公式 导出 . 
由 (9.105a) 式 也 能 导出 
"n sin 20 In(2sin 0) ln tan : dg = x — 2rtin 2, (9.151) 
0 


TU 
f 0 sin 2k0 In(2sin 8) ln tan : dð 


-ADe Gl E -0 


T 


k 
abed 9] Xo k=2,3,4,.... (9.152) 
n=0 


另外 ,对 于 (9.96) R, 两 端 除 以 2k 十 3, 并 求 和 , 就 可 得 到 


T 
» 8 
i J (sin 20 ln tan P 4 x: cos 20 + 2 sin e) In* tan — d 
2 2 4 2 


-nr E eG) 


oo 


2 oo 
Ss | I died E : 四 (n+ -w(;)] 


A -T 
E Mu v(3)] > «s ciÀci 
2 2 r2 


n? woo 3X 1 ji TT TE 9T 
= ls 3 v (5) ts” 1 


再 代入 (9.84b) 与 (9.93) 两 式 的 结果 ， 即 能 求 得 


7t 8 2 
sin 20 In? tan : dé - M. (9.153) 
Jo 2 2 


如 果 将 (9.96b) 式 两 端 同 除 以 2k 十 1 8X 2k + 2n - 1. 则 计算 要 比 预 想 的 复杂 ( 见 例 
9.19). 
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值得 指出 , 对 于 本 例题 中 得 到 的 结果 , 例如 (9.130)，(9.132)，(9.135) 等 式 , 还 
可 以 继续 重复 上 述 计 算 , 又 可 以 得 到 一 些 新 的 结果 , 不 再 著述 . 

例 9.19 回顾 一 下 例 9.4 — 9.14 以 及 例 9.18 (其 实 也 包括 例 9.17) 的 做 法 ,其 
基本 精神 是 从 某 一 已 知 积分 (含有 自然 数 & 作为 参数 ， 因 而 实际 上 是 无 穷 多 个 积 
分 ) 出 发 , R ( 除 ) 以 适当 因子 , 而 后 求 和 , 于 是 变换 为 男 一 积分 式 , 如果 作为 积分 
值 的 无 穷 级 数 能 够 求 和 , 就 求 出 了 这 个 新 积分 的 值 . 但 在 实际 计算 中 也 不 乏 这 样 的 
例子 , 就 是 得 到 的 级 数 难以 求 和 , 然而 导出 的 积分 却 可 以 用 其 他 方法 计算 出 , 或 者 
根本 就 是 已 知 的 积分 , 这 时 我 们 倒 可 以 反 过 来 用 这 样 的 办 法 求 出 级 数 的 和 . 例如 ， 
将 (9.96b) 式 两 端 同 除 以 2k--1, FXT k RA, 就 得 到 


e 0 
T de ul sin(2k4-1)0 In? tan; : dð = — z ln? tan 二 db 
per 0 4 Jo 2 


d. n -y MeD- «(1)]. 


=A 


而 积分 { "In? tan db 的 值 已 在 (9.81) RPAH, 因此 , 我 们 就 能 得 到 


1 T 
> UT. Be - [o 中 (n+ ) - 中 (5)| = e (9.154) 
同样 , 将 (9.87a) 式 两 端 同 除 以 2k + 1， 而 后 对 大 求 和 , 即 得 
F a n cos(2k4-1)8 In(2sin 0) In tan £ d$ 


ug SEES zu Md auis va) + D TAN 


j ri Gio [vek F1) w)| 十 T) 
另 一 方面 , 将 上 式 左 端的 积分 与 求 和 交换 次 序 ， 又 能 得 到 


7t 
pos 3i [a cos(2k-4-1)0 In(2sin 0) ln tan = ;d6- ES "il In(2sin 0) In? tan £ df. 


上 式 右 端的 积分 已 在 (9.138) 式 中 给 出 , 所 以 


[b Qk--1) 5 和 (| " Tu = Tes), 


27 
(2k+1)? 


k=0 
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由 此 即 得 


E (2k+1) 中 (| = zW. (9.155a) 


Mag 


1 
z (2k4-1)? 


Il 
o 


(2k+1) = ig) E zm. (9.155b) 


Me 


1 
(2k+1)? 


ES 
ll 


0 


如 果 将 (9.87a) 式 两 端 同 除 以 2k--3. JEXT k RA, 也 可 以 得 到 


0 
Dra Ta £. cos(2k4-1)0 In(2sin 0) Intan 本 dg 


| 2n " 
= (mt w(1)] + 二 忆 Jj 


二 1 * ^ | 
C) EFIT) ba c (2k+1)?(2k+3) 


一 方面 , 将 上 式 左 端的 积分 与 求 和 交换 次 序 , 并 代入 (9.139). (9.94b) 及 (9.83a) 等 
式 的 结果 , 可 以 得 到 


el Q 
1 A 
Nea 2k T cos(2k+1)0 In(2sin 0) In tan 5 dg 


k=0 t3 


0 p 
I cos 20 In(2sin 0) ln? tan 5 dð 十 1 / sin 20 In(2sin 0) Intan 3 dg 


1 
2 0 


-[ cos Ü In(2sin 8) ln tan : dð 


1 2 qc? t 
- -51 i. 3n) + (3 Saj- ns I o eh 


8 16 4 
男 一 方面 , 也 能 求 得 右 端的 第 二 项 为 
ES 元 1 ï TÓ n 
27 (2K 十 1)2(2K 十 3) 1 me 2k4-1)? frm 2 3:3) UB 4 
所 以 由 此 就 可 以 推 得 和 式 
y» cns V+) -y()|- 5 ln (9.1562) 
— (2k+1)(2k+3) j 35^ 
z 1 3 1 1 
2. Gern aka; V Hu To hd- y. (9.156b) 
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如 果 将 (9.87c) 式 两 端 同 除 以 2k--1. X k RA, 则 又 得 到 


w f^ 0 > n l SEL: 
u 6 Intang dé — J c P+D v()] 2 GEH 


( 
ko k=0 
上 式 右 端 的 积分 已 在 (9.99c) 式 中 给 出 , 因此 
oc 1 1 7 
2^ aki [e+ - w(5)] = 149). (9.157) 
或 者 改写 成 
2 Grup [p+ - (1) + 2 aka [Wo - w(z)] = 149. 
因而 有 
1 7 n? 
m (2k 4-1)? [b (s--1) - v) = 159) XY In 2, (9.158a) 
k=0 
进而 可 以 推出 
L Grp en - 14) = rr. (9.158b) 
k=0 
再 代入 (9.154) R, 又 有 
z 1 1 1 7 2 
3 aee (3) -9(3)] = 7359 + 72 (9.1593) 
oo 1 1 - ; l 
He apt ez) =- -A (9.159b) 


k=0 
下 面 的 例子 涉及 更 长 的 计算 . 如 果 将 (9.960) 式 中 的 有 改写 为 n, 再 将 等 式 两 
端 同 除 以 2n 十 2k 十 1， 并 对 n 求 和 ， 则 得 到 


2 


l [^ [anona titan 4- Sc TES 2 sin(2k—2n—1)0| In? tan £ dð 
z sin 2k an = + — cos 2k sin(2k an z 
BL Ens DE Z^ 2n41 2 
> 1 1 7 S 1 1 x4 1 1 
E 2 xad 2n41 6 t2 mamal 2n41 2. s (m) - (5) 


- [63 9] Xe E A3) G] 
2 
- [3-9] 


1 1 


€ Y tefi) -»(2)] 3 marim i 


m-i1 n-—m 
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SP» I E len oT) 

2 - oc k—1 
pbs 9G] 5 05 o3) D 
n? 1 n 名 和 1 1 1 
aP + X3 em 3) 21] 
2 2 
= a5) ela) * s (3) - 9 (3)] 

k—1 l 

I 2a a3) -9(2)] 

k 


-mbe Olt an D ee) - 9). 


EP k=1,2,3,. 在 上 面 的 计算 过 程 中 用 到 了 第 十 章 的 (10.62) R. 另 一 方面 ， 
等 式 左 端的 积分 可 以 按照 被 积 函 数 分 拆 为 三 , 它们 都 可 以 直接 计算 得 . 对 于 第 一 个 
积分 , 分 部 积分 即 得 


e 0 i 0 d6 
1 sin 2k0 In? tan ~ db = m X sin? k0 In? tan = —— 
0 2 k Jo 2 sin 


L—-— [sin 8 + sin 36 +-+- + sin(2k—1)9| In* tan = d0 
k Jo 2 
EX 1 E k—1 


k n 
i PX 2n+1 6 * tis 2. s ome) -«(5]) 


ml 
" k=l, n 
-Fe E- E a Ere Ee)| 


ke 1,2, s, (9.160) 


约定 上 = 1 时 略 去 上 式 右 端的 第 二 项 有 限 和 ; 对 于 第 二 个 积分 , 可 由 (9.91) 式 检 
得 ; 而 对 于 第 三 个 积分 , 则 有 


i 2$ y" o 
A 一 一 一 n sin(2k —2n —1)0 1n? tan 2 dð 
im 2n-Fl Jo 2 


k—1 2 Eni 
-三 直人 二 (到 


e 


302 第 九 章 ” 既 有 积分 的 进一步 演绎 


= aez) +G) 


kl k-n—1 
1 


| M ST AX x 2 " [v(m 5) v(3)]. 
综合 以 上 结果 ,并 略 加 化 简 ， 就 可 以 得 到 关系 式 


=i k—n-—1 


Loar E 1 > [v(m ;) v()] 
z Y xi p = [v(m 5) v(3)]. k-1293.. (9.161a) 


如 果 将 左 端的 和 式 进一步 化 简 : 
k En 1 1 

T rii 5 1 之 m [v(m+3) - w(z)] 

chen | 2k— 二 rj 到 s 


则 可 以 将 关系 式 (9.160a) 改 写 为 


=i k—n 


i^ apo) 
2 FIM (m+3 )- v(;)]. k—1,2,3,.—. (9.161b) 


或 者 令 上 式 左 端的 有 一 nn 二 1， 则 
k 1 owl 1 1 
3 2k 二 1 »» m [v(m+3) -w(s)] 
-3 PE - [u (m+3 )- v(7)]. kel — (edle) 
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男 一 种 情形 是 导出 的 积分 也 能 用 其 他 方法 (例如 直接 积分 ) 求 出 , 但 与 级 数 求 
和 得 到 的 表达 式 不 同 ,因而 我 们 也 能 得 到 相关 级 数 的 关系 式 . 例如 ,如 果 将 (9.86) 
式 两 端 同 除 以 2K+27 十 1， 而 后 求 和 , 经 过 化 简 后 则 能 得 到 


k—1 1 k 

mii [pk-n+1) - w()| = x zu [one)- wo) k= 1,2,3,- 
(9.162) 

在 计算 中 需要 用 到 
1 ji 1 i 
L (2k--1)? 2k+2n+1 C 4n? 2. miri (ss xcci) 
2 1 1 1 

z Ys i a (3) ü «()]. (9.163) 


用 数学 归纳 法 也 能 直接 证 明 (9.162) X ( 见 第 十 章 的 (10.56) 式 ). 


89.4 ”再 讨论 含 nsin4 的 积分 
现在 采用 与 上 一 节 相 同 的 方法 讨论 ri * f(8)In (2sin 2)ae 型 的 积分 如 果 作 
0 


n/2 

变换 9 = 2z， 这 种 类 型 的 积分 又 能 改写 成 T g(r)lnn(2sinz)dz. 作为 讨论 的 出 
0 

发 点 ， 有 下 列 积分 式 : 


T 
f I (2sin )ae =0, (9.164) 
0 
7t 
f| ont im (25m an - -5 n-—1,2,3,-.., (9.165) 
2n 
7t 
1 
i sin 2nb ln (2sin 7 ao = -|v (n+3) - w(5)]. n=1,2,3,..., (9.166) 
a 1 1 1 1 
n sin(2n--1)0 ln (25i = 5 dg = -z (n5) -w(z)] - n+) 
idit n—1,2,83,..., (9.167) 
i 0 I 
n In ? (25m z je = n (9.168) 
7t 
fi cos 0 1n? (2sin5)ag = 7. = (9.169) 
0 
7t 
Í cos n8 ln? (25m 9 Jao = 7 z [wn) w)| Bl m= 2,34, (9.170) 


1 0 sinbg In (25m 2)a& = n (21m2 - 1), (9.171) 
0 pi 
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"n sin 2n0 ln (2sin SIT = zf [wn) z w)| 四 [v(nt3) 四 v(5)] k 
1 


KAS 
0 
1 9 sin(2n4-1)0 ln (2 sin ~ ;)d6 


0 


T 1 1 
= xac ben -w] - ele) -w(3)]] 
2 元 元 r 
+ TUNE, lIn2 nay n-—1,2,3,.... (9.173) 
第 一 个 积分 见 例 7.18， 其 余 的 积分 也 都 可 以 在 第 七 章 中 直接 查 到 . 
作为 第 一 个 例子 ,也 作为 (9.167) 式 的 补充 ,我 们 首先 将 (9.165) 式 两 端 同 除 
U n+l 并 求 和 , 再 考虑 到 (9.164) 式 的 结果 , 就 得 到 
m . 9 0—m . um 
/ | cos ln (2sin z) 一 7 sin 6| ln (255 )ae = 三 2. ET Z= 3 
根据 (9.169) 式 , 即 得 
ý 0 
0—7) sinf In (2sin 2 )d0 = 
/ (0-7) (2sin 7 Jae — o. 
再 利用 (9.172) 式 的 结果 ， 就 求 得 
e 0 
sin In {2sin - Jd = 21n2 — 9. 
n ( s a 1. (9.174) 


这 说 明 (9.167) 式 也 适用 于 n = 0 的 情形 . 
例 9.20 从 上 例 的 有 关公 式 出 发 , 采用 类 似 于 推导 (9.174) 式 的 方法 , 还 可 得 
以 下 结果 : 
三 sin 8 In? (2 sin Pa = = 21n?2 — 21n2 4- 1, (9.175) 
0 


ri sin 20 ln? (255 je -3 — ——21n2, (9.176) 
0 


[a sin 2n0 ln? (2 sin 2 )dg 
0 
2 
=a ilele) 92 zio) -)] 


"iEseaDem)- Wo nem m 
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元 . 0 
" . 2 fau 9 
n sin(2n4-1)0 ln (2 sin ;)d? 


1 1] sé 1 
25 | 1 ^[. E 
"Only "3n414 np (n+3) 


za r3) -«(;) mew CERE EG 3 vO) 


= l 
2n+1 : 


1 «1 1 1 
"nel s EU 3, v(3)| 
2 1 1 
k4 = 1,2,3,...， 9.17 
2n+1 £— 2k+1 E B Zo] ? (9:178) 
ü : 0 : ; 3 
/ sin ln? (2sin 5) = 2 ln” 2 — 31n?2 + 31n 2 ， (9.179) 
" 2 2 
n ; 21 
/ sin 20 In? (2sin dg = -3ln22 十 7 In2 -F (9.180) 
x z 0 1 3 
/ cos Ó In? (2 sin ;)d? = * 17 (9.181) 


7i : Ü 
" 3 us 
n cos nO ln (2 sin 7 ) dà 


3:55 3m 3n 


8n 4n? 2n 2n 
hum 
i 2 gei) —(1)]. n —2,8,4,--., (9.182) 
f sin 20 1n? (2sin 5 ) m (2cos ;)d6 = T x] 2 5m2- 5, (9.183) 
Í 0n (2 sin 5 )ao = <) (9.184) 
^Tt Ü 2 
f 0 cos ln (25i 2)a6 2 -2m2- 77. (9.185) 
E "n. 3 gg 
f 0 cos 20 ln (2 sin 5) z^ ey n (9.186) 


7t 
0 
f 0 cos 270 ln (2 sin ;)d6 
0 2 


P -他 (w+ w(5)] AIC | 3! Heide (9.187) 
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Í 0 cos(2n--1)0 ln (2 sin SIT 


B np i Go dia xm (+3) 
+ o rre 


s YA 1 1 1 E LITE 4 
bz iov) -«(3)] 2. m 2. ESI, 
T T 
0 cos 0 1n? (2sin 5) =— (3) + — 21? 2 +4ln2 - 3, 
A 1 4 
a 0 cos 20 1n? (2sin a= TE f. 
4 0 cos 30 ln? (2 sin — fag 
? 5r? 5 52 3 
= == 一 二 一 2-- —1n2- —, 
1240) * 18 jn 一 27 n2 27 
m 0 T 3 
0 sinÓ In? (2sin 2 )d0 = | x+ 2mln? 2 — 2z1n2, 
f ( 3 i9" 
E 0 v? 25 
0 sin 20 1n? (2sin 2 d8 = —— + &n — 2n1n2, 
Í ( 3 24 16 


/ (0 — n) sinn In? (2 sin SIT 
Jo 
7 元 n-—l. 


12n  2m3 


= 
"k=1 


EI 


"n In (25i 2) ln (200s Jao = = m 


7t 
] ; (U 
n sing In (2sin £) in (2cos $ )ag = -É +21? 2—21n2-4 1l, 


0 


| sin2ne In (25i 2) In (2cos 2)ao =0, m= ly 28yr tay 


(9.188) 


(9.189) 


(9.190) 


(9.191) 


(9.192) 


(9.193) 


(9.194) 


(9.195) 


(9.196) 
(9.197) 


(9.198) 


上 面 列 出 的 积分 中 , 有 些 纯粹 是 从 被 积 函 数 形式 的 完备 考虑 而 列 入 , 它们 或 许 需 要 
直接 计算 (或 者 化 为 已 有 的 积分 ) 而 得 . 


Str Ağ 
$810.1 T 函数 的 朝 级 数 展开 


作为 后 面 几 个 例题 的 基础 ， 先 讨论 由 函数 的 Taylor 展开 . 
fj 10.1 KYU +z) 三 TIL+2ATG+2) 在 >=0 处 的 Taylor 展开 . 
解 最 直接 的 办 法 是 从 T 函数 的 Weierstrass 无 穷 乘积 表示 


宇和 II K 机 js， (10.1a) 
n-i 
亦 即 . 
ET cH [t * ze (10.1) 
n-l 


uci id icd na 
因为 
p(z) = FO QKk) = > Z kea ben (10.2) 
所 以 " 
p +2) =-7- > (21) 4k +1) — Ja «i (10.3) 
= 


这 正 是 由 函数 的 Taylor 展开 式 . 作为 这 个 展开 式 的 意外 收获 之 一 , 我 们 还 得 到 了 
Y 函数 与 函数 之 间 的 一 个 关系 式 


Up 9 (1), k —1,2,3,- (10.4) 


A (-r LK 
InP(1-2) 2 yz - 9; Ck)z*. (10.5) 
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类 似 地 , 可 以 求 得 Yin ++ z) Æ z= 0 处 的 Taylor 展开 (n 为 正 整 数 ). 因为 


T TE: 村 = (z +n) e+?) lI {0 am 一 ) s eiie i 
取 对 数 微 商 , 得 


k=1 十 
1 oo gxi oo 1 oo l 1 
myra UE +2 4 ( en 1 
=0 E 0 


k=l tel =] 

ee = k+n k E Es E (k+n) t! 

= p(n) + > -D+ 1, n) zl. (10.6) 
[LE 


因为 由 (2 十 z) 的 奇 点 为 z = 一 n, 一 (n 十 1),…, 所 以 上 述 级 数 的 收敛 区 域 应 为 |z| < n. 
在 得 到 以 上 结果 时 ,用 到 了 


n 1 1 1 
> (Fi) = -Wnt (Q0 = +l) (10.7) 
以 及 广义 Riemann C, 函数 的 定义 
= 1 
= = (za). (10.8) 
2. (k++ a)? 
从 (10.8) 式 也 能 得 到 uu 
CE-- 1,m)— » V (9 (n). (10.9) 


(10.4) 式 其 实 是 它 的 一 个 特殊 情形 (n= 1). 
将 (10.6) 式 积 分 , 又 得 到 


In T (n+z)= In (n—1)! 4- w(n) > 十 S CD tq n) z, (10.10) 
1-2 
还 能 将 (10.6) 式 改 写成 
p(n — z) = p(n) — y C(I 4- 1, m) zl, la| « n. (10.6/) 


i—1 
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由 此 又 能 求 出 证 (z — n) TE z — 0 处 的 Laurent 展开 . 因为 z=0 Æ Yl- n) 的 一 
阶 极点 , 函数 在 该 点 的 留 数 为 —1. 所 以 


(2 -n)e t+ Done | 到 « 1. (10.11) 
k=0 
SE E. 利用 piz) 的 性 质 “ 
i(z) 一 中 (一 z) — : Tt cot TZ, (10.12) 
我 们 有 
(z—n) - w(n-— ) 十 二 一 十 下 cot ) — w(n at - — Tt cot nz 
-Dat n) “Dr z+ 2 V qan ze 
=0 * q-0 
- ps Fw (n4-1) » dh 1,n41 jen» tons ge (10.13) 
这 里 用 到 了 rzcot rz Æ z = 0 点 的 Taylor 展开 : 
mz Cot nz = _25 21) 2”. (10.14) 
1=0 
X n=0 时 ， (10.13) 式 仍 然 成 立 : 
dias cible es emi ius Ma C 4-1) z. (10.15) 


zZ 


例 10.2 We aie dh = 0 处 的 Taylor 展开 . 


解 r(122) 的 奇 点 为 z= —1,-2, -3,……， 故 在 单位 圆 |z| < 1 内 可 作 Taylor 
展开 : " 
P= s ux bie lz| < 1. (10.16) 
n=0 n=0 ' 
直接 计算 可 得 
I"(z) —abGer(),; (10.17a) 
(e) = [wr (2)] = Fb’) + (a)|T (2), (10.17b) 


@ 参见 : «AX. 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 104. 


r^(z) = S We) + w*)]T (2) y (10.17c) 
= [w^t) + 3u (yw) +P] (2), (10.17d) 
O) = S [pe + 39 eel) + (JT e) Y (10.176) 


= [u^ (z) -- Ay" (znb(z) + 6 (zyp?(z) + 3p" (z) + v) D'(2, (10.17f) 


因此 
而 .去 还 全 二 下 (10.18a) 
or =P = (10.18b) 
c2 = EU = a [wo - vq). (10.18c) 
es = g T") = g [Ww + wawa) + wq). (10.18d) 
"e aq) 


- 二 |u"() Ay" Oy) + 6 0)? 0) + 39^ (1) - w*(1), (10.18e) 


通过 这 种 办 法 , 原则 上 可 以 写 出 展开 系数 的 普遍 公式 . 这 里 将 求 r0? (1). 的 问题 转 
化 成 求 中 (z) 及 其 各 阶 导数 在 z = 1 WE, 而 后 者 可 以 从 (10.3) 式 直 接 微 商 求 得 : 


v4(1) = —”, Fpa) = (1) (n +1), n212,3,-. (10.19) 


另 一 种 做 法 是 根据 (10.3) 式 寻 找 系 数 c, 满足 的 递 推 关 系 . 为 了 书写 的 方便 ， 
不 妨 引进 记号 s(n-12.3.) 


Sq 2, Se 9 C(k- 1), E21,2,8,--.. (10.20) 
于 是 , 将 (10.3) 式 改 写成 


rim SSK 十 1 之 
工 (1 十 z) d 
即 
oc oc oo oo oo 
ean +1)z” = Yaz Y CO skp" Es I» 0s uuez 
n=0 1=0 k=1 1=0 k=0 
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比较 系数 ,就 得 到 递 推 关系 


1 


220 sk+1Cn-k: (10.21) 


k=0 


Cn41 = 


只 要 知道 co = 1, 就 可 以 逐次 求 出 全 部 展开 系数 . 例如 , BILA cn 是 


cl = —8100 = —”; (10.22a) 
c2 = 3(— s20 n) = - [&(2) 7]. (10.22b) 
£3 = 3( 一 s3c0 + 82€1 一 s1C2). (10.22c) 
同样 可 以 求 出 1/T(1-- 2) 的 Taylor AFR. 因为 
n Pus E Brass, HW Iu. lel 2 FID 
所 以 , 如 果 设 
m = pb do = BS — 1, (10.23) 
则 有 
da 41(n + 1)z" = AC Y Cea = s [onte] z^, 
n=0 lud Rel n-0 Lk=0 
所 以 弟 推 关系 为 . 
dn LM D enrich (10.24) 


例 10.3 求 函数 工 (n 十 z) YE z — 0 处 的 Taylor 展开 , EP n 为 正 整数 . 
解 因为 


(n+ z) ES apu EX (E) (m) zk |lz| « n, (10.25) 
k=0 k=0 


由 (10.17) 式 的 结果 , 可 以 求 得 


co =T(n)= (n— 1)! (10.26a) 
ci — I'(n) = vn) (n — 1)!, (10.26b) 
ca = aT e) = — [wn) -Fi?(n) , (10.26c) 
— aT" n) € S: [u in) + 3^ ()b(n) + y?n), (10.264) 
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SS -fp (n) + 4" (n(n) + GW (n)? () + 39/2 (n) + w*() De 


利用 p(z) 的 递 推 关系 
1 1 1 


Waen) = Yl) taa eT (10.27) 
gt RI UL B pO? (1) 推出 p (n): 
(9 (n) = (9 (1) + (—1)5&! f + xn RE. | ; (10.28) 


例 10.4 RRT (z — n) Æ z — 0 处 的 Laurent 展开 , 其 中 性 为 正 整数 . 
解 考虑 到 z=0 是 T(z 一 n) 的 一 阶 极 点 ， 留 数 为 (1)"/n!， 故 可 设 


re 由 = CY € Ya. lz| « 1. 


k=0 


另 一 方面 , 将 (10.13) 式 简写 为 


vy(z—n)= + Do (10.13^) 
其 中 
pín + 1), k — 0, 
à o£ -QAF n4 1), A LA 
2C(21) — C(21,n + 1), k—221-1,1—1,2,8,:- 


由 (10.13) R, 可 以 写 出 


I'(z—n)- UP | 2 十 Y Aat o^ 


k=0 


(HESS) enge 


0 
et P e "7^ n 
e Li E >》 kz Sy +5 (Zaa) z | ] 


k=0 k=0 k=0 
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所 以 就 求 出 了 
fij ing ipia 1] (10.29) 

以 及 递 推 关 系 

i R] 
Bk = a CX i kz1,2,8,---. (10.30) 
原则 上 就 能 逐次 求 出 所 有 的 系数 Ak. 例如 : 

bı = Zen) - p'(n+1)] + (2), (10.31a) 
B = s [eren -ap atent +m -w(n--1)5(2). — (10.315) 


另 一 种 做 法 是 利用 工 函数 的 互 余 宗 量 定理 


以 及 


再 根据 例 10.3 中 关于 


DO 


(1 = ^ d C(2k) z2* 


k=0 


D (n +2) ARSH T (n — 


心 


aeara Y Cl TE (n+ 1) 
k=0 i 
所 以 
Yn Se Om p. NE 
E (: eX) [x Cr oa 
k=0 l=0 
= 2( i a 91 3) (2k) z?* 1 
k=0 
进一步 化 成 
es (-0* = - Ed 
Ža (kt ji TD (n 4. jg ila De -p ArT- ODE 


oc 


l=0 


=n! Y (2— 27?*) c(2k + 2)22*!. 


k= 


0 


) 


十 1) 的 Taylor 展开 式 
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也 可 以 得 出 递 推 关系 


v. (71) 1 
5 Qk Bi T G*-0 (nt ly-— HERD Qe 1) = 0, (10.32) 
i—0 x ! 
2k--1 

(1) (2k—l4-1) 1 
六 [ey EN] B T0 PD. ET) 一 GELD 


1-0 


pQk-2) (n4- 1) 


= n! (2 — 27?*) c(2k4-2). (10.33) 


810.2 ŞA r 函数 或 B 函数 的 积 
例 10.5 计算 积分 [ e dz 5 T sinz?* dz， 其 中 a>1/2. 
0 M 0 
解 本 题 所 要 算 的 积分 其 实 就 是 j edr. ME, 进一步 作 变 换 5 = r, 
0 


则 有 p ue 
dpi qus t ub i£ c1/(2a)—1 
/ e^ dz F) e^t d£. 
因此 ,如 果 我 们 在 ¢ 平面 上 取 积 分 围 道 C 如 图 10.1 所 示 , 则 按照 留 数 定理 , 有 
$ a A =. 
C 


图 10.1 《平面 上 的 积分 围 道 
显然 , 因为 a > 1/2, 所 以 , 根据 Jordan 引 理 和 小 圆 弧 引 理 ， 分 别 有 
: ic^1/(2a)-14 — : i ^1/(2a)-1la, 一 
Jm = Ç dé — 0, bm f. e dc — 0. 
这 样 , 在 取 极 限 R — oo, 6 — 0 后 , 就 得 到 
P eiégl/(Go)- 1g - Tu e (neiv/2) 20) -1ein/2qn 
0 0 


oo 
E satt e7"! (2a) -1dan = euor L), 
0 267 
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亦 即 


PS 1 1 T 
af AY ins => 
n cos (a^^ ) da = pp] Cos Jo? (10.34a) 
EE A iDa E lA. "E 
i sin ("Jdi — zT (az) sin t. (10.34b) 


rg Wit 
1. 也 可 采用 围 道 积分 fee ide, 积分 转 道 C 仍 如 图 10.1 所 示 . 
G. 
2 如 果 采 用 围 道 积 分 $e ema, 但 积分 围 道 改 为 图 10.2 中 的 扇形 轩 
c 
iÉ, 其 中 0ctEn/2, WÄ 
oo " 1 
—p(cos t+isin t) 1/(2a) 一 1 — pit/2a ES 
f g PROSET p dp =e T(z} 


再 令 p=, 就 能 得 到 


oo aa ayi t 

n et Ent COS (D sint)dz = arz) cos 2o (10.35) 
INN m [os xc. wi 

Í $9799 din (s^ sint)de = FT (BH) sin vM 


图 10.2 《平面 上 的 扇形 围 道 图 10.3 z 平面 上 的 扇形 围 道 


例 10.6 计算 积分 PE cos 和 zdz 与 j urhe sinÀrdz, # P 
0<aw<1, k20, 入 为 实数 . 

f 设 7r =v? +A, y= arctan(à/k) Bl K iA = re?, —/2«y «m/2, 考 
BARRI $2-!1e-"*dz, 其 中 C 为 扇形 围 道 , 如 图 10.3 所 示 , 其 形状 与 图 10.2 
相似 , 只 不 过 是 处 于 z 平面 上 . 于 是 
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R . 
f z% le "dz = | sledet | 297 le^ zdz 
C Jő CR 


ó - 
+f C ^ erre eda f e "dg 0 
R Cs 


根据 小 圆 弧 引 理 和 大 圆 弧 引 理 , 可 以 判断 


lim f z0-le-"?dz = 0, lim / z*-le^'?dz = 0, 
6—0 Cs R—0. Cg 


oc oo 
—rTz i -- i MY 
f z% le "ds - e | gle re "dg, 
0 0 


LM a iy : Qa) 
r2 le rre dr = erre ( : 
0 7 


sO 


分 别 比 较 实 部 与 虚 部 ， 就 得 到 


/ Ze ^e "* cos Xzdr = —— cos (o arctan Ar, (10.37) 
0 (K? ER A2) > K 
2 Lr 
| oe sina = — sin (o arctan 2), (10.38) 
0 (K? 4L A2) K 


fj 10.7. 计算 积分 l z*]n(l—e ?)dz, 其 中 Rea > -1. 
0 
解 将 被 积 函 数 中 的 In(1 - e-7) 作 展 开 , 而 后 逐 项 积分 即 可 : 


.OO io 9 1 
rz?*ln(1—e6 "Jdr == / a :em as 
| | ) J0 » TL 


fic 
oo , oo 
] f B 1T(a+1) 
Sa 2 ce 一 nzdr = — A 
2 s = bos nel 
— -T (a 4 1) &(a +2), Rea > 一 1. (10.39) 


ra: ”讨论 ”类 似 地 ,还 可 计算 


S9 ape ESO EN < I (à -p 1) 
| put etae cu 
n—1 


nl 


=T (a+ 1) (la 4 1), Rea > 0, (10.40) 
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E ze "oo r? 
dr = dz 
/| 4sinh?(r/2) f ez(1 — e-2)2 


- i lT nE > Mi +i 
dec 2352 


1 


， T (a 4- 1) Gla), Rea » 1. (10.41) 

f| 10.8 计算 积分 / (1-22)^77(t-3)-?"-1dy, t»1,KrB Rev > —1/2. 
Jd 

RE 解法 一 将 (t-r) POTAVBOR: 


E i xo I (no Xe4-1) ju 
t-r 2v—1 =ł 2v—1 P sil en DE Mer à (=) 
je 2. nlT (val) M 


代入 , 逐 项 积分 , 即 得 
f (1—2?) (t-r) ?"^!dz 


3v a NO T (n92v41), n f dh 
—t 2v—1 t? ta .21v—1/2, n dr 
» n!T (2v -1) fi z^] 


T (2n--2v4-1) i 
—q v 1 ire | 1-2? v—1/2 2n d: 
> (2n)!T (2v-1) | eu TP de 


T (2n4-2v4-1) : 
=g w- 1 pe es v—1/2en—1/2 
x (2n)IT GO Vr! ueg UNT nt 


_ 2 一 2 P (2n--2v--1) T (v--1/2) T (n+1/2) , 5 
4 Qn)!T (2v+1) T (nd-v41) ` 


再 利用 工 函数 的 倍 乘 公式 加 以 化 简 , 即 可 将 上 面 的 级 数 求 和 : 
f. (1-224712 (1—4)-2»-1gg =t- P» VAT ( (ntvt+1/2) , s 


n!T (v4-1) 
_ VnT( WHD, 2p, 


TOS (10.42) 
这 里 再 一 次 应 用 了 二 项 式 展开 公式 . 
解法 二 直接 作 变 换 
lar 00 即 ltr  ltu 
em t--1 t-r t—1 
因此 
_ lyut l—ut da du 
~ ut duit 1—-z2  1-u? 


代入 即 得 
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[5 (1-22) (2) 71a = f [n ue. är 


J-ı \t—r 1 一 Z2 


1 : 1 
1—u\ tl/2/y1+uN tl/2 du 2 —v—1/2 2 v—1/2 
e = = (=l 1 一 da. 
I. Ga) (ET) 1—u? ( ) /.« 2 


再 作 变 换 1+z = 2s, 1 一 zx = 2(1 一 s), 就 可 算出 


1 


t-r 


f. 仁和 aa dre (a r 22v ge - V2 (1. gu-1/28s 
- (p) tp) 
利用 工 函数 的 倍 乘 公式 ， 就 能 将 此 结果 化 为 (10.42) 式 的 形式 . 
例 10.9 计算 积分 (1-u2)" zu sgn (z—u)du, -3<Rev<0. 
BE 此 结果 显然 应 当 是 z 的 奇 函 数 , 故 只 需 讨 论 z > 0 的 情形 . 
25 z> 1 Hf, sgn (z—-u)=1, W 


(10.42^) 


f (1—u2)" e-u sgn (r—u)du = 人 (1—u2) P (a y) tdu. 
-— =F 
此 积分 已 在 例 10.8 中 计算 出 , 因此 


IO T CNET ne T (v4-1/2)T (v4-1/2) 
J. (1—4?) (xz—u) 1 du = aa T (2v+1) 


EN vn T (v-1/2) hg mm 


CEST (10.43) 


当 0<z<1 时 , 有 


下 面 就 应 用 留 数 定理 计算 后 一 种 情形 下 的 积分 . 取 积 分 围 道 C 如 图 10.4 所 
示 . 因为 在 围 道内 无 奇 点 ， 故 围 道 积 分 


j (1—w2)" P? (g —.w)-?v-1dw — Q0. 
C 


被 积 函数 (1w) " (s—w)-?v-1 共有 四 个 枝 点 : w — 1 和 w= zx, oc. 如 果 规 定 
EHEER -1<wu<z 段 ， 


arg(14-w) = 0, arg(1—w) = 0, arg(r—w) = 0, 
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则 


图 10.4 积分 围 道 (HAERA z= 士 1 zx 和 co) 


在 割 线 上 岸 z<u<1 段 ， arg(1+w) ==0，arg(1 一 w) = arg(r—w) = —7, 
在 割 线 上 岸 1«u«oo Bb, arg(l+w)=0, arg(l-w)= 一 mo arg(z—w) = —, 
在 割 线 下 岸 1«u«oo Bt, arg(1--w) = 27,arg(1—w)=Nn, arg(r—w)- rm, 
在 割 线 下 岸 z-<wu<1 段 ，  arg(l4w) —27,arg(1—w) —0, arg(z—w)=7, 
在 割 线 下 岸 —1«u«z Bt, arg(1+w)= 27, arg(1—w) —0,  arg(z—w) — 0. 


因为 


Jim (1—w2) "(a uy) dw iu 
Roe Je 


JHE -1/2 < Rev < 0 的 条 件 下 , W w= x1 K ws r 处 各 小 圆 弧 的 积分 值 亦 均 
趋 于 0. 所 以 围 道 积分 即 化 为 下 列 六 个 积分 之 和 : 


T 
J (14-u)"-2(1—u)"- V? (s — uy-?»71dy 
si 


= / (1—u2) P (gu) -3v-1qy, 
m 


f arya- [(u—z)e-i7] Hali 


T 


l 
pwan f (1—4?) 1 (y —.) 2v-1 dy 
T 


[| amr inem] uae] au 
H 


oo 
= f (u? —1)" P (y —.) -2v-1dy, 
1 


320 第 十 章 D ARA 


[ [iite] ? ttu — 1)e7] " ? (tu ei] du 
B = giniv-1/2) [ (u2—1) tu-a ida, 

人 [(14-u)e?7] (3 27172 [Gu — ein] du 

" "n (1—u2) 7 ( — y) -2v-1du, 

i [(14-u)e27] (1 Lu)v- V2 (gu) 2771 du 

| = gias f^ (1—u2)"- P (a —.u) -1du. 
容易 看 出 ， 第 三 个 积分 与 第 四 个 积分 正好 互相 抵消 , 剩 下 的 四 个 积分 即 可 合并 成 
(14- c2) n (1—2)" 1? (g —.u) -2v-1du -f (1—4?) (3) dul =0, 
于 是 就 得 到 

f. (I) P t uy mda ra (1—u2)" (u—r) 2v-1Qs = 0. 

将 z>1 及 0< 和 z<l 两 种 情形 的 结果 合并 , 本 题 的 最 后 答案 便 是 


1 
f (1 u?) P eu sgn (x—u)du 
-1 


vaT (v4-1/2) 2 —v—1/2 
c t —] —]). 10.44 
T (v+1) (a ) nie) HEBR 
例 计算 积分 a i 
10.10 [^ La (a2z+1)( n- ge Xs a0, E ev« 2 
解 类 似 于 例 10.8， 作 变换 
zm t t 
=- U x-.———. 
a?r+1 a?+1 * o 1 十 a2 一 Q2t 
因此 
1 十 a2 1 十 2 1-Fa? 
一 人 = ——————(l1-t m4] ————— 一 一 (tt 
Lai nid 1--a? — a?t" " (raa auis 


即 可 将 原 积分 化 为 
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Tu 一 172 1 
T pm gy v Mas 


1 
/ (a?z--1)(1— eg 
T (v-1/2) T (-v+1/2) 

(14.42) 172 


在 0<a<1 的 条 件 下 , 也 可 以 将 1/(1+ao2z) TE Taylor 展开 : 
-> 1)"a 2n, z^, 


1 
[14.42] t Í 
1 T 
(pa) os (10.45) 


ETE 


所 以 
1 ryU— 1/2 oo 2 1 E is 
daz —1)*g2^ 区 证 | 一 i= = d 
x (a22z.2-1)(1—x)7*1/2 -2./ )"a ja (1-4) a 
- 2n T (n4-v4-1/2) T (-v4-1/2) 
- Sonra 
T (n+1) 


n=0 


—v=1/2 


oc Lr (n4-v--1/2) a2” = (1+a?) 


m. m 
Š ens n!T (v4-1/2) COS TV 
此 结果 显然 在 |la| < 1 而 后 更 可 以 进一步 作 解 析 延 拓 . 
Vz- cp (1— zy 


例 10.11 计算 积分 f Yn 
解 此 积分 可 用 留 数 定理 计算 ( 见 例 7.4). 现在 选择 作 特 定 的 自 变量 变换 而 化 


为 B 函数 . 为 此 , 令 
Eas 2r -p= 1 iis: 2dz 
EB UT EET “= (ray 
于 是 直接 计算 得 
t zx(1=—x) 加 di IT 1—z43/^ dx 
H ms M ior) rel (14-2)? 
DP T LAT Ai 
5 975/4 ,1/4 Js 3/4 = d ia 
an f ais d EI Fits 
L 8 n _ 3⁄2 
— 9-9/4, l 
j 4 4 sin(n/4) 64 Rab) 
Kg" 讨论 ”类似 地 ， 可 以 求 得 
. 3 
NR (10.472) 


1 1 
3/T (1— a) )1+z7 — m 
I4 3 
f Valla) gp V4 (10.47b) 


mem 18 V3 
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再 讨论 一 个 导致 四 函数 的 积分 . 
例 10.12 计算 积分 / "Sin wh ag, 
o  SinO 


图 10.5 半径 为 1 的 半圆 形 围 道 


Ae 取 半 径 为 1 的 半圆 形 围 道 , 如 图 10.5 所 示 , 于 是 , 根据 留 数 定理 , 有 


z2^ 1] T gi2n8 _ 1 ib. 1 q?n —] 
je] P: ae f z] 95-0 


因为 
en p ai T cos 2n0 — 1 + isin2nÓ . 
n EI — | 
T sin? n0 i [* sin2n0 
= d0 dð 
J sin ĝ tad sin ð 
以 及 
g” —] : 2n—2 2n—4 
" amts?) (s Lou er) 
1 1 1 
A ue EN E EE ora E 
OAE A h tg) 
1 1 
- v(n-z) - w(z); 
所 以 


J E R- : Xe a 
sin^ n i sin 2n0 1 i 
=] sin 0 ae; sin 0 46 + b(nta) - (3) di 
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ng itie 
1. 根据 本 题 结 果 ， 还 可 以 计算 得 


0 1 0m 1 [^ dà 
/ sin 2n0 Intan 2 dd. = — sin? n0 ln tan 一 | 一 一 f sin? mb 一 
0 2 n 210 mn Jg sin 0 


1 1 1 
= -a (n*3) -»(3)]- (10:50) 
在 第 七 章 中 也 曾 得 到 这 个 结果 (OU 737, (7.39) X). 
2. 这 里 还 可 以 计算 类 似 于 (10.49a) 的 积分 


T sin(2n+1)0 T ei(2n+1)0 _ e—i(2n+1)8 
2 ERLI dg =/ 3 35 db 
0 sin ð eig — g-i 


"Ti [ee 十 en 十 十 ea tan dð, 
0 


上 式 右 端 2 十 1 项 中 只 有 一 项 对 积分 有 贡献 ， 因 此 


T us VE 
Y ae f 1:-dó— m, n—0,1,2,--.. (10.49b) 
0 0 


sin 0 


810.3 含 由 函数 的 级 数 


本 节 介 绍 几 个 含 由 函数 的 关系 式 与 无 穷 级 数 , 第 九 章 中 已 经 引用 过 这 些 结果 . 
例 10.13 证 明 : 


k 1 k 9 
branit- v(1)] =n PON 1)]. k—2,3,4,.... (10.51) 
证 用 数学 归纳 法 . 设 
— wb(1)] 区 = 入 = (n) - w(1)] 
n=2 n-2 


k —2 时 显然 有 52 = T» = 1. 
假设 二 1 时 亦 成 立 ， 即 3 — T, WHF k=1+1, 有 


i41 l 
5-8 =) m t-e] Sr va) 
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bo xe cod 

"P*23 pg (n4-1) 一 V(n)] 
NP NS ME AP 1 

"ptg ind nios n+l | a 

K v m «iti | 
1 2 x 

iz na 1) er e n. 

因此 命题 得 证 . 
例 10.14 证 明 : 


k 1 1 1 ki 1 i i l 
e [v(m 3 v(5)] 72 aser DAP n4 ;) v(5)]. (10.52) 
证 仍 用 数学 归纳 法 . 令 
ki 1 1 k-i 1 E i 
s= Palt) -4(3)] Te gerit "n 3, v(5)]. 


假设 大 = 0 时 亦 成 立 , 即 S, — Ti, 则 对 于 上 = /二 1, 有 


sn -5 pare) 72] 
i—1 


na-n- Ys n+ w(5)] ut n+t3) *(2)) 
-z bG) 0) Xs (799) 


-$ il 1 
-2+1  £2n4li-n-1/2 
i—1 


—2HA 3X1) \n+1/2 l-n+1/2 
i—1 L 


2 1 1 1 
E 7M mio vat. ) 
i—1 


1 / 2+2 ]. 1 
mila j 2 ati gx 


= 市 [b cp u)- pai) -»(3)] 
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例 10.15 证 明 : 


所 以 S =T 
假设 上 = ! 时 两 级 数 相等 , BIS; — Tj, 于 是 , CA k — /二 1 时， 有 


na-n Metal) GI - Eie 0] 


-Eesbe3 -eG 


l 
1 1 2 2 1 1 
+ i 
Mithe n+ln+1/2 1 十 1 ER 其 (ee n+1/2 
2 


srt ^ac (3) -w(3) + (+1) -0 


= z + ($)- v (3) + w+D) - wq) 
= raw (+3) vb (3) + Wo) 


aval [w+3) — wq) = Sia 一 Sı, 


) 
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因此 有 Sk = Tp. 证 毕 . D 
在 以 上 证 明 中 用 到 了 恒等式 


2 中 (2z) = Y(2) + 和 (z+5) 上 +2ln2. (10.54) 


它 可 以 由 工 函数 的 倍 乘 公式 求 对 数 微 商 而 得 ， 
Wr 讨论 还 可 以 将 (10.51) AS 


E gileen rofa) -00-0 È ae) -e 


2 1 
gar! -| (10.55) 
第 八 章 中 也 曾经 用 到 这 个 结果 . 
例 10.16 证 明 : 
bg "A 
2, zz Mn+) - 907] = i» zia 6-1) - wu. (10.56) 


证 第 九 章 中 已 经 得 到 过 此 式 (A (9.162) Ñ). 现在 改 用 数学 归纳 法 证 明 . 
首先 , 34 k — 1 时 , 此 式 两 端 均 为 1， 故 等 式 成 立 . 
其 次 , 假设 大 = HERRA, 于 是 , 5 k=1+1 时 , 有 


l+1 


l 

左 端 增加 值 = Lm v(2n4-1) - w(1)] Y zten- va) 

nc 
2 2 1 1 1 

E pu TS - au Pata ver m 

i—1 
1 
右 端 增加 值 = Xu v(l-n--2) — w(1)] 2. zzii 9 -n-1) - w)] 


l=1 
1 
= 2 nd [p(l -n+2) — w(I-n4-1)] + TET 


Y: 1 1 d 
= 2n-1i1—-n-c1 2+1 
n=0 
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i—1 
2 1 1 2+3 
= 90143 2 JE Tm + O3) 
1 2 1 
= 3143 L 2n41 ' 2143 2. 2n42 * QIX1)0043) ^ 2143 


l i 
2 1 2 1 
^ 21-3 2. 2n+1 T 214-3 » 2n4-2' 


此 二 值 亦 相 等 , 故 等 式 成 立 . 由 此 即 证 得 (10.56) RAR. 口 
oar st Y Is) (3) 之 和 
AE 由 


> — ;) -w(3)] H 2. PF 3 m 


n-l n=l 


交换 求 和 次 


FF. 
Estee IH te 


- uu Em x un ni) 


1—0 l=0 


a) = 21n2. (10.57) 


Il 
€ 


Wr Wie 用 同样 方法 可 以 求 得 


n—1 


2 ped berg Ol- Land 
Ru fii-fiien 
[EG 211 E iS jg] 

-we ) + 34(1 -«(;)]. (10.58) 
更 一 般 地 ， 有 


oo 


1 1 1 1 — lo x1 d 
Lammen -w(;)] = 2. 22 uH 
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-x 4o I xd 1 
Se b» b cue) 


1-0 n=l+1 
= a 2. za(nm | = aii ET 
-feo dun]: 
raabe Gh P= ia (10.59) 


例 10.18 RAM K [P+ 5) -w(;)] 之 和 


解 仿照 上 题 的 做 法 ， 可 以 将 原 级 数 改写 成 
-+ 


= 


l=0 n=l+1 


为 了 计算 后 一 形式 的 级 数 和 ,可 以 利用 p 函数 的 积分 表达 式 


1 z—1 l,z—1 
1 t t — 1 
vh) f uti ; pi 4T* 


3 1 p+1/2 __ l 
vb(1+5) -wry = f — at 
作 变 换 t = r2,， 即 得 


3 1 721+1 _ 72l 1 721+1 
(i7) -w+y) =2/ -5 rdr= 2 人 ar. 


oc oc 1,2041 
2 geris 3) Hal- Esa 一 dr 


因此 有 


再 作 变 换 
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即 可 求 得 
C -i 1 1 uM - 
Y secs neg) -+()] =2/ "MT 
= n uM —(n d > (—1 4 P 
=2》 (-1) / e—(n+Dzr dr = 2» m = * , (10.60) 


n=0 0 


rg ”讨论 在 此 基础 上 ,还 能 求 得 


| 
-3X aa b) ee] 
天 
E AMNES | Maa) vuv] 
1 i n? 
- 1 €) (10.61) 
更 一 般 地 ， 有 
br etg) «(;)| 
i ET 2. E LE) 中 (+ 
TS ES Tresor ? me TEES ip) 
+ (i2) - van] 
-aa G) -G)] + 8b) -(3)] + 
+7[w (e+3) -w(;)] m | ROEN (10.62) 
例 10.19 证 明 : 
Y =“ A = ar [b(r--1) -w(v-n-1). v>—1. (10.63) 
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证 不 妨 从 右 端 出 发 , 直接 计算 即 可 证 得 : 


CPP tv) — p(v+n+1)] 


(-1)7!/ 1 1 1 
= 一 Tec 
n! vtn v+n-l1 v 二 1 


(-1)^7! i 1 --n—2 
-= f 人 Latt? To z")dr 
[U 


n! 
2 1)n-1 1 i 
m 2 i pi 2 dg 
n! 0 l= i 
(-1p-! hi v n dt 
ES 1 1 A 
二 
n—1 1 
231p —m-— 
= amem tL gun mta 
-— Va =M]: 0 
n—l 


N (-1)" (n—m-1)T(v-c1) 
Nu E» m! (n-m)! T (v+v-m+1) 


(31^ 1  T(v+1) 
n—m m! l'(vt-n—m-41) 


m-0 
E 讨论 
1. 还 可 以 将 (10.63) 式 两 端 对 vv 求 导 ， 从 而 进一步 得 到 
(en 


[p (v+1) — w'(n4-v1)] 


n—1 
(-1y" 1 D(v4-1) 
B NINE LT [bG-e1)-ib(nev-mel]. — 064) 


n! 


m=0 


2. 在 > 大 的 条 件 下 ,， 也 可 以 得 到 


k i 
(—1)" 1 u (-1)" fi — 
2. v—m m!(k—m) 2; m! (k—m)! Jo £ dz 


m-0 
l jul IBV (=ë 1 CR HET 
=f ki (1 3 dz = E f g"-*-1(1—z)*dz 
l AE S ez Dl'(v—k) 
= Blech = I Tp (10.65) 
3. 进一步 将 (10.65) AA ARE v KẸ, 又 能 得 到 
k 
(—1)™ 1 LT(v—k) 
5. (vm! EN =( D TRY (+D - wv - k)]. (10.66) 


m=0 
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w(v—m241) (Sm ok. 


v—m 人 m)! 


例 10.20 计算 6t 


解 因为 
yomtD) w=/ e dz, 
0 =g 
所 以 
k 
(-1)" w(v-m-41) - w(1) 
2. v—m m! (k—m)! 


1 dz (—1)" I k (—1)" T E 
-f eR v—m m! (k —m)! ducendi t ar. 
利用 (10.65) 式 的 结果 , 并 交换 积分 次 序 ， 就 有 


(v-m-1)-w(1)  (-1* P dz 站 
c m! (k— m)! ~ k n lcu a l= 
=1)* 1 t [0 
E ( -— f pt Wat f em 
= m {ga bas 
根据 ' 
b. = | 070-974 - 502 1), 
对 gq 求 导 , 即 得 
EPEE . F (p) E (g) 
i* 1(1—4£)97* In(1—1) d£ = T (pa) [w(q) — w(p4-q)]. (10.67) 
所 以 就 得 到 
k 
(-)" wW(»-m-1)—-w(1) D'(v—k) | 
2 v—m m! (k —m) = D a tori) [b(v--1) -w(k--1)| — (10.682) 
亦 即 
m ab(v—m JL (pr 
C : AY zh D EID [b(v--1) - W(k--1)--w(1). —(10.68b) 


m=0 


E ”讨论 ”结合 (10.66) 式 的 结果 , 还 可 以 写 出 


k as - u— 
E» = I mE z ORE [b(v—k)—w(k--1)--w(1). (10.69) 
m-0 g á » 


第 十 一 章 Fourier 级 数 
811.1 Fourier 级 数 


级 数 


D 4 2 (or cos kr + by sin kx) (11.1) 


称 为 三 角 级 数 . 如 果 它 的 全 部 系数 (可 以 是 复数 ) a,, bw, 都 能 表示 为 某 个 函数 f(x) 
的 积分 : 


1 TE 

am = — i f(x) cos mz dz, m= 0, El, 3E2, 5, (11.2a) 
T =% 
1 TU 

ba = F f(z)sin mz dz, m= +l E 93.5, (11.2b) 
a 


则 称 之 为 Fourier 级 数 , 或 者 说 , 它 是 函数 f(x) 在 区 间 (~r, r) 上 的 Fourier 展开 . 
取 系 数 ck 为 


ĉo 一 Zao, Ck = 3 (ar = ibi), Gep = 3 (ax + ibi) (Vk z 0), (11.3) 
则 可 导出 复 指数 级 数 : : 
5 cpet”, (11.4) 
k-—oo 


它 完 全 等 价 于 级 数 (11.1). 类 似 地 , 如果 级 数 (11.4). 的 系数 cm 能 表示 为 某 个 可 积 
函数 f 的 积分 


iy cm = "n f(z)e ""*dz, m —0,cX1,452,..., (11.5) 
则 称 级 数 (11.4) 为 复数 形式 的 Fourier 级 数 . 复 指数 级 数 (11.4) 的 部 分 和 序列 
{sn(z)} 定义 为 
Sale) = 5 gant, (11.6) 
采用 复数 形式 的 Fourier Z&2 (11.4). H (11.1) 式 更 方便 些 . 
I ”评述 
1. (11.1) 式 中 的 三 角 函 数 都 具有 周期 2rr， 所 以 级 数 (如 果 收 敛 的 话 ) 也 有 周期 
2n. 因此 只 要 在 基本 周期 (n,n) 或 在 单位 圆 上 研究 级 数 (11.1) 即 可 . 
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2. 如 果 lz) 只 定义 在 区 间 -An < x < 区 上， 我 们 总 能 按照 f(x 十 27) = f(x) 
作 周 期 延 拓 .， 当然 这 种 延 拓 可 能 引进 额外 的 间断 性 . 例如 ， 从 一 Tt « r « x Ak 
函数 f(z) — r 出 发 ,周期 延 拓 就 将 在 (2n 十 1)r 处 形成 锯齿 形 的 间断 .取代 研究 
(一 00,00) 上 的 周期 函数 f, 也 可 以 把 区 间 (一 Tt,T) 看 成 是 绕 单位 圆 S 一 周 (AKR 
是 2n), 其 端点 nn 是 单位 贺 上 的 一 个 点 . X onem ERA T, 3 X4 
造 出 的 S 上 的 函数 就 只 有 单独 的 一 个 间断 点 . 


811.2 Fourier 级 数 的 收敛 性 


为 了 讨论 Fourier 级 数 的 收敛 性 , 总 需要 将 函数 类 {f(z)} 加 以 某 种 限制 . 作为 
第 一 步 , 我 们 将 许可 函数 f(z) 是 实 变量 r 的 复 值 函数 , 而 且 可 以 在 区 间 内 (的 某 
些 点 上 ) 无 界 , 但 仍 限 于 下 列 两 种 情形 : 

(1) 函数 f(z) e Aln, m), BB f(x) 在 (=r n) 上 绝对 可 积 : 


D |f (x)| dz < oc; 
(2) 函数 f (a) € Zo (—ms m). BI f(z) 平方 可 积 


a FG) dr < oc. 


显然 Aln, n) 是 Aln, n) HTE. 
11.2.1 Fourier 级 数 的 部 分 和 
为 了 研究 Fourier 级 数 的 收敛 性 质 , 首先 需要 分 析 一 下 它 的 部 分 和 


Sls EN cj, ei^ Ti rof E» eik(z 一 a 


k——n k=-n 


E f(t) NM n f(z—t)D (11.7) 


其 中 最 后 一 步 用 到 了 f(z) 和 D(z) 的 周期 性 . 上 式 中 的 


NE PS 1 sin(n + 1/2) 
Das) 三 一. ikt 0 07 —ikz 一 : 
e) 2n e ze 2m  sin(x/2) Ud 


k=—n aas 


称 为 Dirchlet 4%. Fourier 级 数 的 部 分 和 就 是 该 函数 与 Dirichlet 核 的 卷 积 , 而 Fourier 
级 数 的 收敛 性 问题 就 转化 为 卷 积 积分 (11.7) 的 收敛 性 问题 . Dirichlet 核 D, (x) 的 
性 质 之 一 是 

T D,(xz)ds = 1. (11.9) 
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它 可 以 由 (11.8) 式 直接 积分 而 得 . Dirichlet 核 D,(z) 的 另 一 个 性 质 是 f i ID,(z)| dz 
的 发 散 性 . 事实 上 , 仔细 地 计算 可 得 


P ID4(z)| de = 5 n(n +1) - o(1), (11.10) 


或 者 说 ， A D, ()| dx — oc 的 方式 不 会 比 Clnn (C 为 常数 ) 还 快 . 
还 可 以 引进 另 一 个 核 : 


1 T Toga di 
Enla) = — cos?? =, An = cos?^ = dg = 
Qn 2 -— 2 


2m (2n)! 


2?n nm! URL 


显然 " 

f Ex(æjdr= 1. 
E,(x) 只 不 过 是 由 0, cos z, cos 22, --, cos nz 构成 的 多 项 式 ( 称 为 三 角 多 项 式 ). A 
用 二 项 式 展开 能 够 得 到 


1 : n!n! 
bE,(z) = Fn f Es ua. (n—k)! (n+k)! cos kr |. 
定义 
Tn(Z) = "i f(x —t)EQ(t) dt = E "n f(x — t) cos?" > dt (11.12) 


类 似 于 Fourier 级 数 的 部 分 和 就 是 该 函数 与 Dirichlet 核 的 卷 积 , 这 里 的 T, (m) 就 是 
f(x) 与 核 Enla) KER, 或 者 也 可 以 看 成 Fourier 级 数 的 某 种 “加 权 ” 部 分 和 . 下 
面 证 明 , 只 要 f(z) 满足 所 谓 Lipschitz 4&fF. 即 存在 正 数 K, 使 得 


(f(z) = f(z")| € K |z — x", Vz'z" € S, 
则 也 有 T.(x)— f(x): 
1 5 2n t 
|f(z) ^ Tn(7)| = |— [f(z) — f(z—t)] cos?" -at 
On /x 2 
1 2n t 
< 一 |f (x) — f(zx—t)| cos” = dt 
la.) e 2 
K J” t 2 i t 
RS |/ |t| cos?” = dt = LÀ t cos?" ~ dt 
Og JR 2 On Jo 2 
K 7/2 n/2 
= BE t cos?” tdt < | sin t cos?" t dt 
On Jo On Jo 


AKm 1 2nt1gl T 
" = 11.1 
OQ, 2n-4-1l (2n + 1)! "E ( 3) 
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其 中 最 后 一 步 用 到 了 D 函数 的 渐 近 展开 . 也 可 以 有 更 宽松 的 估计 : 


|f (z) — T(z)| < zd (11.13) 
11.2.2 Fourier 级 数 的 基本 引 理 

RINER, RE foe -Zi(n,7)， 则 可 以 确定 其 Fourier 系数 的 积分 (11.5) 收 
SX. Fourier 级 数理 论 的 基本 问题 就 是 : f 的 Fourier 级 数 (11.4) 是 否 收 敛 到 f? 或 
者 说 , 对 于 什么 样 的 函数 f. 其 Fourier 级 数 就 代表 了 f? 并 且 在 什么 意义 下 代表 
了 f? 由 (11.5) 式 可 以 看 出 , # f 和 fo 几乎 处 处 相等 ( 即 二 者 相差 零 函数 ， 例 
如 , 除 有 限 点 外 , f= fa). 它们 就 确定 了 同样 的 {cmp 因而 就 有 相同 的 Fourier 级 
数 . 所 以 我 们 一 般 不 能 指望 有 逐 点 收敛 性 . Fourier 级 数 的 基本 引 理 告诉 我 们 , 对 于 
-a(—n.n) 内 的 每 一 个 f. 由 (11.2) 式 或 (11.5) 式 确 定 的 Fourier 级 数 总 是 在 -2 
的 意义 下 收敛 到 f. BU 


n n 
lim J HO) 一 jJ» cy ei^? 
n—00 Jj «x e. 


为 了 研究 具体 Fourier 级 数 的 收敛 性 , 首先 需要 介绍 下 列 基本 引 理 : 
引 理 11.1 $ fe A(n, n) K ck = 去 | Flzjerikrzdz， 则 有 


2 
dz = 0. (11.14) 


(1) lim. e — 0; : (11.15) 
(2) Bessel 不 等 式 : D ll? < zx]. Lf (x)? dz; (11.16) 
Ne SR 
(3) > ck| 收敛 . (11.17) 
iS Ans. 
Ee WERE 
1l. 只 要 f 在 区 间 [a,b] 上 分 段 连续 ， 则 有 Riemann-Lebesque 5] 2: 
jim. f f(z)coskrdr —0, lim f f(x) sin kz dz = 0, (11.18a) 
或 者 写成 复数 形式 : 
,mf f(z)e** dx — 0. (11.18b) 


(11.15) 式 只 是 Riemann-Lebesque 引 理 的 特殊 形式 . 
2. 由 此 又 可 进一步 推出 , 对 于 f € -Yi(a,b), 不 论 是 有 界 区 间或 无 界 区 间 ， 当 
k — oo if (k 也 不 限于 整数 )， 


b b b 
] fees. f (o cos kx dz, ngo sin kz dr 
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全 都 趋 于 0. 
3. 下 面 将 证 明 (I (11.21) A): 对 于 f e z5(-7.m), Bessel 不 等 式 (11.16) 中 
的 等 号 成 立 ， 即 
oO l . 1 7t 
Y ap = eN a. (1116) 


大 一 一 cc 


此 式 称 为 Parseval 恒等式 . 
4. (11.17) 式 是 Bessel 不 等 式 (11.16) 的 必然 结果 . 因为 YO la? RERA 


AK, 而 (11.16) AHT E ER, E t— xA ne 

在 此 引 理 的 基础 上 ， 就 可 以 讨论 函数 的 连续 性 (光滑 性 ) 与 Fourier 系数 变化 
趋势 的 关系 . 结果 表明 , 函数 f (作为 单位 圆 9 上 的 函数 ) 越 光 滑 ，Fourier 系数 越 
快 地 趋 于 0， 从 而 直接 决定 了 Fourier 级 数 的 收敛 状况 . 
11.2.3 ”函数 的 光滑 性 与 Fourier 级 数 的 收敛 性 

如 果 函 数 f 在 单位 圆 上 连续 , 并 且 具 有 直至 ( 含 ) k 阶 连续 导数 ， 则 称 函 数 属 
T €'(s)3&. Z"(S) = Z(S) 是 周期 为 2r 的 连续 函数 类 . 

如 果 函 数 f 在 单位 圆 上 分 段 连续 , 并且 能 将 S 划分 为 有 限 个 子 区 间 , 使 得 f 
在 每 个 子 区 间 内 都 有 连续 导数 ,在 每 个 子 区 间 的 端点 有 单 侧 导 数 ， 则 称 函 数 f 属 
于 z(s)3*. 

定理 11.1 车 fe 二"(S)， 则 它 的 Fourier 系数 {cm} 满足 


lim. cm? e. 
TIL.— oo 


证 分 部 积分 p 次 给 出 
因为 周期 性 , 分 部 积分 出 的 项 彼此 相 消 . 又 因为 f? (x) 连续 , 04 m 一 oc RE. 它 的 
Fourier 系数 趋 于 0. 因此 , 24 m — o6 时 , cmm? 一 0. 
定理 11.2 d f(x) Ee go re. H f(?(r)e (S), 则 对 于 vm. 它 的 Fourier 
系数 {cm} 满足 


les, ra | « M. 


证 先 设 p=0, BDfec,.3JEHAUMBiu f 只 有 一 个 (第 一 类 ) 间断 点 ， 比 如 
说 E, Du 


1 f$ EN [o y* s 
cm = a] f(De ds n. | f(x)e dz. 


@ 与 女 类 函数 相 比 ， 函数 可 以 “更 好 ”, 也 可 以 “更 差 " : 它 包括 某 些 不 连续 但 是 比较 简单 的 函数 ， 
然而 不 包括 处 处 不 可 导 的 连续 函数 . 
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因为 f 在 每 个 子 区 间 中 都 可 导 , 所 以 许可 作 分 部 积分 . 这 样 得 到 
27t meg = ty r)e ""*dg.L "f gje rdg. gc ime 一 —)]. 
rimen = f) [f (E) - (6) 


上 和 式 右 端 两 积分 项 之 和 , 正比 于 275 函数 的 第 m 个 Fourier 系数 , m 一 oc 时 肯定 
iT 0. 而 右 端 另 一 项 的 模 与 m 无 关 . XXRÉ.CÀ m — oc 时 , mem 保持 有 界 , 同时 
WTF ES U mi em BI g 

p > 0 时 可 同样 证 明 . 

B) 11.1 $ -rr 和 z<r 中 jzl)=z, H f(z 十 2n) = f(z). EFKA, m 
然 一 定 有 am = 0, bm = Z fa)sinms dz = 二 (一 1)"™+12/m, m 大 时 该 函数 具有 7 
类 间断 函数 所 预期 的 行为 . 

例 11.2 4 -rs 和 xz<r 中 jz)=lzl, BH. f(z--2n) = f(x). 这 是 偶 函数 ,所 
以 bm = 0, am = Z Fte) cos mz dr. 我 们 求 得 oo = m, 


2 je (-1)" ds | 0, TIL 为 偶数 ， 
m 为 奇数 . 


mmn? 

24 m 大 时 系数 amn = O(1/m?). 53 f' e 2 的 可 微 函 数 所 预期 的 行为 一 致 . 
例 11.3 给 定 实数 o. S -rr 和 r «e m HP f(x) 2 cosoz, B. f(x - 2n) = f(x). 
E a 不 为 整数 , 则 函数 f 连续 , 但 其 导数 在 n 的 奇数 倍 处 不 连续 . 直接 计算 给 出 


元 m? 


2o sinan 
m 
am = (—1) 


=; m= 0,1; 2 
n m?-—a? 


所 以 , 当 m 一 oœ 时 , mamn BF. 

如 果 a 为 整数 ,计算 结果 更 简单 am = Sma. 这 时 cosar 的 Fourier 级 数 就 
只 有 一 项 . 注意 ,在 这 种 情形 下 ，f(z) 无 穷 次 可 微 ， 所 以 对 于 Vp. m am 应 当 随 
m 一 oo WEF 0; 这 个 条 件 肯 定 能 够 满足 ， 因 为 除了 m= a 的 一 项 外 ， 其余 系数 
恒 为 0. 

然而 ,对 于 一 般 的 以 2r 为 周期 的 无 穷 次 可 微 函数 ， 其 Fourier 系数 中 并 不 会 
只 有 某 一 个 或 有 限 几 个 不 为 0. 例如 , 对 于 无 穷 杆 上 的 热传导 问题 , 如 果 杆 上 的 初 
始 温度 就 是 例 11.1 中 的 周期 函数 , 则 在 t 时 刻 的 温度 ulz. t) 为 


c9 m+1 


(一 1 uia 1 
2 > wy e™ tsinmz, 一 co < T < oo. 
m 


m=1 


当 m 一 oo 时 ,其 系数 指数 地 趋 于 0， 所 以 定理 11.1 对 于 yp HWE. 这 意味 着 
u(x,t) 是 以 27 为 周期 的 无 穷 次 可 微 的 函数 . 
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定理 11.3 设 函 数 f(z) e (S). zo 为 S 上 的 固定 一 点 ,在 该 点 的 左 、 右 极 
限 f(zo+) 与 f(xo—) 均 存 在 ， 且 单 侧 导数 也 存在 , 则 f 的 Fourier 级 数 (11.4) 在 
zo 点 (平均 ) KKA 3 [f(zot) + f(zo-)]. 


证 不 妨 假设 f(x) 在 (n,n) 上 只 有 一 个 间断 点 xo. 我 们 需要 证 明 的 是 
lim sn(20) = lim. a fiss — di -- 5 [f(zot) *f(z-), (119) 
其 中 D(x) Æ Dirichlet 核 , 见 (11.8) 式 . 又 注意 到 (11.9) R, 有 
f(zot) = [a f (xo) D, (t) dt, 


因此 
df aee? Hus - jd. [2f (xot) — f(zo--) — f(o—)] Dn (t) dt 
x jj. [2/(xo--t) — f(zo+) — f(zo-)] D. (t) at (因为 Da(-t) = Dn(t)) 
= ; i [f (zo —£) + f(zo--t) — f(zo+) — f (o—)] Dn (t) dt 


x: n [/(zo—t) + f(zo--t) — f(zo--) — f(zo—)] D«(t) dt 
(因为 被 积 函 数 为 偶 函数 ) 
es n [f(zot+t) — f(xo--)] D, (t) dt + ri [/(xo—t) — f(zo—)] Dn (t) dt. 
下 面 证 明 上 式 右 端的 两 项 在 一 oc 时 的 极限 均 为 0. 先 考察 第 一 项 : 
n [f (zo--t) — f (zo--)] Dn (t) dt 
A F) Ma farti 


. 1 
sin(t/2) sin(n-- tdt. 
按照 假设 ，f YE zo 点 的 右 侧 导数 存在 , 所 以 第 一 kiaii t — 0 时 的 极限 存在 ， 
因此 [f (o +t) — f(zo4-)] /t 属于 (0,7). 第 二 个 因子 t/ sin(t/2) 在 (0,0) 上 有 
Jt. 所 以 乘积 
f(zo-c-t)— f(zo*) t 
t sin(t/2) 
也 属于 -74(0,n). 由 Riemann-Lebesgue 5138 (11.18) 即 得 


Tt 


lim [f (zo +t) — f(zo4-)] Dn(t) dt = 0. 
0 


noo 


对 于 第 二 项 可 作 同 样 的 讨论 , 因而 (11.19) 式 得 证 . o 
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E 评述 

1. 此 定理 表明 , f 在 ro 点 的 局 部 行为 ,就 决定 了 Fourier 级 数 在 vo 点 的 收敛 
性 ， 即 使 它 的 系数 是 由 整个 区 间 上 的 公式 (11.5) 给 出 的 . 

2. wR fl) E Z(S), 则 定理 的 条 件 在 贺 上 的 每 一 点 ro (或 者 等 价 地 ， 对 于 
周期 函数 ， 在 实 轴 上 的 每 一 点 ) 均 满足 特别 地 ， 如 果 f c Z(S), BE. f e €(S), 
则 Fourier 级 数 在 每 一 点 都 收敛 到 f. de X f € (S), 并且 是 间断 的 ,我 们 可 以 在 
间断 点 按照 规则 f(r) = [f(z+) 十 f(z 一 )]/2 重新 定义 有 (当然, 在 孤立 点 重新 定义 
f， 并 不 改变 它 的 Fourier 系数 ， 因 为 积分 与 被 积 函数 在 孤立 点 的 数值 无 关 )， 使 得 
Fourier 级 数 在 每 一 点 都 收敛 到 这 个 重新 定义 的 f. 

3. 此 定理 也 适用 于 端点 EN. 

定理 11.4 XP flz) e V (S). WEK Fourier 级 数 一 致 收敛 . 

证 令 {cm} Æ f H Fourier 系数 , {dm} 是 f 的 Fourier 系数 . XIF dm, H 
(11.5) 式 出 发 , 分 部 积分 即 得 : 当 m #0 时 , dm = imem 或 cQ = dm/(im). 根据 
Schwartz 不 等 式 , 我 们 得 到 


» lem] = co] "i 5 
7 天 0 


Tn ——oo 


Idm] 1 V2 ! 1/2 

m eet) (et) 

因为 f' 连续 , CET 22, MAS jdm)? < o0; 当然 Y (1/m?) < oo. AZ E es] < 

oo. 由 Weierstrass M- 检验 法 知 ，》 cmeimz 一 致 收敛 到 某 个 函数 ,按照 定理 11.3， 

它 一 定 是 f. 口 
推论 11.1 若 f(x)e ZS) 则 它 的 Fourier 级 数 在 A 的 意义 下 收敛 到 f. 
证 我 们 有 


m 


f. |f dz —2n $^ la = r |f) - M aet i (11.20) 
=n k——m E k——m 
由 于 Fourier 级 数 一 致 收敛 到 f, 我 们 能 够 挑选 足够 大 的 M. 使 得 
|f) 一 D epe"? i « &, m > M. 


k——m 
因此 当 m — oc 时 , (11.20) 式 右 端 趋 于 0, Parseval 恒等式 对 f € V (S) 成 立 . O 
现在 只 要 用 函数 g € es) 在 -Zs WETTER f， 就 能 证 明 Parseval 
恒等式 对 于 任意 .Zs 函数 f 也 成 立 . 这 样 , 如 果 f e Zo( 一 n,nn), 我 们 有 
y lel? = x. f. |f? dr (Parseval 恒等式 )， (11.21) 


其 中 
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Cm = 元 i f(z)e de. 
定理 11.5 Zi f(a)e €(S). HÆ Lipschitz 条 件 |f (z^) — f(z")| < K |z' —z"|, 
则 它 的 Fourier 级 数 一 致 收敛 到 f (x). 
证 ERAM g(z) e ZY(5), 一 定 存在 正 数 M, 使 得 对 于 Vr e S. 有 
Ig(x)| < M. 


4 Snu(z) 为 glx) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 , 则 根据 (11.10) 式 , 只 要 n > 2, 就 有 
[EA < [^ ian IDs) at 


[Ss (z)| = 


TU 
£ {f |Da(t)| dt € MC inn. 


因此 


|S, (x) — g(z)) < |S5(x)|] + |g(x)| € M + MC Inn 
Inn 
< M(I 7 

其 中 DD 为 与 n 及 z 均 无 关 的 常数 . 
现在 回 到 函数 f(x) 它 满足 定理 所 设 条 件 . 将 f(z) lE Fourier 展开 , 令 其 部 分 
和 为 sn(z). 再 任 取 三 角 多 项 式 T(z). T(x) 作为 多 项 式 , 其 Fourier 级 数 就 是 它 
本 身 , 而 和 函数 (有 限 项 之 和 ) 一 定 属于 ES). 函数 f(z) 一 了 Th(z) 与 f(x) 的 差别 
表现 在 它们 的 Fourier 级 数 只 在 于 前 面 的 有 限 项 可 能 不 同 . 将 f(x) — Ts (x) 看 成 上 

面 的 glx), 其 Fourier 级 数 的 部 分 和 为 S, (x) 三 sn(z) 一 也,(z)， 因此 


f(x) ^ Talx) — S,(x)| < DM lnn, 即 [f(z)— sn(z)| < DM lnn, 


其 中 M 是 函数 f(z) Tla) 的 上 界 , B |f(x) 一 T(z)| <M. 
到 目前 为 止 , 我 们 只 要 求 T, (x) 是 三 角 多 项 式 而 无 其 他 限制 现在 如 果 取 ( 见 
(11.12) 式 ) 


十 Cn n) = = MDlan, 


Talr) = — : f(z — t) cos?” 5 dt, 
其 中 的 an 见 (11.11) R, 则 按照 (11.13) R, 有 
f(e) - Tl < 77. BD MU. 


因此 N 
f(x) - stal T 


即 证 得 sa(z) 一 致 收敛 到 f (a). E 
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11.2.4 Gibbs 现象 

因为 连续 函数 的 一 致 收敛 级 数 仍然 一 致 收敛 , 所 以 间断 函数 的 Fourier 级 数 在 
包含 间断 点 在 内 的 区 间 上 不 可 能 一 致 收敛 . 让 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 来 更 仔细 
地 检验 不 一 致 收敛 性 的 细节 . 设 周 期 函数 f(r 二 27) = f(z) 在 n € x € x WA 
f(x) = sgnz = 2n(z) — 1. 它 的 Fourier 级 数 是 正弦 级 数 , 如 = 2[1— (—1)"]/(nm). 
这 样 我 们 能 写 出 部 分 和 


T 


4 sin(2k + 1)r 
S2n+1 (2) = > = Li 3» l cos(2k + 1)y dy 
k=0 
-2f [3 een Y. a. Kuan 
k=0 


2 22 m ER ei2(n--1)y 1 一 e 一 i2( (n--1)y 
一 2/ | -一 十 | dy 

To —2 siny 2isin y 
2 JA sin2(n + Dy, P Ji sin2(n+1)y y d 
mo sin y mda y sin y 


现在 来 研究 间断 点 (z = 0) 附近 的 行为 . 取 小 正 数 x, 则 y/ siny 在 由 0 到 x 的 整 
个 区 间 内 都 接近 于 1, 所 以 sn+l(z) 非常 接近 于 


zJ m 1)y i= zf em) = aia ?s (n + 1)z]. 
考虑 到 sin u/u 的 数值 呈正 、 负 交错 的 变化 趋势 , 可 以 预料 sn+i(z) 或 Si[2(n 十 1)z] 
会 表现 出 衰减 振荡 的 特征 . 因为 (2/1) Si(co) = 1. 容易 看 出 (2/7) Si(r) 的 数值 一 
定 超过 1 (数值 为 1.179 …). 因此 , 对 于 大 的 n, 在 x = 0 附近 一 定 存在 一 个 数值 £o 
(e mJ (2n 十 2)), 使 部 分 和 52444 291.179 .…. 这 并 不 与 Fourier 级 数 在 0<z< 关 内 
逐 点 收敛 到 1 这 一 事实 了 矛盾, 然而 它 清楚 地 表明 此 级 数 在 含有 z = 0 (无 论 是 在 区 
间 内 部 或 是 作为 区 间 的 端点 ) 在 内 的 区 间 内 不 一 致 收敛 . 在 第 一 类 间断 点 处 , 随 着 
n 值 增 大 , 部 分 和 可 以 超出 跃 度 的 9%. 这 就 是 所 谓 的 Gibbs 现象 ( 见 图 11.1). Z 
内 的 任何 具有 第 一 类 间断 点 的 函数 都 有 这 个 现象 . 这 类 函数 总 能 写成 为 Z 内 的 连 


y y y 
1.0 1.0 1.0 
0.8 0.8 0.8 
0.6 0.6 0.6 
0.4 0.4 0.4 
0.2 0.2 0.2 
O 0.2 0.4 0.6 08 107/7 O 0.01 0.02 0.03 0.04 0.051/7 O 0.01 0.02 0.03 0.04 0.051/7 
n=100 n=500 n=1000 


图 11.1 Gibbs 现象 : 方形 波 的 Fourier 展开 , 前 ”项 的 部 分 和 
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续 函 数 及 Ji m 一 zi) 形式 的 各 项 之 和 ,其 中 zi 是 间断 点 ，. 大 是 相应 的 路 度 . 
为 2n(z 一 zx) = sgn (x 一 zk) 十 1， 上面 的 分 析 几 乎 可 以 直接 应 用 到 n(x 一 zx) 项 
E. WR f(x) 是 有 界 变 差 函 数 , 且 没 有 可 去 间断 点 , 则 其 Fourier 级 数 的 部 分 和 序 
列 在 f 的 每 一 个 间断 点 、 也 仅仅 这 些 间 断 点 处 出 现 Gibbs 现象 . 


811.3 Fourier 级 数 的 Cesàro 和 与 Abel 和 


可 以 将 Cesàro 求 和 法 ( 见 第 二 章 ) 应 用 于 Fourier 级 数 (11.1) 或 (11.4). 如 果 
把 ap cos kz + bp sin kr IÈ cpet? +c e 7 看 成 一 项 , 利用 (11.7) R, 就 可 以 求 出 
此 Fourier 级 数 的 ”次 算术 平均 


1 
an = = (so +81 +52 +- + $1) 


n 
- Fi fü) [Do(z.—1) " Di(z—t) ik D3(x—t) osi D, i (z—t)] dt (11.22a) 


= f f(z—t) [Do(t) + Di(t) + D2(t) +--+ Ds (t)] dt. (11.22b) 


定义 Fejer 核 


F.(z) = 工 [Do(z)+ Di(z) + Dal) + + Dn-1(2)] 
1 所 sinl(k+l/2)zl 1 和 lN oc 
2i 2nn rar sin(z/2)  2nm sin?(z/2) 2 et 3 sin 3 


n—1 


EN 1 5 cos kx — cos(k4-1)z 
— 2nm sin?(r/2) = 2 
1 1 1 一 cosrT 1- sin?(nz/2) 


` dnn sin.(z/2 2 2nm sin?(z/2) 


则 可 将 cn(z) 写成 f(z) 与 Fejer 核 的 卷 积 形式 : 


(11.23) 


on af fF (zt) dt = "i f(z—t)F,(t dt. (11.22/) 


由 (11.9) 式 就 能 直接 导出 


T 


Pi F,(t)dt 5 1, (11.242) 


而 且 因 为 Falz) > 0， 所 以 这 就 意味 着 有 


l |Fa(t)| dt — 1. (11.24b) 
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由 (11.24) 式 就 能 证 明 : 只 要 f(z) 在 S 上 分 段 连续 , 则 其 部 分 和 的 算术 平均 有 界 . 
这 是 因为 f 分 段 连续 , 所 以 一 定 存 在 正 数 Ms 使 得 对 Vr e S, 


|f(z)) < M 
成 立 , 因此 有 


es =| f for. < f reor a 
<M f ir ona ur (11.25) 


下 面 不 加 证 明 地 列 出 有 关 Fourier 级 数 的 Cesàro 和 的 几 个 定理 ， 相 关 证 明 可 
查阅 关于 Fourier 级 数 的 专著 . 

定理 11.6 3$ f(z)€ C(S), 则 其 Fourier 级 数 的 Cesàro 和 在 每 一 点 都 存在 ， 
且 等 于 f 在 该 点 的 函数 值 ; 其 部 分 和 的 算术 平均 序列 一 致 收敛 到 f(z). 

定理 11.7 (Fejer 定理 ) 若 函 数 f(x) s C(S), 只 要 f(z 土 ) FE, 则 其 Fourier 
级 数 在 该 点 的 Cesàro 和 为 [f(z+) 十 f(z 一 )]/2. 特别 是 , E f dE v 点 连续 , 则 级 数 
在 该 点 的 Cesàro 和 为 f(z). 

定理 11.8 若 函 数 f 在 S 上 分 段 连 续 ， 则 其 Fourier 级 数 可 以 不 收敛 ; 但 只 
要 收敛 ， 就 一 定 收敛 到 [f(z+) + f(z 一 )]/2. 特别 是 ， 如 果 函 数 f(z) e Z(S), X 
Fourier 级 数 在 某 点 收敛 , 则 在 该 点 一 定 收敛 到 f(x). 

为 了 将 Abel 求 和 法 应 用 于 Fourier 级 数 (11.1) 或 (11.4), 需要 构造 宕 级 数 


f(x) ied e (ak cos kx 十 by sin kz), Ü se 


对 于 每 一 个 给 定 的 正 数 > < 1, 级 数 一 致 收敛 , 因而 定义 了 连续 函数 f(x). 仿照 导 
出 卷 积 公式 (11.7) 的 办 法 , 写 出 部 分 和 


TL 
b 十 2, ak COS k£ 十 bk sin kz) 


= Ta f(t) jat EILA "n )cosktdt |r cos kz 
dies f(t) Pes sin kr 
M 
x]. fae zy [. f(t) rë cos k(z — t) dt 


«Lr nol.» Er cosktz — 1) at. (11.26) 
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定义 Poisson 核 


1 a 1 1—2 
5, (2) = zp 1 +22 r" coske| = ; &T«l . 
ý 2n | 2. S = 27 1— 2r cosg +r?’ Ursus lam] 


将 (11.26) 式 求 极限 ， 即 得 
E TETES f(a —t) 8, (t) dt, (11.28) 


这 正 是 熟悉 的 Poisson 公式 , 它 也 可 以 看 成 是 f(x) 与 Poisson 核 5.(z) 的 卷 积 . 
车 f(z) =1, 因而 f(x -i Ng (11.28) 式 可 得 


a Ole dz = "u ó, (x) dax — 1. (11.29) 


这 里 还 用 到 一 个 事实 : 24 0 & mr & 1 HT (x) > 0. 

下 面 同样 不 加 证 明 地 列 出 有 关 Fourier 级 数 的 Abel 和 的 几 个 定理 . 

定理 11.9 若 函 数 f(t) € Z(S), 只 要 f(x 土 ) FE., 则 其 Fourier 级 数 的 Abel 
和 为 [f(z+) + f(z 一 )]/2. 

定理 11.10 若 函 数 f € ZC(5), 则 其 Fourier 级 数 的 Abel 和 一 致 收敛 . 

下 面 的 例 11.4， 原 则 上 与 Abel 求 和 法 有 关 ， 或 者 说 ， 需 要 用 到 Abel 第 二 定 
H. 这 些 级 数 并 不 复杂 ， 容 易 求 出 它们 的 和 函数 . 这 里 之 所 以 要 讨论 这 些 级 数 和 ， 
原因 是 第 九 章 曾 经 用 到 过 它们 . 

例 11.4 求 下 列 级 数 之 和 : 


o^. cos nO sin nO 

ILs 5 ENS , 0O0«0c2m 

n-—l1 "w= 

~X cos 2n0 sin 2n0 

AK 2n41 js aur dee 
解 (1) 因为 级 数 


pulos Ld: lghr d E 

Ms. 三 z+ "d | ica z^. --—1hn(1- az) 
的 收敛 圆 为 |z| < 1， 而 且 在 收敛 圆周 上 除 z=1 点 外 亦 收 敛 , 故 根据 Abel 第 二 定 
H, 可 令 z = e? 而 得 


T. x l.s la , 
e? 4. "ais "nbus uk = —]n (1 — ef) = — In (1 — cos 0 — isin 8) 


区 一 0 
2 


— ln (25i $) — In (sin - ics?) — —]n (25i 2) +i 
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因此 就 得 到 
o^. cos nÜ cos20 | cos30 | cos40 ..8 
2. : = cos + z teg g a 75m ln (2sin 7). (11.30a) 
^. sinng , sin20  sin30 . sin40 1 
2. i a teene (11.30b) 
rg 讨论 可 以 将 (11.30a) 5 (11.30b) 两 式 改写 为 
De 
2 
5 ia nt — In(2sin 0), 0«02«m, 
nl 
Fa Aer 0<0<n 
n 2 
n=1 
于 是 就 能 求 得 
y cos(2n3-1)0 — Y cosng | 2^. cos 2n0 
be 2n4-1 4 n ner 2n 
. 0 1 P 
— —]n (2sin z) 一 In(2 sin 0) 
1 0 
可 cot 5, 0«0«m, (11.31a) 
sin(2n--1)0 PE sin n r5 sin 2n0 
2n41 
n=0 = n=1 
-0 1lym T 
P ofc 一 一 ， .91 
一 (3 j- 1 0«0«mn (11.31b) 
(2) 因为 
cos 2n0 = cos(2n + 1)0 cos 0 + sin 2n0 sin 0, 
sin 2n0 = sin(2n + 1)0 cos 0 — cos 2n0 sin 0, 
所 以 , 利用 (11.312) 与 (11.31b) ARHAR, 就 能 求 出 
oo 
cos 2n0 cos(2n + 1)8 sin(2n + 1)0 
= 0 . 
站 二 和 Y t ie] T DE 2n 41 
n=0 n=1 
1 0 . 
segnius qut 0 «0 « zt (11.32) 
^. sin 2n0 sin(2n + 1)0 cos(2n + 1)8 
= cosÓ - 一 一 一 一 一 一 一 snl0 
2 mT sd P mi 55 2n+1 
1 0 
= T cosÓ + z sinĝ Intan z, 0<0<T. (11:33) 


4 


346 第 十 一 章 Fourier 级 数 


rg 讨论 
1. 类 似 地 ， 还 可 以 得 到 
cos 2720 cos(2n 4- 2)0 sin(2n 4- 2)0 
Zr = cos 20 - 2n 12 + sin 26 - x 


- cos 20 . 3 COS Ln Lain 28 - re sin 2n0 


n=1 


1 
= —3 cos26 In(2sin 6) + 3 l am æ(7 = ) 


sin(2n + 2)0 
= cos 20 . x eer 
全 2n +2 


2n0 z 0 
= cos 20 . ns anig — sin 20 - Y DRAN, 
n=l 


i -— 
j | 


2n 4-2 


Il 


1 
7 COS zl 


(2 1)0 
— e n - 


sin(2n + 1)0 
I 十 Sin 30- 


er 2n +1 


1 0 
E cos 30 In tan 3 十 ri T fa 30 — cos 20, 


il 


(2 1)0 
cos 36 - Mw n + 


cos(2n + 1)0 
PET — sin 30 - UG c 


2n 4-1 


: cos 30 TW 


cos 2n0 X sin 2n0 
= cos 40 - 3 E xs 
全 2n 2n 


0 
z Sin 30 In tan 3 + sin 20; 


1 ; 1 
-— cos 40 In(2 sin 0) 十 P sin «C — 0)- 3 一 可 co8 20， 


aaia pe sin 2n0 — sin 40. > COS = 


n-2 


1 
= 305 a(s 一 jd = sin 40 In(2sin 0) 十 ; sin 20. 


公式 都 是 在 区 间 0<0< 元 内 成 立 . 
2. 还 可 以 有 更 普遍 的 结果 : 


^^ sin2n0 1 0 
a — zz sin(2k-4-1)8Intan 7 
2 nt ; sit i 


5 cos(2k+1)0 


, 


à Y sin(2k —2n)8 


= 2n+1 


ETA x cos(2n 4- 2)0 


(11.34) 


(11.35) 


(11.36) 


(11.37) 


(11.38) 


(11.39) 


(11.40) 


n=0 
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e cos2n8 1 Ü wt. 
2. memi 778 | cos(2k-1)0 1n tan $735 sin(2k+1)0]| 
k-1 
s(2k — 2n)8 
Y zx n) (1141) 
2n -1 
n=0 
S^ sin2n0 1 T 
= 一 i J i — 一 一 
2; nraka $h mg 8 |sin(2i- 21x (2sin £) (e 3 cos(2k=+2)0| 
k-l . 
1 sin(2k —2n)8 
+5 2 TD (11.42) 
icd l | cos(2k--2)6 In(2sin 6) - (0-7) sin(2k+2)0 
= in 一 一 ; 
Z- n+2k+2 2 E 
k-1 
1 cos(2k —2n)0 
"x eS (LAS) 
3. 用 同样 方法 也 能 得 到 
y BUE — 1| dno masin- (0-7) coso (11.44) 
Z n42 2 2 i 
oo E 
È e = 3 sin2 mtan £ 十 gos -- sin 8, (11.45) 
2, tun = 3 sina lIn(2sin 8) 一 (0-2) cos 30 4- sin ; (11.46) 
-sin(2n--1)0 1 0 二 \ sin( 2k—2n—1)0 
E si Z + Z cos 2k0 SAES 
PITE ES, 7 [sino ln tan zT 5 cos | 十 2, TTE! , (11.47) 
oo H 
sin(2n--1)0 1 T 
2 pn IÈ n(2k4-1)0In(2sin 0) 一 (e- 7) eost k--1)8 
k-1 
sin(2k —2n —1)0 
十 2, M. (11.48) 
9^. cos(2n + 1)0 mM : TX 
à maio = cosg In(2sin6) + (6 — JETI (11.49) 
oo 
cos(2n 4-1)0 1 0 mq, 
2 bold 一 一 可 cos 20 Intan "d: sin 20 — cos 0, (11.50) 
^. cos(2n + 1)0 zo db j TA C. 
5 ma 2 [eos30 In(2sin0) 十 (e z) sin 30 十 cos 中 (11.51) 
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ecos(2m 十 1)0 1 0 m = cos(2k — 2n — 1) 
一 s2k0lntan = + —sin2k0 — 》 一 一 一 ， 
»» iii 5 COS 0 ln tan 7 十 1 sin 2 2. TUE, (11.52) 
9^. cos(2n.4-1)0 1 ee WN o 
2. m ers Cg | eosi2t-- D In (asi 8) 十 (0-2) sin(2k4-1)0 
k-1 
T M (11.53) 
me nl 
例 11.5. 求 下 列 级 数 之 和 : 
oo 
(D T T 
OTi € em SM 
»" 2. (2n4-1)? REOR, 2 $9 
E cos 50 | cos70 | cosll0 basa E age 
、 7 11 3 3 
解 (1) 设 
c (1)” ., ci sin30 | sin50 sin70 | 
(= pa p coop eant a tg a te 
逐 项 微 商 , 有 
0 £ f 
f'(80) = cos a TAa. EE SO + .= Re {arctan (e)] . 
3 5 T 
因为 
|. dide — 1. (14e (pie) 
igi -= "T A 
arctan | — xn 1-159 7 gi ET 
1 " icos 0 1 cos 0 Tü 
= == n : 
210 l-sin0 2i 1 十 sin0 2 
m d - cos 0 
4 2 1+sing’ 
所 以 f'(0) = m/4. X. f(0) = 0， 故 积分 即 得 
oo . . H 
(-1)* , pn sin30 | sin50  sin70 ， T 
2. pap UHR = gin = 32 十 52 72 p'e = 1? (11.54) 
(2) 因为 


z 
1-2 142 _1 NEN 
"1-39 1-229251 SNIJ 1—-zoz2J!? 
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两 端 积 分 , 有 
D e 
z ag? 4. cel ln | 
5 11 
= ES (arctan T» — arctan i= 3 
3 V3 V3 
ja tiem 1 11722 
meh la V3 ox 
= n ln 
24/3i 1 il+22 1 1-22 
v3 V3 
NEN V3+i(1+2z) p V3+i( 1 一 2z) 
2V3i | V3-i(1+2z) rr 22) 
^ 之 二 ei, 即 得 
" _ l6 | UT i70 _ 1 Da pn: 
5 7 
A V3 +i + 2ie? n Yati ae) 
T Ai — i — 2iei? V3 — i+ 2iei? 
ED (nicae CA) 
23i V3 -- i — 2iei? y3 — i — 2iei? 
1 e-in/3 + ei? ein/3 — gi? 
T 2J8i n (Es — ei oin/3 + :) 
1 lp ei(9+7/3) fe ei(0—7/3) 
E 2/8i In É 一 ei(6+7J3) 1 十 | 
因为 
1 + e2e eie d e 一 ia 
= = 1 Cot Q 
T ei2a eia — e-ia 
所 以 
l l ,。 
ei? ei56 十 i8 十 
T ln cot ES — ln cot M 
— 2/8i 2 6 2 6 
fitan ( 本 ln tan (了 + ) t 
= = | sm uq i 
23i 6 6 
比较 实 部 ， 即 得 
Y cos(6n--1)8 ^ cos(6n--5)0 
= 6n--1 6n4-5 
n cos 50 aM 70 | cos110 n 000 (1155 
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同时 比较 虚 部 ,还 能 得 到 


7 sin(6n4-1)8 sin(6n+5)0 
6n4-1 6n4-5 


n=0 
sin50 sin70  sinll0 
5 7 11 


c Int PA — lntan cA 
2/3 |^ ^^ 18 * 3 6 2 


1 0 0 
二 tan 一 1 十 一 = tan = 


1 J3 2 E 2 


—— ln 


28 1 8 0 


1— —tan- — tan 


v ^ 3 E: 2 
Zu bd. 


= sing 一 


ll 


i E 
2V3 V3 (1 + tan? 3 -4tan 


1 V3 4- 2sin 0 
— LA 11.55b 
2/3 M d- sn ( 


第 十 二 章 Fourier 积分 与 Fourier 变换 


812.1 Fourier 积分 


12.1.1 由 Fourier 级 数 到 Fourier 积 
令 函 数 f(x) 当 |z| — oo 时 足够 快 地 趋 于 0, 且 friz) 是 以 了 为 周期 的 周期 函 
数 , 在 -T/2 < x <T/2 的 区 间 上 与 f 重合 . WR fr 满足 Dirichlet 条 件 ， 则 对 于 
任意 r 有 
1 


ee T/2 
a um 2rikr/T eem ,-2rük£ /T . 
fr (x) > cke f Ck IM f(&)e dé 


k-—-—oo 


所 以 , 对 于 lz| < 7/2. 有 


UENES E 2n ds Q2nik(z—£)/T | 
fea FS NI agl. (124) 
4 wy = 2kn/T, Aw = 2n/T 以 及 
un s aq iu(z—£) 
gws T) = z | ,,, Oc" de, 
则 (12.1) 式 就 变 为 
ET -5 PES lz| < T/2, (12.2) 


对 于 大 的 ,可 以 把 此 式 看 成 将 区 间 (—7 7) 作 等 间隔 划分 时 的 Riemann M. Al 
此 (12.2) 式 中 的 和 本 质 上 就 是 w 由 -co 到 co 的 积分 . 同时 ,因为 了 一 co, 9 的 
表达 式 也 变 成 5 由 -co 到 oo 的 积分 (假设 积分 存在 ). 这 样 , 就 得 到 函数 f(x) 的 
Fourier 的 积分 表达 式 


j fe TA 
f(x) o y F(w)e""* du, (12.3) 
其 中 p. p 
Fu) = | fO. (12.4) 


公式 (02.4) EXT. F X f 的 Fourier 变换 , 而 (12.3) 式 则 指出 了 如 何 求 Fourier 2E 
换 的 反 演 , 即 如何 由 连续 谱 F(w) 重 构 f(z): 


F(w)-.7(f(z)-/f().  f(z)- (FQ). 
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为 了 证 明 (12.3) R, 我 们 需要 注意 , 该 式 中 的 积分 必须 理解 为 


R 
im f F(w)je "dw. (12:5) 
R 


Roo]. 


假设 f e -五 (-co,cco), W F FE. 将 下 的 定义 代入 , 并 交换 积分 次 序 , 我 们 得 到 


x [rores if om frc 


NE in snH(E—x.. n Ry 
-| nA Peut dy. 


因为 sin Ry/(ny) 是 Roc 时 的 5 型 函数 族 ， Jim [sin Ry/ (y)] = (y), 所 以 对 
于 很 大 一 类 函数 这 个 极限 是 f(x). 

HRR f(z) 具有 奇偶 性 时 , Fourier 变换 又 具有 特殊 性 . 例如 , 若 f(z) 为 偶 函 
XX, BH f(-x) = f(x). 则 根据 (12.4) R, 有 


F(w) Noui ( coswé 一 isinu£) d£ — "HERES f(E) cosw£ d£. 
BRA F(—w)- F(w). 因此 由 (12.3) AXA 


z "HM F(w) cos wx dw. 


这 时 我 们 便 将 F(w) RA f(x) 的 Fourier 余弦 变换 , WA F.(w). BI 


c(w) — Z if(x)) = "HS E) cos w£ d£, (12.6) 
= Z (F(w) = V w) cos wz dw. (12.7) 
同样 , 如 果 f(x) 是 奇 函数 , 即 f(r) = WE F(—w)- —F(w). 从 而 


Af n oa pu i durada 


$ iF(w) = Fs(w ) N 则 
Flw) = Z (f(x) "EE ES £) sin we d£, (12.8) 


= Z (F(w)- Sr w) sin wg dw, (12.9) 


F,(w) 称 为 f(z) 的 Fourier 正弦 变换 ， 
K 12.1 和 表 12.2 中 分 别 给 出 了 部 分 初等 函数 的 Fourier 余弦 变换 和 Fourier 
正弦 变换 . 


© sin Ry/(my) 称 为 Dirichlet 核 , 可 以 参见 《数学 物理 方法 专题 — 数理 方程 与 特殊 函数 ) 的 第 六 章 . 


812.1 Fourier 积分 


353 


表 12.1 部 分 初等 函数 的 Fourier 余弦 变换 


ta Fe(w) 成 立 条 件 
2 si 
n(a — z) "EL asd 
emoa peee] o 
m E 
i 1 [cosa(1—u cos a(1--w 
E zl m em | a>0 
979 /2 1 
T 1-4? 
1 7t w T 
TERN GPS uL —w//2 Je 7) 
1 十 Z4 V 3* sin (75 1 
s — ens 
cosh nz pz "y 
e 7/2 e 72 
sin Z : ( cos w? sin 5 
- Vi\ 2 2 
2 1 Và > 
cos — z(o 2 十 Sin =) 
v— » 1 B 1 
pu ge ag jun dy) Rev»-1 
v0 


R 


例 12.1 求 函数 


f(x) = arccot px 与 glz) = arccot pz? 


的 Fourier 变换 ， 其 中 参数 D > 0. 
解 因为 f(z) = arccot pr ERAZ PLA 


m— 1 —iwr : 2 e : 
F(w) = T e ™ "arccot pr dr = —i =d sin wg arccot px dx 


一 De 


2 COS WIT 


1 co p [> 
= -w= 一 — cos wg arccot pa 2.5 CT 
T w 0 w Jo l+p’r 


= TE (1 = anii], 


(12.10) 
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表 12.2 部 分 初等 函数 的 Fourier 正弦 变换 


f(z)r20 Fi(w) 成 立 条 件 
e V -- 
n i+w? 
1 B 1 1 m 
ezV2n—] syn e»V2—]1 wyn 


J 1 
ney a tanh WS —1 


Ze- /2 we /2 
sin QT 1 a+w 
TEME ——l1 
3 us n a a>0 
z(1—22)” n-ar) gp 3" -wl Rev > —1/2 


最 后 的 积分 可 以 用 留 数 定理 计算 , 例如 见 (7.56) X. 
上 述 结果 也 可 以 看 成 f(x) 的 Fourier 正弦 变换 : 


F,(w) =iF(w) = "EE e z ole). (12.107) 


这 里 去 掉 了 指数 函数 中 的 绝对 值 符号 ， 是 因为 在 正弦 变换 中 已 经 限定 w > 0. 
同样 ， 因 为 glx) = arccot px? 是 偶 函 数 ， 所 以 


boy". 2 [? 
G(w) — Vm j e """arccot pz? dz = 4/ 二 Fi cos wg arccot pz? dx 
一 De 


2/1. a| , 2p f” z sinwz 
= 4/— | — sin wz arccot px | up 2,4 dz 
TU 0 w Jo l-cp'r 


= VT LN 


二 Jm (12.11) 
这 也 能 看 成 g(r) 的 Fourier 余弦 变换 ， 即 
Gw) = G(w) = Vn oiv sin — (12.11^) 


w 


例 12.2 已 知 正弦 积分 
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试 计算 
— 2 £5. : 
4 (si(pr)) = "HI sin wz si (pr) dz, 
0 
2 f” 
F (si(pr)) = "Hii cos wz si (pr) dz, 
0 
其 中 p > 0. 
解 因为 : 
inf B ci 
TEE 
pc t T t 
所 以 有 
2 oo 
F (si(pz)) = "Hi sin wz si (pr) dx 
0 
o8 : 
= 2 (oi coswzsi(pa)| e f coss SEPE qz 
us w o wo T 
142 -Fag f pre SNR Sea, 
l m UR 
w 9? Ww P, 
mf d fn E (12.12) 
Ys w= p, 
w <p, 
Fa {si (px)} -Ar cosuwzsi(pr)dz = — x COS UT VERE dtdz 
1 eo sinpr 
二 一 4/ 一 2 (2 sinuzsi(pz)| x sin wz dz 
w o UU Jo z 
o4 Br cos(p — w)z — cos(p + w)z 
~ .2w V n Jg x 
2 
Eua, pžw>0, 
20V m. [p-a] (12.132) 
-oo (对 数 发 散 )， p=w>0. 


当 w=0 时， 需要 到 si (zx) 的 另 一 个 表达 式 


7/2 
si (z) = -f e 7995! cos(z sin t) dt, 
0 
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因而 就 能 直接 计算 得 
Aso) - V2 sa 22 (sco 
421 l [> 7**95! cos( sin f) dt dz 
xU m e **95* cos(z sin t) dz dt 


-42: Fini cost dt = PE 一 。 (12.13b) 
例 12.3 已 知 余弦 积分 


cilz) = -f E dt, æ c0, 


试 计 算 
Sta tps) = "HN viaa (pado 
St Td (pa) — "B f "usats, 
其 中 p > 0. 
* s cos t cos pt 
ei (pz) — i. dt = { SP dt, 
所 以 


9. qe 9 f> «o0 " 
A^ {ci (px)} "E a sinwa( | E at)az 
0 m ; 
r= mm (f sin wz dz) dt 
cu Prin 
wV Tt Jo t 

| 1 "HN cos pt — cos(p 十 w)t " cos pt — cos(p — w)t di 
~ 2wV m 0 t t 

1 /2 一 

2w 7t p p 


oo (对 数 发 散 )， pesa (12.14) 
0, "T 


1 
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-— 9 q" 2- oa Sem t 
A {ci (px)} = if cos wg ci (pr) dz = "o coswe( f me atas 
7t Jo 7t Jo - t 
2 femp 
"E REUS 人 COS WT az) dt 
T Jo t 0 
1 /2 [*? cospt 
= H / COSPI sinwtdz 
Ww TE.. 0 t 
1 [2 i. sin(p + w)t M sin(w — p)t dt 
1 f« 
NUM rai (12.15) 
2p \ 27 


0, uU « p. 


12.1.2 有关 Fourier 积分 的 几 个 重要 定理 

下 面 不 加 证 明 地 介绍 有 关 Fourier 积分 的 几 个 重要 定理 . 尽管 后 面 的 计算 中 不 
见得 需要 直接 引用 这 些 定 理 , 但 了 解 这 些 定理 , 对 于 理解 Fourier 积分 和 Fourier 变 
换 , 肯定 是 有 帮助 的 . 

Riemann-Lebesgue 定理 设 函 数 f(x) € 7i(—oo,oc). Bil 


Jim 人 f(z)e dr = 0. (12.16) 
Fourier 积分 收敛 性 定理 I 车 函数 f(x) € 1(—oc, oc). Bill 


ad 


的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 给 定 的 5,， 有 


ó 2l 
jim 1 [f(x +y) + f(z — y) — 2a] Yay 
=o Jg ”1 


Fourier 积分 收敛 性 定理 五 车 f(z) € i(-%,%0) 是 在 含有 r 点 在 内 的 某 
区 间 内 的 有 限 变 差 函数 ， 则 
3 UG) ) 十 f(z—) -if af f(t) cos A(z—t)d (12.17a) 
E f(z) 在 区 间 (a.b) 内 连续 且 有 限 变 差 , 则 


ES 3 dA /. f (t) cos A(z —t) dt, (12.17b) 
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且 积 分 在 (a, b) 内 的 任意 区 间 上 一 致 收敛 . 
Fourier 积分 收敛 性 定理 M WE f(z) € i(—oc.oc), 如 果 对 于 某 个 正 数 ô, 


积分 


1 Fs) t f(e — y) -ae 2€ 
0 y 


存在 (特别 是 , WR f(x) YE v 点 可 微 ), 则 (12.17b) 式 为 真 . 
Fourier 积分 收敛 性 定理 IV 设 f(0/(12- |t) € Zi(—-9o,oe). $ 


-if fs jm sin zy dij 


1 
Wr 1 一 Le JN no E ay -if fü jay 


7t 
i 
f(t) 在 t=zx 点 的 邻 域内 满足 定理 12.2 或 定理 12.3 的 条 件 , 则 


; [f(z4-) + f(z-)] = l [a(u) cos zu + b(u) sin zu] du. 


812.2 Fourier 变换 的 Parseval 公式 


假设 函数 f(x) 与 glx) 的 Fourier 变换 均 存 在 ， 即 


Plu) = UY) = m | feta, (12.18a) 

G(w) = 71{9}(w) = = A g(£)e EdE, (12.18b) 
同时 , 它们 的 反 演 是 

f(z) = 9 (F)(z) ala" Jel"*du, (12.18c) 

glz) = F (tGyz)- v Fa wje tdw, (12.18d) 


于 是 


oo 
/xc x)g(x)d xf. Ms uer Gl(o do 
1 ed i(w--o)r 
= w)dw ` Gloda] p erre Edm 


vef G(co)6(w + e)da 


w)dw, (12.19) 
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[rows [as f Gems f” ate tas 
F f( 220 g(y jay| 去 JE e i" gu 


2 "i (jäs [^  g(y)b(z + y)dy 
2 f(x)g(—z)dz. (12.20) 


类 似 的 关系 式 还 有 


人 E f(z)g'(z)àr = 一 d: [^ | f a G(o etaa] 
z4 f "n Fw) tdw L G*(g)e iordo 
ee gsx "dz| 
- i: F(w)dw IL. G" (a)8(u — a)da 


= f Feo cas (12.21) 
特别 是 , 取 f(z) = gle), RAZ 
f etas f" FP aw (12.22) 
另外 , 还 能 得 到 
i. fiz)G(a)da = ir afr Fw era [7 g(£)e* d£ 
= [reae gal/ eas] 


-f Fw we g(£)(u; — £)d£ 


sj. F(w)g(w)dw. (12.23) 


注意 这 里 的 g(w) 应 理解 为 将 函数 ga) 中 的 自 变量 z 改写 成 o. HAH, G(x) 则 
是 将 G(w) 中 的 自 变 量 w 改写 成 r, 就 是 将 (12.18b) 和 (12.18d) 两 式 改 写成 


Gi) = S igiz) = ES T ~ Eea, (12.18b/) 
dtu) S tu X] G(ze'"* dz. (12.18d/) 
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(12.19) — (12.23) 式 均 称 为 Fourier 变换 的 Parseval 公式 . 在 推导 这 些 公式 时 ， 都 
用 到 了 交换 积分 次 序 , 因而 都 要 求 函 数 f(z), g(z) (相应 地 , 函数 Fw), G(w)) 满足 
一 定 的 条 件 . 这 里 不 做 仔细 的 讨论 . HHAESU UL. 如果 函数 f(z) 与 gla) 都 是 (在 
区 间 (一 00, 00) E) 平方 可 积 的 ， 则 上 述 诸 式 均 成 立 . 而 如 果 从 广义 函数 的 角度 来 
看 ,这 些 等 式 自然 在 广义 函数 的 意义 下 都 成 立 . 

类 似 地 ,对 于 Fourier 正弦 变换 ,也 能 证 明 


f fæle = f F,(w)G;(w)dw, (12.24) 

0 0 
ý zr)? dz = d F (w ? dy, -25 
] wea f och (12.25) 
jloGszdz= | F,(w)g(w)dw. (12.26) 

0 0 

对 于 Fourier 余弦 变换 , 也 有 

[. f (x)g* (zdy = g F.(w)G7 (w)dw, (12.27) 

Jo 0 
ER LE (u)|? du, (12.28) 
ESO omm (12.29) 

Jo Jo 


援 用 上 述 Parseval 公式 , 可 以 计算 某 些 特定 形式 的 积分 . 
例 12.4 作为 应 用 Parseval 公式 的 最 简单 的 例子 , EX f(x) = nla- lel), g(z) = 


n(b — |x|), NU 
F(w) 1 "n oiwz g T 
w) = —— dz —4/— ——, 
vy 27 Ja T uU 


G(w) 也 有 类 似 的 表达 式 ， 于 是 应 用 (12.19) 式 或 (12.21) 式 , 即 得 


2 [?? sinaw sin bw min(a,b) . 
dw = dr = 2 min(a, b), 
T J- w w — min(a,b) 


或 者 直接 写成 


Í ea | (12.30) 
—oo 


r2 


oc 


例 12.5 计算 积分 | ln 
0 
解 因为 ( 见 表 12.2) 


— (sinar | 
ZI = — ln 


x 


a+r b+r 


— arts dx, 其 中 a > 0, > 0. 


b—zr 


3 < s 
a—w t 2m 


UI gam. 1 
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所 以 , 根据 (12.24) R, 有 


f» 
0 


例 12.6. 计算 积分 Í arccot pr arccot qz dr, 其 中 p>0,g>0. 


Se 上 面 的 例 12.1 中 已 经 计算 过 arccot pr 的 Fourier 正弦 变换 ， 因此, 根据 
(12.24) 式 , 就 能 求 得 


atr 
=F 


b+ * sinaz sin br 
"| Te dz = m f Smar Sm dg — n? min(a, b). (12.31) 
b- 0 g x 


EN m [9 1—e-"P]-g-w/a 
i arccot px arccot qr dz = / du 
0 2 Jo [2 Ww 
1—e-w/P)(1—9e-w/4) ° 
= 了 E: A e ) ; | g [(1-e=/)(1 aer t) 
T 1 1 dw 
Eom le-w/P(].ge-w/a ew =p Ead 
3 L E (1—e ) + =e (1 ) * 
= JE m(1+2) e "031 (12.32) 


r2 
例 12.7 计算 积分 l arccot 3 z arccot 2— dz, HP p» 0, q 0. 


aj 
解 上 面 的 例 12.1 i arccot pr? 的 Fourier 变换 ， 因此 有 
Fef arccot zz) = VER eren sin wp, 


根据 (12.27) R, 就 有 


ÉÁ r? r? ^? sin(wp) sin(w 
n arccot sz arccot —; dr 2n f sinp) gita e "(r*) dw 
0 2p? 0 


ll 


20? w w 
^OO Aiwp  4-—iwp pni n 
- F elwpP gp plwg elwgq e (»*4) dw. 
0 w sf 
我 们 可 以 计算 出 积分 
a e-ar_e Bz erem E 下 [(e7** —e-67)(e-Y* —e-92)]' " 
0 g r " ü 
oo . au. e TE eir 
= Í (一 ae ?* 4 ge P7) ——— it 
0 T 
oğ e^o e-Ór 
ye 
0 T 


= (a+7) ln(a+7) — (a+) In(a4-8) — (8+7) n(8+7) + (8+8) In(B 4-6). 
(12.33) 
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在 其 中 代入 
oa-p(l-i, 8-9p(1-i) y-9(1-), ó-q(1-i), 
就 能 得 到 
1 i 
TR bn) ee lp ) | inp) + 5m2 z 


1 1 
= (p+q) Lr + 2 in2 一 4 — i(p--q) Lo T 3 ln2 + 2 


(84-8) In(84-80) = (p+q)(1+i) [mo+o + 3 n2 + =] 
= (pH) [nipeg + +52- 了 二 i(p+g ) [mise E 3 In2+ z], 
j= 


(a+6) In(a+6 [(p--q) 一 i(D 一 q)] É In(p? -q?) += : 5 n2 — iarctan = 


pcd 


p+g 2 2 é p—q 
= ——t]In(p*4- 一 ln 2 — (p—q) arctan 一 一 
z (P) (p—4) »r 


Pa IER. p—q p-—q 
i In + ln 2 + (p+q) arctan —— |, 
| z mn»-4)t75 (p--4) = 


(8+7) In(B+7Y) = [(p-) + i(p—4)] [; In(p? +q?) 十 > ln2 十 iarctan ed 


一 PTI npg’) | PHS na (p—q) arctan 7 


+i ES In(p? 4-q?) + s In 2 4- (p4-q) arctan = ' 


p-q 
综合 以 上 结果 , 我 们 就 求 得 


oo 2 r? 
q 
f arccot —— 2p 5,5 8rccot —— dr 
0 


2g? 
= F fo- q) m 十 gror 2(p—q) arctan yd (12.34) 
例 12.8 计算 积分 [s i(pr) si(qr)dr 与 [ 5 ci(qr)dr, 其 中 p> 
0, q>0. 
f 关于 si(pr) 的 Fourier 正弦 变换 已 在 例 12.2 中 给 出 ， 所 以 ， 根 据 公 式 
(12.24) 有 
T ding s "IE M NE 
t si (pr) si (qr) dr = 5 Laia UU Tu (12.35) 


同样 ,ci (px) 的 Fourier 余弦 变换 见 例 12.3， 故 亦 有 


e yp [o9 do m it 
ci (pz) ci (qx) dr = =f = j (12.36 
| 2 max(p.q) w? 2 max(p, q) ) 


512.2 Fourier 变换 的 Parseval 公式 363 


再 利用 si (pz) 的 Fourier 余弦 变换 ( 见 例 12.2) 与 ci(pz) 的 Fourier 正弦 变换 ( 见 
例 12.3)， 又 能 进一步 推出 


oc 3 : d 2 
n p Et CN MEL I LUNES e (12.37) 
o  lp-w| ]|g—-w|w* max(p,g) 
oc 2 2 2 2 2 
Ip «^|, Jd -| de n 
l l = 1 12. 
/ "OP > —q uw max(p,q) ii 


我 们 还 能 计算 | " si(pz) ci(qz)dz. 不妨 先 假设 p> o 这 时 根据 si (par) 与 
0 
ci (qx) 的 Fourier 正弦 变换 ， 有 


n . 1 wu? — q? dw 
i si (pz) ci (qr) dz = F1 In a 
1 2  42]|99 oo i 
benjie 7 2 + J 5 z dw 
2w p p w q 
1 pp 1l. ph 
ES In ln 12.39a 
2p q? 2q p-q 
X p=q 时 , 可 按 rHopital 法 则 求 极 限 : 
1 si (qx) ci (qx) dz 
0 
1 2—g 1 1 
= lim ( mea NIS moe ) = -In2. (12.39b) 
p—4 \ 2p q? 2q p-q q 
WR p < q， 则 可 利用 si (px) 5j ci (qx) 的 Fourier 余弦 变换 ， 从 而 求 得 
EX : 1 [?*. w+p dw 
f si (pz) ci (qx) dr = sí In ues 
1, w-c-pl^ 1 f[?1 1 1 
E In | dw 
2w w= Pilg 2Jq wNwdtp w-—p 
l1. pro Logor 
= — Ìn +l : 12.39c 
2q q-p 2p q? l ) 
还 可 以 把 这 几 种 情形 合并 起 来 , 写成 
1 ?—gq| 1 
e lg vs NM me pä 
f si (pr) cifgz] dr = p 3 q dp (12.39") 
0 


= ]n2, pg. 
q 
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812.3 Fourier 变换 的 卷 积 公 式 
类 似 于 Parseval 公式 的 推导 , 还 能 导出 Fourier 变换 的 卷 积 公式 : 


A F(E -aa = 去 | af n aetas [^ à Glo gia (z—£) 
= E om f se 


— T F(w) dw E Gí(o) é** B(u — a) da 


Es E F(w) G(w) e"* dw, (12.40) 


_ F(o)GWw-0)do = 去 ~ a Fo füyecttás f oye 7mmay 
E E 
ir f(x) "m g(y)e !"* dy i. e ic (2-9) dg 


E fejas f g(y)e '"" B(z — y) dy 


E T f(x) glz) e dz. (12.41) 
作为 它们 的 特殊 情形 , 还 可 以 在 (12.40) 式 中 代入 z = 0, 或 是 在 (12.41) 式 中 代入 


u —0, 得 
| rescos- f. F(w) G(w) du, (12.42) 


nos ia f(x) g(z (12.43) 


它们 就 是 Fourier 变换 的 Parseval 公式 ， 见 前 面 的 (12.19) 和 (12.20) — X. 
例 12.9 计算 积分 f(z) = 5 Ee 


cosh né 


解 这 个 积分 可 以 看 成 | olx) v(x)e dz 型 的 积分 ,因而 有 可 能 应 用 卷 


积 定理 而 计算 出 ， 
取 ó(x) = e-inz^ y(r) — 1/ cosh nz, 由 表 12.1 可 以 检索 得 人 


ei2rré qe, 


1 
coshzzr 2r cosh(w/2)' 
@ 因为 这 两 个 函数 都 是 偶 函数 , 它们 的 Fourier 变换 与 Fourier 余弦 变换 相同 . 而 1/ cosh rrz 的 Fourier 


变换 可 应 用 留 数 定理 计算 , 见 第 六 章 的 例 6.6; e 77^ Qf Fourier 变换 , 亦 可 通过 自 变 量 的 变换 化 为 下 HR 
数 而 求 得 . 
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所 以 , 按照 (12.41) 式 ， 有 
oo sing? : co Ai(w—o)?/(4m) . 
1 : e |" dE = : Í £ E do. 
_w Cosh nE 2m J œ cosh(o/2) 
作 代 换 w = 2nz, o = 2rt， 即 得 
oo e-in&? T" ! oo ein(z-0? 
r) 三 Mat 77a -em[ T — 19 
f(z) K cosh né * s=% _w Cosh nt q 
oo i 2 
— einz? pua f e™ e net gt 
-ə Cosh zit | 
即 
ei pig) = eI [9 or ect qt (12.44) 
` Las Cosh re j 
再 将 z 改写 为 z 土 i/2， 又 有 
irr(z 十 i/2)2 in/A co iml i2zczt rt 
—1TUu r-Til ? s = ym, —127Ur TU b 
e f(z+i/2)=e mem e™ dt, 
e-in(z-i/2) f(x 一 e in/4 1 eint e`i2nzt o-nt qf 
: Las Cosh zd f 
两 式 相 加 , 得 
ecinie-Hi/2* jz 十 i2) +e "(1/2 f(z —1/2) 
oc , oo 
ES denn f gin (£^ - 221) qq E 9 g-in/Ag-inz? f gin t-2)* qr 
一 co 一 ce 
oo 
E 2 e -in/Ag-inz? J eit dt — 9 g-inz? 
即 
efle -- 1/2) Fe ™ f(e —1/2) & 2e 737/05. (12.45) 
在 上 面 的 计算 中 用 到 了 
m 2 Di 2 1 
sin ztz^ dz -«] cos da = =>. (12.46) 
L iK 万 
男 一 方面 , 由 f(x) 的 原始 表达 式 又 能 直接 写 出 
f(z +i/2) + f(z—i/2)— 2f g n6 nel de = 277 ein/s (12.47) 


—oo 
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这 样 就 得 到 了 关于 f(x t i/2) 的 一 对 代数 方程 , 消去 f(z — i/2) 即 得 
(qae E gc Pm) f(x 4 i/2) - 2e-in/4 (1 " ein gem. 


将 上 式 中 的 x 改写 成 x — 1/2, 略 加 整理 就 得 到 所 要 求 的 积分 


f(z) = E Lad Site a (e^ - iem) (12.482) 
^ J- cosh nE cosh nz i f 
分 别 比较 实 部 和 虚 部 ,还 有 
?* cos nE? cos 27tr£ " " 1 
i. ceiling dé = mnm (sin TT” 十 vl (12.48b) 
®© sin nE? cos 27tr£ 1 cie cdi 
Í. cosh zt£ AM cosh nz (coser A) (12,48c) 


Kg" ”讨论 由 (12.48a) 式 可 以 导出 f(e 21/2), BP 


oc us e-in/4 


tila = -in£? ,—i2nz£ ge 一 ( _ p TUE ani ; 
f(z via) L cosh n£ © À A sinh nz bcd j (12.49) 


一 元 e-i7/4 


oo E n - 
f(x—i/2) = Í Š eTiTE? o7 i2nat d£ = ———— (1 — e"? gr ) (12.50) 


s Cosh né sinh ng 


或 者 分 别 比较 实 部 与 虚 部 ,得 


oc ent 
/ cosh n£ ( cos n£? cos 2nzE — sin n£? sin 2nz£) d£ 
Lu C08 


1 
B V2 sinh nz 


oo Pu 
J ; ( cos nE? sin 27rzE + sin nE? cos 2€) d£ 


È — e7 ™ ( cos nx? + sin nz?) ; (12.51) 


og Cosh t£ 
" as [1-6 7 (cos i — sina?) (12.52) 
T x ( cos n£? cos 27tr6 一 sin n£? sin 2nz£) d£ 
pi. E E |: e^* ( cos tz? + sin nz?). (12.53) 


oo @—7é . 
/ cosh né ( cos nE? sin 27tr£ + sin nE? cos 2nz£) d£ 
L od 
1 
I 1— e"*( cos tz 
V2 sinh nz | ( 


将 (12.51) — (12.54) 式 中 的 r RR r, 而 后 对 应 相 加 、 减 ,又 能 得 到 


2 


— sin nz). (12.54) 


oo nE 
e 2 a 1 2 à 2 
一 一 一 一 270 = — 8 S ; : 
J. ET cos nE? cos 27tr£ dE cens + sin nz’), (12:55) 
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oo ene 
J sin r£? sin 2nré d£ 
一 GO 
1 
= 一 一 -一 一 一 |1 coshnz(cosnr? + sin nz? | 12.56 
V2 sinh nz | ( ) ( ) 
T S sin nE? cos 2nzE d£ = i — sin nz’), (12:57) 
Log COSH NE Io 
oo TE 
/ m cos nE? sin 27tr£ d£ 
1 
E s pone n — cosh nz ( cos nz? — sin nz?)]. (12.58) 
sinh nz 
[sg cont? costratdt = T (cos? 2) (12.59) 
cos cos 27tr = — ( cos nz’ + sin nz’), 12.: 
-o COsh nE V2 
o6 Ge 一 TS 
J cosh ne sin nE? sin 27cr& dé 
Las COS 
= | — cosh rtr ( cos rt? + sin nz?) (12.60) 
sinh nw 
E ar 1 5 
/ Tm. sin nE? cos2ztr£ d£ = Jue nz? 一 sin nz’), (12.61) 
J- cosh 
oo e- 7$ 
J hod cos nE? sin 27tr£ d£ 
Las Cosh m 
1 , 
= 1 — cosh mz ( cos nz? — sin nz? | 12.62 
V2 sinh zur | ( > ) ( ) 
oo —in£? E 
例 12.10 计算 积分 glz) = | Eg ae. 
-æ Sinh nE 


NE 显然 有 


je Ji sin 27tré eine dt = -2 | sin 27tr& eine d£. 


a, Sinhné 0  sinhm£ 


这 个 积分 可 由 例 12.9 中 已 有 的 结果 推出 . 
首先 注意 到 例 12.9 中 的 f(z +i/2)， 有 


ax ent 


f(z +i/2) = gin +2z6) 


v 一 Do 


coshmé ` 


oo EO 
= / e (5 2789 (1 + tanh r£) d£ 


Se 


oo 
3 : 2 : 03 2 : 
eg RP gine -2i f e "5 sin 27rzE tanh r£ d£, 
0 


利用 (12.49) 式 已 经 算出 的 积分 值 , 因而 就 有 
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oo oo inje £4 一 Nun e mt Án 
ie sin2rze tanh n£d£ = £ 2 
f e sin 2nzé tanh né d£ 2 iris e 
ein/4 8 
= ————— [1-e"* eoshmz J. 12.63 
2 sinh nz ( € ER ur) ( 
另 一 方面 , 注意 到 ( 见 第 六 章 例 6.17 的 (6.62) 5X) 
Si "* sin27m£t 
tanh rr = F — = 2| = dt, 
m Jy  sinht/2 Jo sinhat 
于 是 , 又 能 将 (12.63) 式 右 端的 积分 改写 为 
oo : eoo F 5 oo si 
erirs sin 2nxE tanh n£ d£ — 2 e 75. sin 2nzE d d et dt 
& & d£ EdE 
0 0 o  sinhmt 
oS dt g —in£? " 。 
£9 一 一 一 一 e sin 27rtc sin 27t£ d£. (12.64) 
o Ssinhxt Jg 


但 因为 
Fi erire sin 2rd£t sin 2rrE dé 
0 
= f e mi [cos2n(x — t)£ — cos 2n(x + t)£] d£ 
0 


一 i J "md | cos 2n(z — t)& — cos2n(z + t)£| d£ 


2 J æ 
L 7P uo 
e J eing [e 2n(z-t)É _ e seet ge 
UO 
,-im/4 . à 
ii e T gin gin (e t = ad 
š ia o 
= e/t ent eint sin oret, (12.65) 


综合 (12.65) Ej (12.63) 两 式 的 结果 , 就 能 将 (12.64) 式 化 为 


oo aint? in/A . 
, MON e > 
—ein/Aqina? uu sin 27tzt dt = ————— (1 — einrz” cosh nz). 
0 sinhxt 2 sinh ztr 
即 
eint? 1 PEEN! 
J - sin 27trt dt = 一 一 一 一 一 ( cosh nz —e "77 |: 
o Ssinhzt 2 sinh nz 
比较 实 部 和 虚 部 , BIS 
“29 cos Tti? cosh nx — cos tz? 
f OST sin2mztdt- STT (12.66) 
o sinhat 2 sinh ng 


99 singu? sin nz? 
f 2 sin2nzt dt = ———— (12.67) 
o sinhat 2 sinh nz 
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这 正 是 所 要 计算 的 积分 


oo g-in£? " co g-in£? 
g(r) — J e`inaE de = —i / —— — sin 2mré d£ 


æ sinh zt£ œ sinh nE 
oo 2 P 2 
: costé” — isint£^ , 
EE / - sin 27[ZE d£ 
ded sinh r£ 
i ; - , 
= |(cosh TT — COS nz?) —isin nz? 
sinh rr 
i "-— 
Ea ( cosh Tur 一 e ) (12.68) 
sinh zt 


0 ”讨论 仿照 例 12.0 的 做 法 ,也 能 得 到 


oo nE 

e -— 

v.p. I (eos nE? cos27tr£ — sin r£? sin 2rrz ) d£ 
-o Sinh né 


—TUL 
UM ES a 
5 a M ( COS TUI 


4 .2 
cosh zur V3 c SIN 7Ur ). (12.69) 


oo ens 
- ( cos nE? sin 27rrE + sin n£? cos 2nz£) d£ 
-so Sinh z£ 


pP 


oo -nE 
v.p. / i: ( cos TE? cos 2nrE — sin nE? sin 2nz£) d£ 
a; Sinh mE j z 


1 | : 
= sinh zw + 


cos tr? — sin m?) ' (12.70) 
cosh nr 


1 ere 


~ cosh cr vy ( 


cos tz? + sin nz’), (12.71) 


oo e 75 . 
/ ( cos nE? sin 2rtr£ 十 sin t£? cos 2nz£) d£ 


J 4 sinh né 
: inh ma P ( cos rx? — sin nz?) (12.72) 
= — ——— |sinh zu 一 sTUr^ — sin na : 
cosh ræ |^ V2 : T 
以 及 
E ie RE oa rei 2 ( cos nz? + sin nz?) 12.73 
v.p. COS cos27tr£ d£ = 一 (cos7 + sin zr), oe 
P J= sinh t£ 2 E j ( ) 
oo mE . t I av . ; 
/ —— ——2 sin n£? sin2rr£ d£ = — ( cos rr? + sin nr’), (12.74) 
Las Sinh mé /2 
L g sin nE? cos27tr£ d£. = xs ( cos rz? — sin nz?) (12.75) 
go Sinh nE V2 i ` l 


eo TE 2... il 2 " 2 
cos né” sin27tr£ d£ = tanh tr |1 — — (cos — sin nz?) . 


oo Sinh r£ /2 
(12.76) 
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oo eng 
v.p. i ET. cos nE? cos 2nrEdE = m ( cos rz? + sin nr?), (12.77) 
ja sr sin r£? sin2rtr£ d£ = C ( cos nz? + sin nz’), (12.78) 
a diu sin nE? cos2ztr£ d£ = E ( cos Tr? — sin yix). (12.79) 


99 gui 1 ; 
J. Au cos nE? sin 2rtr£ d£ = tanh zx |1 — T (cos rz? — sin nz?) |. 


(12.80) 


812.4 T 函数 的 Fourier 变换 
作为 本 节 讨 论 的 出 发 点 ， 需 要 用 到 积分 


R aA 2- nT (p-1) 
2 5 i50 一 D2 一 万 . 
S (e 96-2 ^ TIPO (978 


Rep»1. (12.81) 


这 个 积分 实际 上 在 例 7.5 中 已 经 计算 过 , 不 再 重复 , 只 是 需要 明确 一 下 公式 成 立 的 
准确 条 件 是 Re p > 1. 各 种 不 同 解法 过 程 中 ,可 能 还 出 现 了 其 他 限制 , 例如 要 求 
Re (z—p) > -2. 但 容易 看 出 , 根据 解析 延 拓 理论 , 这 个 限制 可 以 去 掉 . 

例 12.11 可 以 从 Fourier 变换 的 角度 重新 考察 积分 (12.81). 它 可 以 看 成 函数 
cos?-? 0 (S -101 ) 的 Fourier IHA H: 


-T cos” ~? 9 e? db = REUS 2: (12.82a) 
VT /ra i 2 l'((p-2)/2 JF (p-z)/2)' l 


因此 ,作为 Fourier 变换 本 身 , 我 们 就 有 


oc e 一 izb 9p-1 p-2 元 
- dr = 'os" * pnl —— . à 
]..ra-wmrucymtU-reu9 eo) ^ axem 


或 者 令 poc, z-2£cto-—p, 于 是 在 Re (a4-8) > 1 的 条 件 下 ， 上 式 变 为 


e i260 200 8—2 : ; B 7t 
dE Jí(a—8)8 cos2t8-2 9 一 :一 | 全 | 让 12.83 
[armoa reeg ttm). onam 


特别 是 , 340 —0 时 , 有 
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1 2a 十 后 一 2 


) P (a--£) P (8—£) We r (a+B-1) 
上 述 二 式 也 可 改写 为 


oo emis? 22a 一 2 - ON 2a-2 
i= Ho fcos < —|0]), (12.83/ 
E a pm s= Fea- (cos3) Wm We DURER) 


(12.84) 


es 1 92a—2 
J. T (a+u+é)T (a—p—é) dé = TOS (12.84 ) 
相应 地 , 成立 条 件 则 为 Reo > 1/2. 当 /=0 时 , 更 有 
1 22a—3 | 
i F(a£T(a-8 57 L(2a—-1) (12.85) 


rg die 还 可 以 将 (12.83) 式 进一步 改写 为 


oo e- irt u)t F 1 92a—2 t \2a-2 " 
1- T (a+ku+kr)T (a— ku — ka) TUE r (2a—1) (cos x) Bises UL 
(12.86) 
其 中 大 > 0. 例如 ， 当 大 =2 时 ， 有 
oc e- ic u)t 22a—3 t\2a—2 
————————— ——— — da: — ——— cos- 2n—|t|) (12. 
Fu T (a+2u+2r)T (a—2u— 2r) icy? FGacr (9) neeps (1287) 


m3 k=3 时 ， 则 有 


ce e~i(z+y)t 1 22a—2 t\2a 一 2 
al ne ee Q3 773r aD (esc) qi. A258] 
例 12.12 从 (12.83) RER, 还 可 以 计算 


®© sin(2n+1)né dé 

i sinr£ — l'(o*-p-£) '(a-u-£)' 
7 sin2nn£ d£ 

LL sinné Dl(a--gu-4-£) P (a—gu—£) 


等 类 型 的 积分 . 注意 到 


aa A — ei2nre | oi2(n—1)ne | ,.. | ei2né 1 
sin 7t£ 

pag 978€ ice gr PRE Jig RARE, (12.892) 
sin2nn£ — 


ei 2n - D)n& 4 ei(2n—3)n& JE isse]: el 
sin t£ 


Hs e iné py pes e i(2n-3)n€ TS M Dne (12.89b) 
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所 以 根据 (12.83^) 式 , 就 能 得 到 


a sin(2n4-1)7£ d£ 
_ sin mE l'(od-4-£) P (a— p —£) 


oo 2a—2 
- f am -— (12.90) 
-œ [ (a+u+6) T (a—u—E)  P(2a-1) 
?* sin 2nn£ d£ : 
i sinné T(atpt+é) T (a—u—£) =i (12.91) 
同 理 , 因为 
cos(2n+1)né = ei2nné _ ei(2n—2)né |... y (=i es eg i(Qn-2)m£ _ ,-i2nn£ 
cos nt | i ? 
(12.92a) 
sin 2nzt£ E 了 [ee _ gi2n-3)n£ |... | g-i(2n-3)n€ _ oe-i(2n—1)né (12.92b) 
cos TE i ” 
所 以 也 有 
© cos(2n-4-1)n£ d£ S „ 226-2 
i cos nÊ I (a+u+£)T (o—u—£) 2173) T (2a—1)' [RH 
^? sin 2nm£ d£ 加 
& cont Datare) oag) ^ sed 
将 (12.892) 及 (12.89b) 式 中 的 & el 6/2. 又 能 得 到 
sin(n--1/2)n£ d£ (0 ga- T 
-œ  Sin(n£/2) DI(o-gu-£)I(o—-u—-£) r(2a-1)' (12.95) 
f sin nné d£ 
J- Sin(n£/2)  (o-- i£) T (o—-u—£€) 
22a 一 2 1 29-2 .. a 9a m 
ae ue ium/2 —iyn/2Y — H 
* oce) ge Taper m yes Pac eg De 
将 (12.922) 及 (12.92b) 两 式 中 的 & 改 为 /2, 也 有 
cos(n4-1/2)n£ — ainn — ,i(n—1)né wv EDD Es 
Er e e pee Dy qe 
qug 396 DRE cL gode, (12.92a/) 


cos(n£/2) i 
于 人 dax de e 1(n—-3/2)n& EP pibe ue (12.92b’) 


sinnn _1 [etta — gin-8/2)n& 4. (L.pn-lgin/2 


于 是 也 能 得 到 


人 cos(n-4-1/2)n£ d£ MET 
-œ  €os(n£/2) T(o--gu-4£) T (a—4 —£) 


22a—2 


BS (12.97) 
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以 及 


s sin n7t£ d£ 
cos(n£/2) T (a u-- &) T i u—£) 


22o— 2 2a— 2( p " $ 
(eir? o g pma 
I'(2a—1) (Z 5) 
P P un 
=(=] s . 12. 
(—1) Fa in 2 (12.98) 


可 以 预料 ， 如果 将 (12.89) 及 (12.92) 两 式 中 的 E 改写 成 5/3, £/4,--. 还 能 得 
到 一 系列 新 的 结果 . 
例 12.13 如 果 取 
1 1 
T (aa u--z)P(a—u-z)' aas r (B+v+r)T (GB—v—7r) 


TÆ, 由 Fourier 变换 的 Parseval 公式 (12.19), WA 


f(z) = 


ES dz 
E T (a+u+r)T (a—u-r)T (8+v+r)T (8—v-r) 
22a--28—4 1 oo t4 2a-28-4 , ^ 
= Ai iut ,—ivt — tl dt 
iraa] .0 90: (8€ 


22a-4-28—4 1 T t. 2a+28—4 TEE à 
= Bl y s t. 
T 2a-1)F (28-1) 2n [a (cos 4 : 


4 0 —t/2, 并 利用 (12.81) 式 的 结果 , YE Re (a8) > 3/2 的 条 件 下 ,就 得 到 


dg 
Lm T (a-c-u4z)I (a—u—z)T (B+v+7r) LT (8—v—2) 
本 T (2a+28—3) 
 FP(2a-1)F(28—1)T (a-- 8- y —v—1)T (a+8-u+v-1)' 
例 12.14 取 与 例 12.13 相同 的 f(x) 与 g(z)， 利 用 Fourier 变换 的 卷 积 公式 
(12.41), 则 又 有 


(12.99) 


oo e t 
L. T (a+u+r)T (o—u—z)T (84-v4-z) T (8—v—2) 
292a--28—4 1 
~ F'(2a- 1T (28-1) 2n 


7t 2a—2 m 28-2 . . 
x / (cos z) (cos 27] eirTeiv(t 7) w(r—|t—r|)dr, (12.1002) 
一 元 


da 


亦 即 
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oo e-iGrtv)t 
T l(oo-u4z)lU (o—u—z)F (B+v+r) TT (8—v—2) m 
292a-28—5 Ì 


" Fa-1)F(28-1) n 


n 2a-2 一 守信 
x x (cos z) (cos =) à e (^97 q(n— |t —7|) dr. (12.100b) 


ES 1— 0， 就 可 以 得 到 (12.99) R. 而 如 果 t= +r, WA 
oo eti(z-v)n 
J. T (a+u+r)T (a—p—z)T (8B+v+r)T (8—v-zr) n 


292o--28—4 1 n/2 
~ T (2a-1)T (28-1) Ji cos?^-? à gip?—? g etilur) dg, 
i T 0 


因此 


T cos(x + v)n 
-æ l (o- ua z)T (a—u—z)T (8--v-r)T (8—v-r) 
292a--28—4 1 
" Fa-1)F(28-1)n 
I. sin(x + v)n 
-œ T (au -z)T (o—u—z)T (B+v+7r)T (8—-v—z) 
22a 十 29 一 4 1 
Tea- Dr- N 


dz 


71/2 
f! cos?^-? 0 sin??-? 0 cos2(u—v)08d0, (12.101a) 
0 


dz 


nu/2 
f cos?^-? 9 sin??-? 9 sin2(u—v)6 d0. (12.101b) 
0 


24 2(u — v) 为 整数 时 , 即 可 计算 出 右 端的 积分 . 例如 , 当 n — v 时 , 有 
oo eri(z-u)n P 
| uaea a E " 
92a--28—4 1 元 /2 "Cm 
i COS 0 sin 0 d0 
1 
-2r (a)r (8)T (a-8-1)' 
i cos(x + HT s 
Las E (a n z)T (a—u—z)T (8--u4-r) P (8—p—z) 
1 
~ 2l(o)F (A)T (e-8-1)' 
f. sin(x + p)r 
-œ E (a+u+r)T (a—u-—r)T (8+u+r)T (8— u- r) 


(12.102) 


(12.103) 


dz = 0, (12.104) 
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或 者 写成 
1 etin dz B etium 
-œT (o-u-z)T (a—u—z)T (8--u--x)T (8—u—xr) | 2T (o)T (8)T (ao--8—1)' 
(12.105) 
J = cos ng dz g COS uT 
Los F (atpytr)T (a-u—x)T (8--u--x)TP(8—-u—x) | 2T (oG)T (8)T (a-4-8—1)' 
(12.106) 
M sin nz dz "m" sin um 
-oœ T (o--u-z)l(a-u-z)L (8-u--z)T(8—-u-z) |^ 2T (o)T(8)T(a-8-1) 
(12.107) 
如 果 u-v = 1/2, (12.101) 式 变 为 
I cos(x + u)m m 
-œ T (a u-- xz) T (a—u —z) Y (8o-u--x1/2) P (8—-u—2x2x1/2) 
92a428—4 1 n/2 dia zepi 
dep sU cos 0 sin 0 d0 
1 
-Troi rt (12.108) 
r. sin(x + u)r az 
J-œ T (e i z)T (a—u—x)T (8--u4-zx1/2) P (8—u—r1/2) 
- dte ET onn: 28—2 
= T Qa-1Fr(Q8-1) Ji COS 0 sin 0 d0 
1 
= 2T (a-1/2)T (B)T (a--8—1/2) (12.199) 
WR u- v= +l, 则 
T cos(x + u)r " 
S T(a*u*z)I(o-u-z)I(8-uczrl)T(B8-n-zX1) . 
22a--28—4 1 7/2 oss D 
ml cos 0 sin 0 cos 20 d0 
" a—B 
7 -3T(e)T (É)T (a B)' VEL 
a sin(x + u)n dr 
-œT (au z) P (a— pu —z)T (8+u+rF1)T (8—u—-r1) 
eR 22a 十 20 一 4 1 m/2 A ops 
= ^"CPQa-0rQ8-1 a COS 0 sin 0 sin 20 d0 
1 
CTT ia. 
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特别 是 当 /= 0 时 ,有 
COS TE 
L. P (ao4-z)F (a—2z)T (84-x) T (8—2x) 
1 


~ 2T (a)r (8)F (a-8-1)' (12.112) 


dax 


sin 7tr 


P. T (a+r) D (a—r) T (84-x) T (8—z) dz = 0: 


(12.113) 


e COS TT 1 
[a l(arz)FI(a-z)I (Brrr1/2) T(zi1/2) . 
1 


~ 2r (a)F (8—1/2)T (a4-8—1/2)' (12.114) 


B sin nz 
J. T (a--z)F (a—z)T (8--zxr1/2)T (8—r1/2) 
1 
= 2T (a-1/2)F (B)T (a 8—1/2)' 


dz 


(12.115) 


s COS TT 
t T (a+r)T (a—z)T (8+xF1)T (8—xr1) 
a—8 
~ 2r (aT (8)F (a-8) 


dz 


(12.116) 


"s sin ng 
ral T(a+z)T (a—z)T (8--x1)Pl(8—r-X1) 
1 
7 *tF(a-1/2)F (8-1/2)T (a4-B) 


由 (12.1002) 式 还 可 看 出 , 当 上 为 整数 k=2,3,4..… 时 , 有 


dz 


(12.117) 


oc erikrur 
E T (a4-u-x)T (a—-u—z)T (8--v4-x)T (8—v—2) dde sie) 
258 = 1,2,3,.… 时 , 也 能 直接 计算 出 (12.1012) 式 右 端的 积分 . 例如 , 34 8— 1 
时 ，(12.101a) 式 变 为 
i cos(x + v) 
"a T (a+u+r)T (a—u—z)T (1-v42z)T (1-v—2z) 
2" E sin 2(x + v)r dz 
2n L. I (o--utz)l(o—u—2) zv 
22o—2 jT 
T (2a—1) x 
因此 , 援引 (12.81) 式 的 结果 就 可 得 到 


Ea sin 2(x + v)n D (r4v) T 
drt = . (12.119 
IL. T (a+u+r)T (&— p-r) P (xr-v41) Sar (a--u—v)T (a—pu-v) ( ) 


dz 


nT/2 
f cos?^-? 0 cos 2(u—v)0 d0, 
0 
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类 似 地 , 24 8 = 2 时, 也 有 


sin 2(x + v)n IL (B= 
i T (at+p+r)T (a—u-—zr) T(rz+v+2) ` 
- -2n f cos(x + vn " 
-œ [l (a uz) P (ao—u—x)T (22-2) T (27v—z) 
292a 


7/2 
ELLE ,2a—2 HEN s2 o 
T 2a-1) f cos 0 sin 0 cos2(u—v)0 db 


T [2(u—v)? a] 
T (ac u—v-c1)F (e—pgu--v4-1) 
例 12.15 仿照 例 12.14 的 做 法 , 取 


1 1 
f= T (a+u+r)T (a—- p-r)’ giz) = r( 
也 能 写 出 


(12.120) 


B8--2v--21)T (8—2v—2x)' 


oo eizt 
I. T (a--u4-z)Y (a—u—2z)T (8+2v+2r)T (8—2v —22) m 


1 92a--28—5 2n i—T42a-2 T\28-2 
= 2n T 2a— 1)T (28-1) pt (cos 2 ) (eos 1) 


x ein (t7 givr wg |t —7|) dr. (12.121) 


d$ t— me WA (12.121) 式 可 得 


oo e-izu)n á 
Neu u—z)T (8*2v42x)T (8—2v—2z) 


1 auem m tops dem FY -i(u-v)r q 
F A aae (cos 2 ) (cos) * i 
1 94a--28—6 


/2 
- :一 26 一 2 ,2a4-28—4 —4i(u—v)8 
£ 0 cos 0 dð, 
ri EN "P e | 


oo ei(z-*u)n 
ra T (a+u+r)T (ea—u—z)T (8--2v4-21) P (8—2v — 21) am 
1 94o4-28—6 
" nT Qa-D1Fr (28-1 


7/2 . 
j f sin? 2p cos? "28-4 9 etilur) dg, 
0 


因此 


a cos(x + HIT 
i T (a--u--x)T (a—p—c)T (84-2v-2r) T (82v —2x) 


1 24a -28—6 


7-/2 
- sin?a-? s20*28—4 8 cos4( — v) d8 
x Pus DPBECU n sin 0 cos cos 4(j — v) ; 


(12.1222) 
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T sin(x + u)r die 
-œ F (a ua z)F (a—u—z)TY (8--2v-2z) V (8—2v —2x) 
1 gue T us sat 20--28—4 9 c; 
= Foa- DrD 人 sin 0 cos 2-40 sin4(u — v)0 q0. 
(12.122b) 


25 A(u — v) 为 整数 时 , 即 可 计算 出 上 述 二 式 右 端的 积分 . 例如 , 当 u= v 时 , 即 有 


T cos(x + u)m à 
-œ F (a ux) T (a—u —z)T (84-2u4-22) P (8—25—22) b, 

B ass T (a--8—3/2) 

"^. y/m FT(erQ8-1Fr(ac8-2) (12.123) 


J sin(x + u)rx 
Los E (a uz) P (a—u-—r)T (84-25--2z) P (8—24 —22) 


WR ui — v 1/4 8& u — v 1/2, 则 可 得 


dr —0. (12.124) 


oo 


cos(x + u)r 
E e e RIEN 
B diris P (a--8—1) 
VR rare- Qoc8-3/2)' 
d sin(x + u)r 
E T (a+u+r)TI (a—u—r)T (8+2u+2r—1/2)T (8—2u—2r+1/2 
92o--28—5 T (o--8—3/2) | 
vn . l'(a-1/2)T (28—1)T (2a--8—3/2)' 
f cos(x + u)r 
-œT (a ui z)P (a—u—r)T (8+2u+2r—1)T (8—2u—2r+1) 
_ 2+28-5  (B—1)T (@+8-—3/2) 
E yn . F(a)T (28-1)TF (2a4-8—1)' 
T sin(x + u)r Ji 
-oo T (aix) T (a—p—z)T (B+2u+2z—1)T (8—2u—2£+1) 
92a+28-4 T (a--8—1) 


^ yn T(a-I/2)F(28-1)T 2a-8-1) (12.128) 


当 a=1,2,3,… 时 , 也 能 求 出 (12.1222) 式 右 端的 积分 . 例如 , 34 a=1 时 , 有 


j 96 


(12.125) 


; 98 


(12.126) 


oo 


dr 


(12.127) 


Ea cos(x + u)r d 
l T(lxgcz)T (1-u-z)F (8*2v4-2z)T (8-2v-2z) ^ 


EE. D sin 2(x+u)z dz 
—« 9n J S Tl (8--2v4-2z) T (8—2v—2z) z--p 
1 ge 


1/2 
Ino pe ue" 28—2 A 
= RT (28-1) I cos 0 cos4(1 — v)0 d6, 
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因此 


i sin 2(r--4)r dr i ut . (12.129) 
-æ l(842v--22z)D(8—2v—2r) r+tp T(8B+2u—2v)T (8—24-4-2v) 
同样 , 如果 a = 2, WE 
sin 2(x+p)z P (z--j—1) 
s T (8-2v-2z)T (8—2v —2x) 下 (z 十 /十 7) 
n- 28(28—1)[B(u—v)? +38 + 1] 


= T(8*3u-2»)T(8-3p43v) - (12.130) 


如 果 在 (12.121) 式 中 代入 t= 2m, 我 们 将 得 到 


oo e iir u)n " 
i P (a+u+r)T (a—u—az)T (8--2v--2z) P (8 —2v — 2r) a 


1 2 ids aper dmg TASE—R -i(u-v)r q 
n l'(22-1)T (28-1) 人 (cos 2 ) (cos 1) E i 
22a 十 20 一 5 


1 -2i(u- 2 2a-2 9 (on INET coitu i) 
Lll UL eiit 22720 (sin £y" 7 anoo 
n l'Ga-i)F G6-1) e ; cos sing e dð, 


oo e2i(z 十 AT 
f T (a+u+r)T (a—u—r)T (8+2v+2r)T (3—2v—27) 7 


1 22a--28—6 =A —97—7T42a-2 TX28—2 . 
Ee g= ,-i(u—v)r 
x T Ca- Dr 28-1) E (ee 一) (s7) e d 


1 22o--28—5 z n/2 . 04 26-2 : 
"€ (u—v)n 20-29 DU —2i(u—v)8 
= T Ga-1)T G8-1)* n COS (sin5) e dð. 
因此 
T cos 2(x + v)n - 
o; T (a uz) P (a—u—z)T (84-2v4-2z) T (82v — 21) 
1 292a--28—5 


n/2 9428-2 

ms. 2a 一 2 us LL € 

=a TGa-DFQS-D n cos 0 (sin z) cos 2(u — v)8 d9, 
(12.131) 


T sin 2(x + v)n d 
a; T (a+u+r)T (a—gu—z)T (8+2v+2r)T (8—2v —2x) i 


1 22a 十 20 一 5 1/2 € 0428-2 
soti 2a- DrD f cos 0 (sin 3) sin 2(j, — v)0 dð. 


(12.132) 
WR n — v. H (12.132) 式 立 即 就 能 看 出 


xs sin2(z + v)n E 
L. T (&a+u+r)T (a—-u—z)T (8+2u+2x)T (8-24 —2z) ima (ELE) 
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WR 一 v = 1/4, 则 可 根据 (12.131) 式 得 到 


i. sin 2(z--j)n d: 
-o E (a+u+r)T (e— ui —z) T (8+2u+2z—1/2)T (8—2u—2z+1/2) j 
1 22a—8—5/2 


~ JnT(8)T (2a48—3/2) 
若 u-—v-1/2,. 则 又 可 由 (12.132) 式 导 出 


(12.134) 


人 sin 2(z--j)n 
-œ l (a ui z) P (ao—u— x) T (84-244-2r —1) P (8-25 —2x--1) 
1 22a—8-—2 


- JnT(8-1/2)F 2a--8-1) 
在 (12.131) 式 中 也 可 代入 9 = 1,2,3,…. 例如 , $ 8— 1, 有 


daz 


(12.135) 


T cos 2(x + v)n 
-œ E (a+u+r)T (a—p—z) TT (1+2v+2r)T (1—2v—27) 
ND: i sin 4(z--v)n dz 
|». 4n J oT(atptr)T (a—u—zr) r4-v 
poe gum 
= wi cos cos 2(u —v)06, 
由 此 即 可 计算 出 
B sin 4(x+v)r dr — us 
-œ l (a uaz)l(o—u—zx) rtv | lD(ac-u—v)T (a—p-4-v) 


da 


(12.136) 


Zi 8 = 2, WE 


Ex sin 4(z4-v)r T (2v--21—1) 
i T (a+p+z)T (a— u- zr) T (2v-2r2-2) 
OX a 1 
E nmm T (ac-u—v)T (a—p4-v)]|' 
(12.137) 


dr 


由 (12.121) 式 也 能 看 出 , 当 大 = 3,4,5,.… 时 , 有 
@TFikrnz 


1. T (ac u4z)P(a—-u—z)T (8--2v-2z) T (8 -2v 22) 


例 12.16 在 例 12.14 与 例 12.15 中 ,已 经 出 现 了 被 积 函数 的 分 子 、 分 母 同 时 
含有 T 函数 的 情形 . 类 似 的 例子 还 有 


WP T (a+) 一 izt 4, 
J PÍBis)t das; Imo «0, Re (8—a) » 0. 


dr —0. (12.138) 
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TI] D 函数 的 互 余 宗 量 定理 可 以 将 积分 化 为 


Tet uo d Nd 7 
I. T (8+2) iMi en A D(842z)P(1—o-—2) sin z(o4-x) "E 
在 Im a « 0 的 条 件 下 , 有 


1 
sin zt(a.4-x) 


e 
UT e in(a-) [1 ote — 9i p» e inn1)(ocr) 
n=0 


因此 


oc T (o--z) —— e 一 it 一 iz(2n4-1)(a4-r) 
Í. T (82) * dz = my f: l'(8z)P(1—a—z) dz. 
级 数 中 的 每 一 项 都 是 (12.83) 式 型 的 积分 . 由 该 式 可 以 断定 ， 此 级 数 中 只 有 n= k 
的 一 项 才 不 为 0, E k 值 应 当 由 不 等 式 -x <t 十 (2k 十 1)m e RE. 所 以 
Lu T (ax) e int 
T (84-2) 


—i(2k--1)za« 


dr 


一 应 一 工 


B 
2nie el i(a4-8—1)7/2 (2 cos =) n(z- |7]), (12.139) 


"^  T(8—-o) 

其 中 r=t+(28+1l)r. 读者 可 以 完全 类 似 地 讨论 Im a > 0 的 情形 . 

在 此 基础 上 , 还 能 计算 

i A ? TIT(at+z) gras 
{Tlerar(e-s) = MN F(1—842) sin(J.—) dz. 

在 Im 840 的 条 件 下 , 将 函数 1/ sin(3 一 zx) 展开 , 就 可 化 为 (12.139) 形式 的 积分 . 

例 12.17 作为 这 类 积分 计算 的 一 个 发 展 , 还 能 计算 某 些 对 于 Bessel 函数 的 阶 
的 积分 . 例如 : 
人 Jo-cu4a (a) Ja—-u-s(b) às 


s qot um be-nu-cr 


oo oo x 1) k+l a oG E ds 
k=0 2 i x] -œ T (a+u+£+k+1)I (a—u—r+l+1) 
wem (= (2) 2k k+l 

= kt J (a ) : T (2a+k+l+1) 


- 5> NES oD ERN : n! a2 2n - 2t 
2" n!  (2a--n4-1) i-a l! (n — D! 


二 > "TB (-1)* (他) (HHE) ^n, caram, — 


(2a+n+1) 2 
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特别 是 ， 当 a=b 时 ， 有 


/ Jatula) do=p-ola) da = Jess(2a). (12.141) 


完全 类 似 地 , 还 可 以 有 
[i 有 Ja-u-a(b) e Put dr 


QQ 十 WA 十 了 bazur 


Hu =} a\2k /b 21 1 
-二 > tj (5) 22a 


k=0 1-0 


oo e irt 
» Y 工 (a 十 /十 Z 十 R 十 1) 工 (a 一 人 一 Z 十 /十 1 eine 
24 Reo > 1/2 时 , 可 代入 (12.82b) 式 的 结果 , BI O 


L Jog-usa (d) Jum b) e 2t dz 


agtet be-nu— 


Tp "e 2l 
zu» AONO 


k=0 l=0 


9k 
* T Gall) 


Z oi2nt 3 (-1]" (Eyy 
d n!T (2a+n+1)\ 2 
: n! 2152n—21 i2(n—l 7 
p i2(n—l)t (Z- t ) 
2 (n-1)!^ : niat 
oo n A 
_ i2pt c 2o (—1j (= 2 it , 12 itl? (z- ) 
Tv PT 2» € 7] Wu ey misi 


26-it | p2 git N70 
= git co 一 二 ) Jza(y/2(a2e=" +b2e='t) cost)n( Z-t] ). 


(12.142) 


@i(24+k—Dt CoS2ca 十 R 十 ! ] 


特别 地 , 当 a=b 时 , 有 


ri Jana (2) Japala) € 77 dz = e?! Ja, (2a cost) (7, — Il. (12.143) 


一 Do 


因此 


© Æ Y. L. Luke 的 Integrals of Bessel Functions (McFraw-Hill, New York, 1962) F, 此 积分 的 结 
果 中 出 现 因 子 n(r 一 | 引 ， 明 显 有 误 . 
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J Ja4u4z(2) Ja-u-a (0) cos2zt dz = cos 2ut Jaa (2a cos t)n(3 -ll ) (12.1442) 
一 De 


J Japu+z(a)Ja-u-z(a) sin 2ztdr = — sin 2ut Jza (2a cos bn(3 — t| ) (12.144b) 
— 00 


§12.5 ” 复 平面 上 的 Fourier 变换 


12.5.1 复 平 面 上 的 Fourier 变换 
在 一 定 程度 上 , 可 以 将 公式 (12.3) 和 (12.4) 的 变换 变量 v 推广 为 取 复 数值 . 
4 w=o +ir (o 和 7 为 实数 ), 我 们 得 到 


Flw) =F loe -ir)-— L. gio? f(x) dg = xo f. e 77*e77 f(x)dx. (12.145) 


对 于 (12.145) 式 可 以 有 两 种 解读 , 既 可 以 把 Fw) 看 成 f(x) 的 Fourier $H, w 为 
复数 ， 也 可 以 看 成 函数 erz f(x) 的 “ 旧 ” 的 Fourier 变换 ， 变换 的 变量 为 c. 引进 
MERE r 的 好 处 是 , 可 以 选择 v. 使 得 e f(e) 属于 Zi1( 一 00,o00), 保证 Fourier 变换 
(12.145) 式 存在 . 我 们 可 以 由 (12.145) 式 导 出 


p.p i 
e7 f(z) = lim x] EO Hine ao. 


后 一 个 积分 可 理解 为 复 w 平面 上 治平 行 于 实 轴 的 直线 的 积分 . 事实 上 , 我 们 有 


= nn 


E 
eiwzd 
W, 
T Roo V 2n x], R 


或 者 直接 就 写成 z 
f(z) ^A NE M el^? du, (12.146) 
其 中 7 是 任意 实数 ,使 得 
T le” f(z)| dz < oo. (12.147) 


如 果 不 等 式 在 整个 带 形 区 域 n <r <r 内 成 立 , 则 Flo) 就 是 该 带 内 的 解析 函数 . 
例 12.18 设 f(z) =el, 则 对 于 -1<r< 1 内 的 所 有 值 ， f(z)e™”* 属于 
-Zi(—o0,oo). RIA 


1 0 
Fl(w) = za. eio ezdz + 丽人 e ie e *dr 


—l1«r«l. 


1 1 i 
— /2n (去 T Hs) = i ne 
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现在 我 们 示范 , 用 + = 0， 如 何 能 用 (12.146) 式 通过 围 道 积 分 由 F(w) RH f (o). 
对 于 zx > 0, 考虑 由 以 R 为 半径 的 上 半圆 及 实 轴 上 的 直径 组 成 的 积分 围 道 C ( 见 图 
12.1a), 则 由 留 数 定理 , 有 


i 2 iws c 2 
jm g i-a de= nn {i +w? 
24 R — oo 时 , 根据 Jordan 引 理 可 以 判断 , RAI Ca 的 贡献 趋 于 0. 这 样 围 道 
积分 中 就 只 剩 下 沿 实 轴 的 积分 的 贡献 , 于 是 就 得 到 
1 2 iwTt —M— 
2n " Dg" dwu-—e ^, 
类 似 地 , 考虑 在 下 半 平 面 内 的 围 道 积 分 ( 见 图 12.1b), 就 能 够 得 到 c < 0 时 的 
逆 变 换 积分 值 为 e”. 


e 在 C 内 的 留 数 和 \ = 2ne-*. 


r0. 


(a) 适用 于 2 0 时 的 积分 围 道 (b) 适用 于 z<0 时 的 积分 围 道 


图 12.1 例 12.18 中 求 反 演 时 用 到 的 积分 围 道 


例 12.19 设 f(z) = -2n(z)sinhz， 其 中 m(z) 是 Heaviside 函数 ， 即 


—2sinhz, r0, 

fi) - í 0, gr « 0, 
因为 2sinhz = ez —e-7, 我 们 看 到 : 24 7 < -1 时, e"? sinh z 属于 73(0, oc). 所 以 
当 r< -1 时 , er?f(z) 属于 vui(-oooc). 简单 的 计算 给 出 

-iu 1 2 

X] € dë = imm 本 去 一 上， 
和 例 12.18 相 比 较 ， 第 一 印象 是 不 可 思议 : 两 个 不 同 的 函数 居然 有 相同 的 Fourier 
变换 ! 回答 是 ,不同 的 函数 的 Fourier 变换 的 确 可 以 有 相同 的 函数 形式 ， 它 们 各 自 
在 v 平面 上 互 不 相 重 登 的 不 同 区 域内 有 效 . 我 们 仍旧 可 以 用 逆 变 换 公 式 (12.146) 
去 求 出 本 例题 中 的 ftz)， 只 是 这 时 应 取 r < -1. 当 z < 0 时 ，( 采 用 图 12.2(a) 的 


F(w) 


812.5 ” 复 平面 上 的 Fourier 变换 385 


(a) 适用 于 z< 0 时 的 积分 围 道 (b) 适用 于 r>0 时 的 积分 围 道 


图 12.2 Ø 12.19 中 求 反 演 时 用 到 的 积分 围 道 


积分 围 道 ) 计算 出 f = 0. 对 于 x > 0, 又 可 以 采用 图 12.2(b) 的 积分 围 道 , 它 包含 
了 被 积 函 数 的 两 个 极点 : w= ti, 这 样 义 得 到 f = —2sinhz. 

例 12.20 设 f(z) = e77, 这 时 对 于 任何 实 的 +，fer* 都 属于 i-o. oc). 
所 以 Flw) 是 整个 w 平面 上 的 解析 函数 . 对 于 w = irn A 


1 2 -À 2 L 3 
F(ir rzerz dz 二 一 er /4 / gr dg = eT d 
(ir) 5n m" Z 


1 
E 高三 
所 以 , 由 解析 延 拓 ， 可知 
Fie) = > dui 

最 后 ， 必 须 指 出 ， 就 一 般 函 数 f(z) 而 言 ， 出 现在 (12.145) 式 中 的 因子 erz A 
有 了 两面性: 当 + > 0 时 , 它 改 善 了 在 下 限 的 收敛 性 , 但 却 破坏 了 在 上 限 的 收敛 性 ; 
而 当 r <0 时 则 相反 . 即使 f(x) = 1. 也 不 存在 7 值 , 使 得 (12.145) 式 成 立 , 所 以 
我 们 的 方案 必须 加 以 修改 . 


12.5.2 ” 单 侧 函 数 

r < 0 时 恒 为 0 的 函数 称 为 右 侧 函数 , 记 为 fl): x> 0 时 恒 为 0 的 函数 称 
为 左 侧 函数 , WA f_ (zx). 

考虑 右 侧 函数 (r) BEREE x oo 时 为 Oler), 即 存在 常数 C， 使 得 


|f«(z) < Ce*” 对 于 足够 大 的 r, 


则 f.(z)e7* Æ r< —o WEF -到 (-oo,co). 因此 f. (x) 的 Fourier 变换 F, (w) 在 
下 半 平 面 7 < -a 解析 . 公式 (12.145) 和 (12.146) 分 别 变 为 


Fy (w) = vd fileje "dz, T < —Q, (12.148) 


这 十 cc 
fala) = 3 人 _ F (wje "dw, T < 一 Q. (12.149) 
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特别 是 , T —oo 时 , 应 当 有 F (w) — 0. 
对 于 z 一 -ec 时 为 O(esz) 的 左 侧 函数 f (x). ECE T» -8 时 属于 (00,00); 
因而 Fourier 级 数 F_(w) Æ r > 一 8 的 上 半 平 面 解析 . 因此 我 们 有 


0 

F.(w)-— ub. f-(z)e "dz, T =p, (12.150) 
inr" 

f(a) -| Jel"*du, T > —f. (12.151) 


同样 , 34 r — oc 时, F- (o) — 0. 
WR f(z) 是 实 轴 上 的 任意 函数 , 我 们 总 能 写成 f(x) = f(x) - f(x), 其 中 


0, $c. 


WR f(x) YE x — +o 和 x 一 一 oo 时 分 别 为 Ol) 和 O(e?7), 我 们 可 以 把 前 面 
的 结果 组 合 起 来 而 得 到 


F4(w)— zal f(z)e ?"*dz, T < Q, (12.152) 
Wu l 
F_(w) = am. firje "de, T mee (12.153) 


d^ ax 
£) je“ tdw + 一 一 (w)e'"*d, 12.154 
f ^ Vm |. en vV2n Ej s oc 75 ( ) 


其 中 a< 一 a, b> 一 8. 这 些 公 式 有 效 地 推广 了 (12.145) 与 (12.146) AA. 若 6>a， 
则 -8« 7 « —o 时 Fourier 变换 存在 , 我 们 能 在 此 带 形 区 域内 取 a= b 而 将 (12.154) 
式 化 为 (12.146) 式 . 

例 12.21 R f(r) = 1/sinh nz 的 Fourier 变换 . 

fe 例 12.10 已 经 用 到 过 这 个 Fourier 变换 , 当时 援引 了 第 六 章 中 的 计算 结果 . 

本 题 的 特殊 之 处 在 于 f(z) = 1/ sinhrrz 显然 不 是 平方 可 积 函 数 , 因此 , 从 原则 
上 说 , CHI Fourier 变换 问题 也 应 该 从 广义 函数 的 角度 加 以 审视 . 但 因为 f(z) 是 
AAR, 故 其 Fourier 变换 的 实 部 (在 积分 主 值 的 意义 下 ) 为 0, 而 虚 部 恰恰 又 是 一 
个 收敛 性 很 好 的 积分 ,甚至 无 须 涉 及 广义 函数 的 概念 . 

下 面 采 用 国道 积分 的 办 法 计算 函数 1/s mus rz 的 Fourier 变换 . 为 此 取 积 分 围 


道 C 如 图 12.3 所 示 ， 考虑 复 变 积分 d. sn dz 因为 积分 围 道内 无 奇 点 ,所 以 
此 围 道 积分 为 0. 易 证 


—iwz 
e 
= 3 


lim We S mu 
Rez—-oo sinh nz 
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图 12.3 例 12.21 中 的 积分 围 道 


因此 


一 0 eie e iz 99 g-iwr oo e 一 iw(z+i/2) 
dz 4 dz + - dg -— ———————a dz. 
i. sinh nr L sinh nz / sinh zc i. sinh n(x + i/2) 


又 因为 


e 1. 


lim Kam os ER 3 
z—0 | sinh7zz T 


所 以 , 取 极限 6 一 0， 就 得 到 


oo eie oc e 一 iw(z+i/2) oo ec iw 
/ A4 ijf ii f dx 
Log Sinh zur -æ Sinh rr(z + i/2) Log COSh nw 


e^f2 ; tanh 
1 i siam. EOM 2 
亦 即 
- i w 
a p zl Am tanki F1 


812.6 FH Fourier 变换 方法 解 积 分 方程 
Fourier 变换 的 适用 范围 是 —oo < z < co, 所 以 我 们 不 妨 研究 
dm= f ^ w(z|£) v(£) de (12.185) 


型 的 积分 方程 , 其 中 olr) 和 wali) HACR wale) 称 为 积分 方程 的 核 , 而 
olz) 则 是 方程 的 非 齐 次 项 . 现在 将 方程 两 端 作 Fourier 变换 . ix (x) 的 Fourier 变 
换 已 知 ， 因 此 


— £x] - EN S r e zdr 

Sk) = ie) = —— | e) kedr, (12.156a) 
_ -1l So 1 ux ei^ " 

olz) = F {8(k)} = Jom /. $(k) eT dk:; (12.156b) 


同时 假设 y(x) 的 Fourier 变换 也 存在 ， 即 
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,二 F. b( e T. de 
V(k) = F(a Y= v d (12.157a) 
gi ikz [4 
ylz) 三 {2 (k)} = Vr. k) e** dk. (12.1576) 


A w(x|£) veas} = zl l { i wel) vt) de betae 
- mi Ue uisi) | pea] dg Jena 
zi PNEU (12.158) 


其 中 - 
W (k|k^) = = M e sae f wi g (12.159) 


这 样 , 方程 (12.155) 就 变 为 新 的 积分 方程 


a-[ W(k|k') v (k^) dk’. (12.160) 


显然 ,只 有 新 的 积分 方程 的 核 W(k|k') 比 原来 的 核 w(zl5) 简单 ， 更 易于 求解 ， 这 
样 的 变换 才 是 有 意义 的 . 


最 简单 的 情形 是 
W (k|k') = V2nV (k)8(k — k'). (12.161) 
代入 (12.160) 式 , 就 得 到 代数 方程 5(k) = V2n V(k) v(k). 因此 
_ GB(k) 
V(k) = SEE (12.162) 


应 用 Fourier 变换 的 反 演 公式 , 就 能 求 出 yle). 
现在 先 找 出 (12.161) 式 的 成 立 条 件 . 因为 W (k|k^) 是 w(x|£) 的 二 重 Fourier AE 
换 ， 故 其 反 演 为 


ee oo 
w(z|£) = 去 | ew f W (k|k^) e^*dk 
—oc — 
L JJ s oo | 
= 二 | ej ae f V (k)8(k — k^) e** dk 
[In li. T ( ) ( e 
= 1 i 人 e-iF ES(k a kar] V (Kk) ei^v qf 
v 2n 


gift dk — vía — 
--].* dk = v(x — £). (12.163) 
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HELZ, Fourier 变换 可 用 于 求解 核 为 v(z — €) 型 的 积分 方程 
ó(r) = "n v(x — E) v(£) d£. (12.164) 


这 类 积分 方程 中 , 未 知 函 数 只 出 现在 积分 号 下 , 称 为 第 一 类 Fredholm 型 积分 方程 . 

例 12.22 由 长 螺 线 管 轴线 上 磁场 反 求 线圈 臣 数 的 问题 . 

取 z 轴 与 螺 线 管 的 轴线 重合 . 设 螺 线 管 的 半径 为 a MKE ERRE HIE 
数 为 n(z). 线圈 中 的 电流 强度 为 1， 则 在 螺 线 管 上 长 度 为 dc 的 线圈 中 的 电流 元 为 
di = In(C)dC. CEMRE > 处 的 磁场 强度 为 

27ra a 2ra?I 


人 


将 螺 线 管 近似 地 看 成 是 无 穷 长 ,， 则 总 磁场 强度 为 


H(z) — mero incest 


现在 要 由 H(z) 反 求 线圈 的 正 数 n(z). 其 实 , 这 就 是 第 一 类 Fredholm 型 积分 方程 ， 
且 方 程 的 核 满 足 (12.163) 式 的 形式 . 于 是 可 用 Fourier 变换 方法 求解 . 设 


(12.165) 


H(k) — zf H(z)e it*dz, (12.166a) 

N(k) = Vm I. n(z)e i**dz, (12.166b) 
EM ptm 1 2|k| 

V(k) = Jan J. (a2 m 22)3/2 dz zum a BAUM a), (12.166c) 


其 中 最 后 一 步 用 到 了 虚 宗 量 Besse 函数 的 积分 表示 


d 1d [d 
Wie] = "AS Pole) E T3 vr? 十 z2 dz 


eu I. M dz 
To Los (z2 + 22)3/2 i 


这 样 ， 由 积分 方程 (12.165) 式 就 导出 


e-ik(z-C) 
-— 2 —ikG e 
Ñ (k) = 2na?I T. n(Oe dc Li x te- onn 
- kc 
- 2ro1 f noesa. zf pea 


1 di 


= 2na? I - V2TN (k) - JE a 


—  Ki(|k| a) = 4nla |k| N(k)K:(|k]| a), 
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所 以 
1 — H(k) 

uia ue Avda |k| Ki(]k| a) (ott) 

求 反 演 即 得 _ 

1 1 f? p H(k) dk 
"9 7 aro ars J... oid mM 
另外 , 还 有 第 二 类 Fredholm 型 积分 方程 

Wla) - 60) A f^ wal) vo ae. (12.169) 


在 这 类 积分 方程 中 , 未 知 函数 不 只 出 现在 积分 号 下 . 重复 上 面 的 变换 步骤 , 就 能 得 
到 积分 方程 


V(k) = Gk) 十 TA W (k|k^) V(k^) dk', (12.170) 
于 是 在 
W (k|k/) = V2nV (k)8(k — k^) (12.171) 


的 条 件 下 ， 就 得 到 代数 方程 


V(k) = d(k) 十 V2nA V (k) V(k). (12.170/) 
因此 "m 
V(k) = E (12.172) 


应 用 Fourier 变换 的 反 演 公式 ， 也 能 求 出 vx). 
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813.1 Laplace 积分 


可 以 有 多 种 方法 引入 Laplace 积分 . 大 家 比较 熟悉 的 是 由 Fourier 积分 导入 的 
办 法 . 另 一 种 做 法 是 由 Taylor 级 数 推广 而 得 ?. 为 了 简单 起 见 , 设 有 Taylor 级 数 


oo 


fiche >》 est, |z| < R. (13.1) 


n=0 


作 变 换 > = e-P. 并 且 将 展开 系数 cn 改写 为 c(n), 则 上 式 右 端 即 变 为 
Y^ anje. 
n-—0 
再 将 离散 变量 n 过 渡 为 连续 变量 上, 也 就 是 将 级 数 过 渡 为 积分 , BH 
c(n)e "? 一 i :(t)e- ?tdt, 
2. (n) n c(t)e ?dt 
称 为 Laplace 积分 . 这 个 积分 属于 反常 积分 , 它 至 少 作为 无 穷 积 分 , 应 该 理解 为 
B c(t)e ?tdt = jm f soc 


而 且 , 在 积分 区 间 [0, E. 函数 c(t) 还 可 以 不 连续 ,从 而 使 得 积分 又 兼 具 瑕 积分 
的 身份 . 在 积分 收敛 的 条 件 下 ，Laplace 积分 就 定义 了 一 个 函数 F(p): 


vis s f  f(t)e-?'at. (13.2) 


这 里 同时 将 c(t) 改写 为 f(t), 通常 约定 f(t) 为 实 函 数 , 且 当 上 > 0 时 有 定义 , 或 者 
说 , 约定 上 < 0 时 f(t) = 0. 作为 复 变 量 z 的 替代 而 引入 的 变量 p. 也 应 当 是 复 变 
E. 原来 Taylor 级 数 的 收敛 圆 ， 则 相应 地 变换 为 对 了 的 限制 条 件 ， 即 保证 Laplace 
积分 收敛 的 限制 条 件 . 下 一 节 将 看 到 , Laplace 积分 的 收敛 区 域 是 (p 平面 上 的 ) 半 
平面 . 

对 于 给 定 的 bp 值 ，(13.2) XX (如 果 收 敛 的 话 ) 定义 了 相应 的 Laplace 积分 值 . 
如 果 对 于 某 一 区 域 G 内 任意 p 值 , Laplace 积分 均 收敛 , 则 (13.2) 式 就 定义 了 区 域 


© 也 可 以 从 Laurent. 级 数 出 发 , 而 推广 为 双边 (biliteral) Laplace 变换 . 
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G 内 的 函数 F(p) 这 样 也 就 建立 了 (定义 在 0<t < 上 的 ) 函数 f(t) 与 (定义 在 
区 域 G 内 的 ) 函数 Fip) 之 间 的 对 应 关系 . 换言之 ，(13.2) 式 就 建立 了 原 函 数 f(t) 
与 像 函数 Fp) 之 间 的 一 个 变换 : Laplace 变换 ， 记 为 

SAf() = Fp) = a f (eat. (13.2) 


813.2 Laplace 积分 的 收敛 半 平 面 


定理 13.1 # Laplace 积分 在 pb 平面 上 菜 一 点 po 处 绝对 收敛 , 则 在 半 闭 平面 
Rep > Repo 上 亦 绝对 收敛 . 

证 在 一 定 意义 上 , 这 相当 于 徊 级 数 中 的 Abel 定理 , 证 明 思路 也 基本 相同 

令 p=s+io, po = so - ioo» 当 Rep 2 Repo. Bl s 2 so 时 ,我 们 有 


T2 To d 
Í roa = f Oleas | |f (£)] e-**tat. 
JT T In 


因为 积分 [^ eea = [^ Urine mar Mitto. BEARR REIRI BMR 
Cauchy 充分 必要 条 件 , 对 于 任意 620, 一 定 存 在 了 >0, 4 To» Ty T 时 , 有 
Th 

J Fele di E: 

JT; 
因此 

{ |f (£)e^?'| dt < e, To » Ty » T, 
Ti 


由 此 即 证 得 Laplace 积分 在 半 闭 平面 Rep > Repo 上 亦 绝 对 收敛 . 
思考 题 1 以 上 证 明 中 , 为 何 未 考虑 Laplace 积分 可 能 是 瑕 积分 ? 
思考 题 2 请 读者 证 明 : 在 定理 13.1 的 条 件 下 , F(p) AR. 
根据 定理 13.1. 我 们 就 能 推断 出 : 
定理 13.2 Laplace 积分 的 绝对 收敛 区 域 要 么 是 开 的 半 平 面 Re p > o. 要 么 是 

闭 的 半 平 面 Re p > a. 作为 它们 的 极端 情形 ,这 里 的 a 也 可 以 是 xoc. 

证 我 们 不 妨 从 pb 为 实数 (因此 Laplace 积分 为 实 积分 ) 的 情形 出 发 讨论 ， 这 

时 不 外 乎 会 面临 下 列 三 种 情形 之 一 : 

(1) 积分 对 于 一 切实 数 p 均 绝 对 收敛 , 因此 , 根据 定理 13.1. Laplace 积分 也 必 

然 对 一 切 (复数 ) p 均 绝 对 收敛 . 这 就 是 a = -cc 的 情形 . 

(2) 积分 对 于 一 切实 数 p 均 不 绝对 收敛 , 因此 , 根据 定理 13.1，Laplace 积分 也 

必然 对 一 切 (复数 ) p 均 不 绝对 收敛 . 这 就 是 a = = 的 情形 . 
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(3) 至 少 存在 一 个 实数 p = s1， 使 得 积分 绝对 收敛 ; 同时 存在 男 一 个 实数 
pa = s2， 使 积分 不 绝对 收敛 . 我 们 肯定 应 当 有 s< si (为 什么 ? ). 因此 ， 对 于 
Re p > s 的 一 切 复 数 p, 积分 均 绝对 收敛 ; 而 对 于 Re p < so 的 一 切 复数 p. 积 
分 均 不 绝对 收敛 . 现在 就 出 现 了 一 个 中 间 地 带 s < Rep < si 需要 判断 积分 是 否 
绝对 收敛 . 为 此 可 在 (s,s1) 中 再 任 取 一 实数 s3 它 必然 要 么 使 积分 绝对 收敛 , 要 
么 使 积分 不 绝对 收敛 , 二 者 必 居 其 一 . 如 此 继续 划分 , 我 们 必然 能 得 到 一 个 有 限 实 
数值 a, 使 得 对 于 满足 Re p > a 的 一 切 p fü. 积分 均 绝 对 收敛 ; 同时 使 得 对 于 满 
Æ Re p <a 的 一 切 p 值 , 积分 均 不 绝对 收敛 . 至 于 在 分 界线 Re p = a E. 我 们 
只 要 判断 p = a 时 积分 是 否 绝 对 收敛 即 可 : F p= a 时 积分 绝对 收敛 , 则 对 于 直 
线 Rep = o 上 的 一 切 p f&. 积分 均 绝对 收敛 , 于 是 Laplace 积分 就 在 闭 的 半 和 平面 
Re p 2 a 上 绝对 收敛 ; 反之 , 若 了 = a 时 积分 不 绝对 收敛 , 则 对 于 直线 Rep = a 
上 的 一 切 p 值 ， 积 分 均 不 绝对 收敛 , 于 是 Laplace 积分 就 在 开 的 半 平 面 Rep> o 
上 绝对 收敛 . 
tr 评述 容易 举 出 分 属于 上 述 三 种 情形 的 例子 . f(t) = e 就 分 别 属于 a = Hoo 
的 情形 . 对 于 有 限 的 a 值 ， 可 以 举 出 f(t) =1/(1 十 t) 和 f(t) 2 1/0: 2-0), 前 者 的 
绝对 收 人 证 区 域 是 Re p > 0， 后 者 的 绝对 收敛 区 域 为 Rep > 0. 

定义 13.1 Laplace 积分 绝对 收敛 的 区 域 Rep > a 或 Re p 2 a 称 为 Laplace 
积分 的 绝对 收敛 半 平 面 ， 相应 的 实数 什 a RRA Laplace 积分 的 绝对 收敛 横 标 . 

定理 13.3 # Laplace 积分 Í f(t)e-P'dt Æ p = po 处 收敛 , 则 它 在 半 开 平面 
Re p > Re po 上 亦 收敛 , 且 在 此 半 平 面 上 等 于 绝对 收敛 积分 


CC 
(p -m | g(t; poje P tdt, 
0 


其 中 
g(t:po) = T)e "Tdr: 
g(t: po) ] te» 
XE BIA dg(t: po)/dt = f(t)e^""'. 所 以 


T T T 
f(t)e-"'dt 二 dg(t; po) 6 一 (P 一 Po)tdt 
J0 


Jo dt 


T d 
= g(t; po)e Pot E (p — po) / g(t; poje- 9-??'qt 
J0 


T 
= g(T; po)e P P®T + (p — po) f g(t: po)e Pdt. (13.3) 
0 


已 知 积分 [7 fOe midt 收敛 , 这 意味 着 


T 
li tJe potdt= li ; 
325. 人 f(t)e ™ dt= lim g(T:po) 
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存在 , 亦 即 g(t;po) 有 界 : |g(t; po)| < M. 故 将 (13.3) 式 取 极 限 T — oc 后 , 即 证 得 
积分 . 
n Fedt = (p — po) f git; po)e- 9-?*àt (134) 
0 0 


收敛 . 而 对 于 上 式 右 端的 积分 , 因为 被 积 函数 
let: po)e (?-»9t 


而 e-?* 可 积 , 由 此 即 证 得 (13.4) 式 右 端的 积分 绝对 收敛 . 

根据 定理 13.3, 运用 与 定理 13.2 同样 的 证 明 方 法 , 就 能 够 证 明 : 

定理 13.4 Laplace 积分 的 收敛 区 域 是 半 平 面 Re p > 9, 而 对 于 直线 Rep = 8 
上 的 点 , 可 能 Laplace 积分 全 都 收敛 , 可 能 全 都 发 散 , 也 有 可 能 在 一 部 分 点 上 收敛 ， 
而 在 另 一 部 分 点 上 发 散 . 作为 极端 情形 , 这 里 的 9 也 可 以 是 xoc. 

定义 13.2 Laplace 积分 的 收敛 区 域 Re p > 8 称 为 Laplace 积分 的 收敛 半 平 
面 , 相应 的 实数 值 6 称 为 Laplace 积分 的 收敛 横 标 . 

容易 以 为 , Laplace 积分 的 收敛 横 标 8 与 绝对 收敛 横 标 a 相等 , 或 者 说 , Laplace 
积分 的 收敛 区 域 与 绝对 收敛 区 域 最 多 只 是 在 边界 上 可 能 有 差异 , 就 像 我 们 熟悉 的 索 
级 数 中 遇见 的 情形 那样 . 这 种 想法 其 实 大 诬 不 然 . 我 们 所 能 得 出 的 结论 只 是 a > 8. 
甚至 存在 这 样 的 Laplace 积分 , 它 在 全 平面 处 处 收敛 ， 却 处 处 不 绝对 收敛 . 函数 


0, 0 € t « Inln3, 
f(t) = 


(-1)^e^, lnlnn € t € lnln(n + 1), n = 3,4, 


< Me™- < Met, ô = min(s — so) > 0, 


的 Laplace 积分 就 是 这 样 的 例子 . 事实 上 , 这 时 


"nln(m 十 1) 


f(t)e ?'dt = (—-1)" J exe e- Par. 
J Pea] 


ninn 


作 变 换 上 +=lnlnz, 得 


n+l ln?! r 


f f(t)e "d = Ya f 一 dr. 


n=3 * 


nl]g-7P-l y 
容易 看 出 , 只 要 和 <1, 则 对 于 任意 实数 p 值 , 至 少 n 足够 大 时 ，/” 2 tar 


单调 地 趋 于 0， 因 此 级 数 (作为 交错 级 数 ) 收敛 ， 即 原 Laplace 积分 收敛 ; 但 当 
0 < 入 <1 时, EE p 取 何 值 , 均 有 


oo oc y 
/ |f te” | dt = / gos che 
0 Inin 3 


总 不 收敛 , 亦 即 原 Laplace 积分 不 绝对 收敛 . 
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813.3 Laplace 积分 的 解析 性 


作为 含 参量 的 积分 ， 可 以 讨论 Laplace 积分 的 解析 性 . 
定理 13.5 Laplace 积分 在 其 收敛 半 平 面 Rep > 9 内 解析 (8 为 Laplace 积分 
的 收敛 横 标 ), 其 备 阶 导数 可 以 由 积分 号 下 求 导 而 得 : 
F(p) = {fea (13.5) 


J0 
证 按照 解析 函数 的 定义 ,只 需 证 明 F(p) 在 收敛 半 平面 内 处 处 可 导 ,而 且 只 
需 证 明 
F'(p) = 1 (-0f(t)e7"'àt 
在 收敛 半 平面 内 处 处 成 立即 可 . 这 一 证 明 的 困难 之 处 在 于 Laplace 积分 只 是 收敛 而 
非 绝对 收敛 (因而 直接 在 积分 号 下 求 导 的 运算 不 合法 )， 而 克服 这 一 困难 的 办 法 恰 
恰 也 就 是 应 用 定理 13.3 将 收敛 的 Laplace 积分 改写 成 绝对 收敛 的 Laplace 积分 : 


F(p) = (p—- po) a gltipo)e ?Pdt, ^ Rep Re po, (13.6a) 
其 中 po 应 当 处 于 Laplace 积分 的 收敛 半 平 面 内 , 而 
= Po qr: 3. 
g(t: po) n f(r)e (13.6b) 


4 Re p = s, Re po = so» W s = 8-36, s — 84 €, 其 中 & > 0， 因 而 满足 
Re (p — po) > 0 的 要 求 . 作为 第 一 步 , 我 们 先 要 证 明 , F'(p) 可 通过 对 (13.62) 式 求 
F (包括 积分 号 下 求 导 ) 而 求 得 , 即 

F(p+h) 


" = F(p) T —(p—po)t i —(p—po)t 
-a ai g(t: poje `P P? dt- (p-o) [ tg(t; po)e (PPo)tdt. 
— d s : 


将 右 端 记 为 (p. 于 是 


F(p--h) — F(p) 
h 


1 o EH oc x 
= s [n7 mm f g(t:po)e '* tdi — (pp) | g(t; po)e- (9-9? qt 
Jo 0 


$(p) 


9e oc 
-f alt; po)e™ tat + (p-po) f tg(t; po)e- 9-?9qt 
0 0 
oc 
i g(t; po)e- 0-99 (en E 1)at 
0 


ze eht] 
+ (p-ro) | olepo)e =o ( ; etat 
0 
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RER 足够 小 , 例如 a < 6. 则 有 


ht (ht) (ht)? 
ht lix 
le ij-| n»-"s-^ 
It, Pe | 
« Ihlt(1+ TT ++) = eltel < Jh tet", 


20 3 ' 4 


e ^1. 1 u E BS B | 
Htl = as 


2 It, re 
« MP €T 
AAH t> 0 时 , g(t;po) 连续 , H lim g(t; po) = F (po); H |g(t;po)| < M. 综合 以 


+: 4) = |h| ?el^* < || test. 


|n [Fo - ro) - o) 


es oo 
< |A| w( f teste 一 28tdt + Ip -" pol f RE) 
o 0 


= nu f teat Ip = pol | Petar) 
0 0 


1 2 
=mm( 5 ET p) ,0 


因而 即 证 得 
/ - i fe -(p-Po)q fy 2 , 一 (一 po)tdt. 
mp)= f attin dt (-m) f tg(t; poe" 9-?9*at 

再 继续 化 简 , 将 上 式 右 端 第 二 项 分 部 积分 , 得 


oo 
-(-») | tg(t; po)e 9 ?9!qt 
0 


u- "un dltg(t; po)| ...(p- pot, 
0 0 t 


rd j lazo) sp a id e- (P-Potgt. 
0 dt 


- tg(t; po)e- (?- Po 


因此 
dt 
再 注意 到 dg(t; po)/dt = f(t) e-zot， 所 以 最 后 就 证 得 所 要 求 的 结果 


99 "do(t: 
F'(p) =- f ¿49 po) Po) „—(p-Po)tat, 
0 


P'o) = f (Dr etat n 
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需要 区 分 “Laplace 积分 (13.2) 的 解析 性 ” 5 " F(p) 的 解析 性 ”这 两 种 说 法 . 二 
者 有 联系 , 但 又 有 区 别 . 定理 13.5 告诉 我 们 , 就 Laplace 积分 而 言 , 其 解析 区 域 是 
半 平 面 Re p > 8. 我 们 绝 不 应 奢望 积分 的 解析 区 域 能 超出 收敛 区 域 . 但 是 切 不 可 
以 为 ,函数 F(p) 作为 复 变 量 p 的 函数 , 它 的 解析 区 域 也 就 只 是 半 平 面 Re p > 8. 
函数 Fi), 不 仅 不 必 在 直线 Re p = 9 上 有 奇 点 , 而 且 可 以 越过 这 条 直线 而 向 左 延 
拓 到 更 大 区 域 , 甚至 延 拓 到 整个 p 平面 . 例如 ,对 于 


tas t d onda 
f(t) = —ne' sin (ne^) = qz 995 (ref). 
毋庸 置疑 , 它 的 Laplace 积分 在 Re p > 1 的 半 平 面 上 收敛 ,然而 
| f(t)e ?tdt = — a ne sin (ne*)e”*dt 
0 Jo 


= cos (ne*)e ?! 


oc oo 
eof cos (rre')e ?dt 
0 0 
p oo 
SES 人 me! cos (ne*)e- PtH tdt 
T Jo 


oc pi re 
—124 P gin (ne*)e- t+ 十 pei y sin (re!)e (* 'gt 
T 0 元 i 


T 


1 a ; 
一 1 十 PRIM n ne sin (ne')e  (»*?qt, 
0 


即 


F(p)-1 E (p 4-2), 
因此 可 以 利用 这 个 关系 将 F(p) 解析 延 拓 到 半 平 面 Re p > -1 而 不 产生 任何 奇 点 ， 
而 后 又 可 逐次 延 拓 到 Re p > —3, Rep > —5, .…, 最 终 延 拓 到 整个 p 平面 . 
定义 13.3 F(p) 的 解析 区 域 Re p > y 称 为 该 Laplace 变换 的 正则 半 和 平面 , 相 
应 的 实数 值 y 称 为 Flip) = Z(f(0) 的 正则 横 标 . 
SAN. B2. 


813.4 Laplace 变换 举例 
f| 13.1 K (Int). 
解 可 以 从 je e-?t dt 出 发 来 计算 nt) = 人 Inte-?* qt. 因为 


£u P 
P i* e? dt = e Re p > 0, Rez » 0, (13.7) 
0 


z 
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两 端 对 z 求 导 (合法 性 ? ), 得 


ee irai P (2) 
f t nte di = = [vb(z) — Inp], Re p » 0, Rez » 0. (13.8) 
0 


i inte ?: dt = ! [wb(1) - Inp| = ly + Inp), Re p » 0. (13.9a) 
0 P p 
类 似 地 , 还 可 以 代入 z = 1/2， 从 而 得 到 


[ era = CP) -m 


= Zo -21In2++ lnp), Re p » 0. (13.9b) 
读者 也 可 以 代入 z=3/2 或 >= ?2 等 数值 ,又 可 得 到 一 系列 函数 的 Laplace 变换 . 
例 13.2 计算 n = / Te Pisin” tdt, 其 中 n 为 正 整数 . 
fi n=0 与 n= 1 时 的 结果 已 知 ， 即 


ii $ 
f e? dg — =, Re p > 0, (13.10a) 
0 p 
"a 1 
t sintdt = — —, Re ; 13.1 
) e P' sin NE, ep 0 (13.10b) 


所 以 下 面 只 需 讨 论 n > 1 的 情形 . 此 时 可 分 部 积分 两 次 , 得 
In = i e^?! sin” tdt = St sin" t B sis s 
0 p 0 p 


oo 
n e^?! sin"-! t cost dt 
0 


n > —pt s nl n m —9pt f a+ T—1 / 
二 一 e P'sin t costdt = 5 e P! (sin t cost) dt 
0 Dp" Jo 


P. 
= a i e P! |(n—1) sin"-? t cos? t — sin" t|dt 
= e Pt [n-1) sin"? t (1— sin? t) — sin" J dt, 
Jo 
因此 得 到 递 推 关系 
L= n(n-1); ] 
n. p? rm n—2- 
可 以 预见 , 当 n 为 偶数 或 奇数 时 ， 反 复 利 用 这 个 递 推 关 系 , 将 会 推 至 Do 或 五 , HU 
L = 2n(2n—1) 2n(2n—1) (2n—2)(2n 3; 
"o p+ (2n)? 777 p34 (2n)? p? + (2n—2)2 7 
(2n)! 


1 
OER re en- [phe 23] p Rep»0;  (13.11a) 
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I _ (2n 1)(2n) I |... (2n 1)(2n) (2n—1)(2n-2); 
TC p24 (2041)? 7" p24 (2n+1)? p? + (2n=1)2 73 
2n+1)! 
= = (2n+1) Re p > 0. 


— [p? + 2n41)?] [p? + (2n—1)2] --- [p + 32] [p? +12] 


(13.11b) 
例 13.3 计算 A-[ e-zt cos” tdt, EP n XERA. 
0 
f 与 上 题 相似 , 可 以 分 部 积分 两 次 而 得 到 
oo 
JT = e?! cos" t dt 
0 
Eu e MES J e^?! cos”! t sint dt 
0 p Jo 
1 n j —pt n—1 : 1 n T: —pt n—1 : d 
二 一 一 一 e P'cos t sintdt = ——— e Pt | cos t sint] dt 
P PJo P P Jo 
1 DO 
二 一 一 2 e 于 | — (n— 1) cos"? t sin? t + cos" t|dt 
P P Jo 
ELM Cem | — (n — 1) cos" ? t (1 — cos? t) + cos" J dt 
p P5 Jo 
因而 有 “ 非 齐 次 的 ” 递 推 关系 


| m(n— T) p 

n= ea pt ssl 
非 齐 次 项 的 出 现 , 给 下 面 的 计算 带 来 了 一 定 的 麻烦 : 
_ 2n(2n—1) 
— p? 4 (2n)? 
_ 2n(2n- 1) f (2n—-2)(2n—-3) J p p 
pe H p? + (2n—2)? |. zaa t Emi + mün- 5] 
_ 2n(2n — 1) (2n — 2)(2n — 3) 
|o ph-(2nD p?-4(2n-2) 


p 
p ii 2n(2n— 5l 


Jan 


p | p p + (2n—2y? 
j | t ' 2n(2n— 1) (2n—2)(2n 3| 
2n(2n—1) (2n—2)(2n —3) f (2n —4)(2n —5) J à p 
|. p?4 (2n)? p? -- (2n-2)? { p? + (2n—4)? cis mms 


p p p? 十 (27 一 2)2 
* Qn—2)2n—3) ' 2n(2n- 1) Enos] 
2n(2n—1) (2n—2)(2n —3) (2n —4)(2n — 5) 
— p+ (n) p+ (2n-2) p+ (2n—4)? 
p p p? + (2n—4)? 


(2n—4)(2n—5) ' (2n-2)(2n —3) (2n—4)(2n—5) 


X Jon-e + 
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p p? (2n-2)? p?+ (2n—4)? 
d 2n(2n—1) (2n —2)(2n —3) (2n —4)(2n — 5) 


_ 2n(2n—1) (2n—2)(2n —3) (2n—4)(2n —5) 2.1 
— ph (2n)? p?--(2n—2)? p?-- (2n—4)? p? 4-22? 
ma 22 m2 42 2 22 
x asd p | p Pt P P TSP F 
2:1 4.3 2.1 6.5 4.3 2*1 


M p p? +(2n—2)? p? + (2n—4)? u pl? 
2n(2n—1) (2n—2)(2n —3) (2n —4)(2n —5) 2.1 


代入 
Jo = T e Pgt = 2 (13.12a) 
0 p 
就 得 到 
T e? cos?" t dt 
0 
(2n)! 


i [p? + (2n)?] [p? + (2n —2)?] [p? + (2n —4)?] --- (p? + 22) 


a palpi] pl Li uo ad 
abet p? (p? -- 2?) | p (p 4- 22) (p? 十 42) 


p 2! 4! 6! 
gg P P |) [tQ] } Rep>0. (13.13a) 
(2n)! 
类 似 地 ,， 有 
(2n+1)(2n) p 
Jm = y rna)? |n y | 
) 


(2n+1)(2n) (2n- 1)(2n—2) 
p? + (2n--1)? p? + (2n—1)? 
p | p p? + (2n-1)? 
B p Li  (2n--1)(2n) d 


(2n—1)(2n—2) 
_ (2n-c1)(2n) (2n—1)(2n—2) (2n—3)(2n—4) 
— p) (2n-1) p?-(2n—1)? p?--(2n—3)? 
p p p? 4- (2n—3)? 
i p * (2n-3)2n-4) * (2n—1)2n—2j (2n Ss ^ 
p p?-(2n-1)? p?-4(2n-3) | 
(2n--1)(2n) (2n—1)(2n —2) (2n —3) (2n — 4) 
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_ (2n+1)(2n) (2n—1)(2n—2) (2n—3) (2n —4) 3-2 
— po (2n+1)? p?-(2n-1)? p?-(2n—3)? p^43* 


332 2 PS E2 42 2 
p p p 43 p p -t95'p-3 
J pa 
«ng P. $$ "FB Bud $3 
| p p? + (2n—1)? p? + (2n—-3)? p-s3 
' (2n--1)(2n) (2n—1)(2n—2) (2n —3)(2n —4) 8.9 Jp 


代入 
ad v4. =? 
J =f e P'costdt = p 1 (13.12b) 
即 得 
oo 
f e ?* cog?" t di 
0 
" (2n--1)! 


-- [p? + (2n+1)?] [p? 4 (2n—1)?] [p? AE (2n—3)?] 本 (p? n 32) (p? E? 1) 
Xp fı , p +1 , (p? -1) (+3?) (p? 1) (p? 十 37) (p? 十 52) 


TR 
3 | 5! i 7! 


E. 


ene Ee | Rep>0 


(2n4-1)! 
(13.13b) 
Kg 评述 上 一 节 关于 Laplace 积分 解析 性 的 讨论 ， 有 助 于 简化 Laplace 积分 的 
计算 . 因为 Laplace 积分 在 它 的 收 伊 半 平 面 内 一 定 解析 , 所 以 我 们 只 需 在 p 为 实数 
的 条 件 下 计算 积分 ， 而 后 一 定 可 以 延 拓 到 收敛 半 平 面 上 . 唯一 可 能 需要 额外 说 明 的 
只 是 区 域 的 边界 ， 需 要 讨论 Laplace 积分 在 直线 Re p — 9 (收敛 横 标 ) EX zt, 
但 这 也 只 要 判断 直线 上 的 任意 一 点 (例如 p= 8) 即 可 . 
1 
| TA I 
例 13.4 RI 上 
解 因为 


BRA y =ar, 就 有 
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s go Nu Ju 2(y-? y? )dy = 2 JU e72” G^ ey) dy 
Q 0 2 


y 
1 f” =g 1 
==/ e 9 ^v (1+5 dy 
Q Jo y 


= J. Pae — (B e— y 1/y) 


Q 


boss 
= Le = =a eas ? — Rep»0. (13.14) 


在 以 上 的 计算 过 程 中 , 可 以 先 假定 p 为 实数 (例如 , 在 作 变 换 p = o* 时 , 可 以 规定 
o > 0), 在 得 到 最 后 结果 后 ,再 延 拓 到 收敛 半 平 面 Re p > 0. 
例 13.5 求 正弦 积分 
T t sin£ 
Si(t) = { : d£ 


与 余弦 积分 ON 
ci(t) = -| TA 
的 Laplace 变换 . 
解 因为 
sin€ 
-Z (Si(t) - f e? fi T ag )ar, 
交换 积分 次 


zs) - [^ RE [P emu)ac- 1 [^ ERE etag, 


"NO uu. a EG l 
[ £eva- J Flgag, 其 中 F 四 = 人 perat, (1345) 


Ea 1 f^? dq lym 
-(Si(t)) = Í =— (= —arctanp), Re p > 0. (13.16) 
JI i4 p ( 2 ) 


zia) =- [^ ev( Pe) (eva) 
Y S 25 (1 - e7*£)ae, 


@ 参见 : 吴 崇 试 . 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 121. 
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由 (13.15) 式 可 直接 导出 


因此 有 


— l f? mg 1 
{ci(t)} = —- i z744 = In(1 + p°), Re p » 0. (13.17) 


p 
例 13.6 R n 次 Laguarre 多 项 式 


l d'(e w^ Se Fx a 
n= e ur -SG ()" 


n! 


的 Laplace 变换 . 
- Hu i oo p-p (e ^) 
& ruo = 人 e - 


"n—1 一 t 
li oO-Dtd (e t”) 
n! dg”-1 


0 


oo d'* (ete) 
—(p-1)t 
+e- f @ ZE a] 


; agf est 
=P f eee (e PT P 
0 dtn 一 ! 


zm 1 n oo = 1 n oo 
- (p ) G 一 (2 一 1)t e tt dt — (p ) e Pt t" dt 
n! 0 n! 0 
(p-1" m!  (p-1) 
Ig n! p m pr+1 " (13.18) 


容易 判断 ,收敛 半 平 面 为 Rep > 0. 
n "gb uo xe f cost pe 
fij 13.7 计算 积分 | P ptdt sf v lt. 
解 显然 这 两 个 积分 在 Re p > 0 时 均 收 敛 . 下 面 先 计算 


E EM uw wp ; r (1/2 
/ "e P'gt sj 一 ep-iDtdt = ( Hs 
Jo vt o vt (p—i) 


"ze (VVI +p+i y Vs i-r). 


这 里 的 计算 仍然 应 当 限制 在 p 为 实数 的 条 件 下 进行 ,因而 就 允许 直接 比较 上 式 两 
端的 实 部 和 虚 部 ， 从 而 得 到 


[m "ar = A 1 p (13.19) 
hv Va Per | 
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7 sint etd p 
di "Vil Wl (13.20) 
现在 就 能 再 延 拓 到 Re p > 0. 这 里 出 现 的 多 值 函数 都 应 该 理解 为 : 规定 在 正 实 轴 上 


arg (p° + 1) — 0, arg (vp? -- 1x p) — 0. 
还 可 以 将 这 两 个 积分 用 于 计算 Fresnel 积分 ?的 Laplace 变换 : 


Ao) ag [r7 [9e d Ln] t 


1 1 f? sinu -puqu 1 1 p (13.21) 
= eue e | zm " e 
v2np Jo vu 2pV /p-i1 P+1 
A 1 rs cosu cosu 
ZOVI = =] | f ——d sat - 7 ar era ——di 
(988) = | E Tah grt 
1 X f1 Ou y ji 1 p 
= 一 一 一 e Pdu = + . 13.22 
zi Vu 2pV Vp+1 22+1 人 ) 


男 一 方面 , 将 上 面 的 结果 改写 为 


FÅS} -| pr uen gen) 0e 


T (0d 1 | p 1 1 1 
zc "xy plo F(t UR 


© 这 里 采用 的 是 I. S. Gradshteyn 和 I. M. Ryzhik 的 Table of Integrals, Series, and Products 一 
书 中 的 定义 : 


T: zr? 
sin t?dt — siny du 和 C(r)— "E L cost?dt = —— SR du. 
可- 人 人 V2 Vu V27 Vu 


除 此 之 外 ，Fresnel 函数 还 有 sia d. 例如 A. Erdélyi 等 人 在 Higher Transcendental Functions — 15 
中 定义 为 


gT 


— sinu 1 cosu 
Sm) = I du 和 和 C(r)— TAL Pp 


M. Abramouwitz 和 I. A. Stegun 的 FU of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, 
and Mathematical Tables 一 书 中 的 定义 是 


z 2 /2 a t? 
s) - f dn" ar oq c- yz f coa ii 
0 2 7" Jo 2 


在 http://en.wikipedia.org/wiki/Fresnel integral 中 的 定义 则 为 


T r 
S(x) =] sint?dt 和 C(z) = "E f cost? dt. 
0 T Jg 
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为 了 与 关于 arg(Vz2 十 1 土 p) 的 规定 一 致 , 这 里 需 规定 , 4 p 处 于 正 实 轴 上 时 ， 
3 < arg(p — i) < 0, 0 « arg(p +i) € T 
因此 
Z[s(vi) e) = MA ( : : ) (13.24a) 
apii VERDAD | 
zh i 1 1 1 
Z[S(vt) e) PERI EY: vi (13.24b) 
: wi 1 1 1 1 E 
ze(vo)« kb ee zx) (13.24c) 
ab. ol Lulu 
e(vi) e} 2 IGUTTE ' 5). (13.244) 
将 它们 组 合 起 来 , 就 得 到 
Ww t. od 
zic(vi) sint) 73 E 
1 1 ( 1 1 1 1 ) 13.25 
taa- i pA AN 
1 1 1 
1 1 1 1 1 1 
2 le iVp—2i ji icis 
1 ç 4p 
Z{s(V) sint] "28311 
L 4 ( DER MC. nds 
222 p-iyp—-2 Hye ido 
_ 1 vP 
gfe) cost} -和 
( M: e: 13.25d 
2 2/2 + W200) 
重新 组 合 , 又 可 得 到 
7 il 1 
zc(vi) sint — S(v/t) cost) 一 Vp pi (13.26a) 
- i Ji 
Z {s(v5) sint + C(vt) cost) 7341 2 (13.26b) 


f) 13.8 计算 积分 f 34e dt, EF v20. 
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NE 容易 判断 ， 此 积分 的 收敛 半 平 面 为 Rep > 0. 


v/2 4— pt = -< 人 到- 1 n4v ,—pt 
/ t"? 3,(/t)e ? dt = fi bD JT pra Ptat 
: 0 


0 (n 4- v 4-1) 22ntv 


oo 


(i 1 oc J 
- y Pe Ptdt 
n! T (n 4- v +1) 227+ Jo 


n-0ü 


Y (qn 1  P(n-cv-1l) 
n! T (n +v 4 1) 22n*v pte 


n=0 
-D fai 
-9-E —p—1 ( P 
? 2, n! C3 


S 97vg-"-lg-l/4. Re p > 0. (13.27) 


813.5 Laplace 变换 的 反 演 
在 讨论 Laplace 变换 的 反 演 公式 时 ， 需 要 区 分 Laplace 积分 
PF 三 moe 
uer- f nora 


绝对 收敛 或 收敛 而 不 绝对 收敛 的 两 种 情形 . 
13.5.1 Laplace 积分 绝对 收敛 时 的 反 演 公式 
定理 13.6 设 Z{f(t)} = F(p) 对 于 实数 p(= so) 绝对 收敛 , 即 
T |f (t)| e^?9tdt < oc, 
0 


因而 对 Re p > so 也 绝对 收敛 . 
(1) 在 上 > 0 处 ,只 要 函数 f(t) 在 该 点 邻 域 上 为 有 限 变 差 函数 , 则 有 反 演 公式 


lf) 4 f(-)] 三 i fe P! F(p)d s = Re p È so); 13.28 
; (i-)) = v.p. zi]. 5 (pjap\ (s=Rep> so); (13282) 


(2) Æ f(t) 在 区 间 (e, 8) 上 为 有 限 变 差 函 数 (= 一 0, 0 > 0), 则 


1 1 s+ioo 
=f (0+) = v.p. 4 一 ; e" F(pdp» (s = Rep È so) (13.28b) 
2 270. J 555g 


(3) 对 于 t+<0, EA 


1 s-Hioo 
v.p. = f | Plp)dp| =ý (s = Re p 2 so). (13.28c) 
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此 定理 可 以 从 Fourier 变换 的 反 演 公式 推出 , 而 定理 的 内 容 也 是 我 们 所 熟悉 的 ， 
此 处 不 再 著述 . 
13.5.2 Laplace 积分 收敛 而 不 绝对 收敛 时 的 反 演 公式 

当 Laplace 积分 不 绝对 收敛 时 ， 定理 13.6 不 再 适用 . 为 了 导出 这 种 条 件 下 的 
反 演 公式 , 需要 用 到 下 面 的 定理 ( 原 函 数 的 积分 定理 ). 

定理 13.7 设 


t 
g(t) = n f(ryar. 
F(p) 对 于 正 实数 p= so > 0 收敛 , 则 之 {g(t)} = G(p) 对 于 该 实数 


cm)= FO) — "p WR so 或 Rep > so; 
JEBR.24 t — oo ff, g(t) = o(e*o*), BI 
Jm eot — 0, 


因而 当 Re p > so 时 {g(t)} = G(p) 绝对 收敛 . 
证 再 定义 函数 


at 
é(t)—e", y(t) = est f e-*'" g(r)dr, 
0 


则 按照 l'Hópital 法 则 ， 可 以 求 得 极限 


Y(t) = i v'(t) — Hh 1 —80 : 一 SO0T 
BE un = Jim. 9 Jim 区 *g(t) +f e ojdr (13.29a) 
EX E easi : 1 EA 
= lim | 一 e **'g(t) — —e ?"* g(T) Bj e “rg (ar 
t 一 co | So So 0 S0 Jo 
= x e *??"Tg'(r)dr 
50 Jo 
fH g'(7) = f(r). 所 以 有 
t 1 
p A Eu 
这 样 就 证 明了 极限 
lim vt) = lim T e ?""g(r)dr = M e *?"g(r)dr (13.29b) 
toe Pt) — toe Jo 0 


存在 , 亦 即 7" (g(t)] 对 于 该 实数 p = so 也 收敛 (WA G(so)). H 


G(so) 一 元 Feo) 
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按照 定理 13.3. 又 可 知 -Z{g(t)} 对 于 Re p > so 也 收敛 ( 记 为 G(p)). 特 别 是 , 对 于 
实 轴 上 满足 s > so 的 所 有 点 均 收 敛 , H. 


G(s) = M Fia). 


因为 G(p) 在 收敛 半 平 面 Re p > so 内 一 定 解析 (定理 13.5), 所 以 就 能 将 上 面 的 等 
式 延 拓 为 
G(p) = pg eh Re p > so. 


而 上 述 证 明 过 程 中 得 到 的 (13.28a) 和 (13.28b) 二 式 , 意味 着 


t OO 
Jm EXC estrjdr| =f e sg(T)d7, 
自然 也 就 是 证 明了 
Jm. e "9 tart Ü 

这 样 也 就 不 难 证 明 当 Re p > so 时 I (g(t)) = G(p) 绝对 收敛 . E 
Kg 评述 这 个 定理 提醒 我 们 ， 即 使 f(t) 的 Laplace 积分 不 绝对 收敛 ,但 g(t) = 
[10 r)dr 的 Laplace 积分 绝对 收敛 ， 因 而 我 们 可 以 由 定理 13.6 给 出 的 反 演 公 式 先 
RE glt), 而 后 求 导 即 可 求 得 f(t). 按照 Lebesgue AH, 积分 [ f(r)dr 几乎 处 处 
Th, 且 其 导数 几乎 处 处 等 于 f(0, 换言之 , 其 导数 与 f(t) 之 差 为 零 函 数 . 

定理 13.8 若 _Z{f(t)} = Fp) 对 于 实 的 p= so > 0 收敛 , 则 

v.p. Ls H 24 p) eptdp = n(t of f(T)dr, s= Rep > so È 0, (13.30) 


27ü s—ioo 


其 中 n(t) 为 Heaviside 函数 . 
13.5.3 ”一 个 特殊 的 反 演 公式 
现在 变换 一 下 求 反 演 的 思路 . 如 果 我 们 现在 能 够 令 


oc 


Jue» ad (13.31) 


n=0 


这 相当 于 将 定义 在 1>0 的 f(t) 作 延 拓 , 放弃 /(t<0) = 0 的 要 求 而 使 之 成 为 整 函 
数 , 尽管 这 时 仍 定义 f(t) 的 Laplace 变换 为 


F'(p) = f f(t)e ?tdt. (13:32) 
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将 (13.31) RIRA (13.32) 式 , 假定 能 够 逐 项 积分 WA 
n-Yo f i t^e7?!qr = Da, (13.33) 


n=0 


如 果 能 再 对 f(t) 进一步 加 以 适当 限制 ,， PF(p) 就 能 是 p= oc 点 邻 域内 的 解析 函数 ; 
而 且 , 取 C 为 围绕 原点 p = 0 而 又 离 原 点 足够 远 的 围 道 , 则 容易 计算 出 


1 t 
At F(p)e? d= 5 P T pn T dp = » = f(t) (13.34) 


这 就 是 在 这 种 特殊 条 件 下 的 反 演 公式 . 
使 得 (13.34) 式 成 立 的 最 简单 情形 就 是 : 
定理 13.9 使 


fo-4d zi f. F(pe"dp, C 为 围绕 p — 0 的 闭合 围 首 (13.35) 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 为 指数 型 整 函数 , 即 f(z) = elez, s 为 实 常数 . 
正如 我 们 知道 的 , 这 时 (13.32) RRE Rep > s 的 条 件 下 成 立 . 
在 重新 定义 f(t) 之 后 , 仍然 必须 保证 Laplace 变换 及 其 反 演 的 唯一 性 . 这 就 
要 求 当 且 仅 当 FF(p) 2 0 时 才 有 f(t) 8 0. 然而 , 只 要 Flp) 在 口内 解析 , (13.34) XX 
中 的 围 道 积分 就 一 定 恒 为 0, 而 并 不 必要 求 F(p) = 0. 这 说 明 , 给 定 函 数 f(z) 以 
及 积分 围 道 C. 并 不 能 唯一 地 确定 F(p). 除非 进一步 对 F(p) 加 以 适当 的 限制 . 
定理 13.10 设 o(p) 在 |p| 足够 大 时 解析 , 但 p = co 点 例外 , 它 是 olp) H n 
阶 极点 . 车 对 于 vts 有 


f ó(p)eP'dp = 0, (13.36) 
C 


其 中 c 为 围绕 原点 的 闭合 围 道 , 则 olp) 必 为 n 次 多 项 式 . 
证 按照 题 设 , olp) YE |p| 足够 大 时 解析 , HA p= 为 n 阶 极点 , 所 以 一 定 
可 以 在 pz = oc 点 的 邻 域内 作 Laurent. 展开 : 


olp) = v(p) + aip +: + anp”, 


其 中 ap +--+ anp" 4 v(p) = ao + Y; bup-* 分 别 是 ó(p) 的 主要 部 分 与 正则 部 
k=l 
分 . 直接 计算 可 得 


f. v(p)e"'dp = £, [ep) — (ap asp") | etap 


= $ olp)e'ap = 0. 
C 
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男 一 方面 , 将 被 积 函数 作 知 级 数 展开 ,并 逐 项 积分 , 又 应 当 有 


xi j. v(p)e"'dp = — » [vp) — ag|e?'dp 


l=0 


b=b=..=0, Bü Wo)=oo. 


由 此 即 证 得 $(p) 一 定 为 多 项 式 : 


olp) = ao +aıp +- asp". o 


读者 可 能 会 质疑 上 述 做 法 的 必要 性 . Laplace 变换 , 应 用 于 处 理 随时 间 t 演化 
的 过 程 , 根据 描写 演化 过 程 的 微分 方程 以 及 初始 状态 (通常 将 初始 时 刻 取 为 t= 0， 
因而 方程 在 上 > 0 时 成 立 )， 可 以 推断 出 以 后 (t 0) 任 一 时 刻 的 状况 , CARO UR 
t < 0 时 方程 是 否 成 立 或 体系 处 于 何 种 状态 . 而 与 其 说 是 事先 约定 上 < 0 时 函数 值 
恒 为 0, 还 不 如 说 是 为 了 适应 反 演 公式 (13.28) 的 既成 事实 . 这 样 做 的 后 果 之 一 , 就 
是 无 法 将 f(t) 作 解 析 延 拓 , 或 者 说 无 法 将 f(t) 在 上 = 0 点 作 Taylor EF. 

放弃 原 函 数 f(t) = 0 (t < 0) 的 约定 , 或 者 说 放弃 原 函 数 为 f(t)n(t) 的 约定 ， 
其 现实 意义 就 是 已 知 定 义 在 区 间 -co < t < oo 上 的 微分 方程 ( 常 微分 方程 或 偏 微 
分 方程 )， 我 们 是 否 仍然 能 够 应 用 Laplace 变换 的 方法 求解 ?从 这 一 点 来 看 ， 假 设 
f(t) 满足 解析 性 的 要 求 , 假设 f(t) 能 作 Taylor 展开 , 相应 地 ,寻找 不 同 于 (13.28) 
式 的 有 反 演 公式 , 实在 也 就 是 自然 之 举 . 这 样 一 来 , 我 们 也 就 不 必 或 明 或 瞳 地 要 求 t 
具有 时 间 变 量 的 特征 . 

例 13.9 应 用 Laplace 变换 方法 求解 Bessel 方程 


dy j 
za Z) «-5)v-o p I0. 
解 这 是 我 们 熟悉 的 方程 . 对 于 一 般 的 v, 它 的 两 个 线性 无 关 解 是 
oet a (=i)? T\2niv 
J+v(7) = Ža n!T (n X v 4 1) (3) i 
它们 都 不 是 x 的 整 函数 . 为 了 能 应 用 上 面 描 述 的 Laplace 变换 求 得 指数 型 整 函数 


的 解 ， 需 要 先 作 变换 
-"y(z). (13.37) 
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可 以 预料 , 这 时 将 会 得 到 解 m7" Jur). 
w(a) 满足 的 微分 方程 是 


dw  2v41dw 


dai 证 z dis 十 也 三 0， (13.38a) 
k 1 
wlx) = Sud $ u(C)e"* dÇ, (13.39) 
则 
ww = -去 p u'(C)e**d€, 
dw 1 ^or 
"us jc dc, 
d?^w 1 
ed = -xi j. [2cu(C put? u' (9)] ex*dc. 
因此 , 方程 (13.38a) 就 转化 为 
f [O + UE) — (2v — 1ce) aç = 0. (13.38b) 
€ 


在 上 式 的 被 积 函数 中 ,括号 内 的 表达 式 最 多 以 5 = oo 为 其 一 阶 极点 ， 因 此 ,按照 
定理 13.10, 有 

(14 C?)u'(c) — (2v — 1)Cu(C) = ao + aiC. 
解 之 得 


e dt ai 
u(C) = ao(1 - C?) d (FEH ^ 2-1 


E u(C) 在 C= oo 点 解析 , 必须 取 Co = oc. W 


6 dt a 
iti iu | c. 
u(C) = ao(1 + C^) e (L+) ^ 2y—1 


代 回 到 (13.39) RF, 注意 到 a 项 对 积分 无 贡献 , 因此 有 


ws op dn tO) Persae "denm =% (13.40) 
a (1 + yet 


这 里 出 现 了 多 值 因子 1+6 及 O+, 均 约定 在 各 自 的 复 平面 上 沿 虚 
轴 由 —i 到 i 作 割 线 ， 并 规定 函数 在 正 实 轴 上 取 实 数值 . 

代 回 (13.38) 式 ， 并 适当 选择 ao 就 可 以 得 到 Bessel 函数 J,(z); 而 如 果 再 将 
v 换 成 ->， 则 就 可 以 得 到 J_,(zx). 
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在 Rev > —1/2 的 条 件 下 , 还 可 以 将 (13.40) 式 化 成 更 简单 的 形式 ， 因 为 这 时 
能 够 将 积分 围 道 C 收缩 为 沿 割 线 的 哑铃 型 围 道 . 注意 到 在 割 线 右岸 ,5 = irs 则 有 


arg(1-- (7) = arg(1 — 7?) = 0; 
而 在 割 线 左岸 , 仍 令 5 = ir, WE 
arg(1 + Ç?) = arg(1 — 7?) = 2m. 


于 是 就 能 将 (13.40) 式 改写 成 


a , v— irT i dt in(2v— dt 
wa) =g | a= 1 2e n /ae (2 o emn] 
其 中 的 积分 路 径 I 与 工分 别 由 无 穷 远 点 到 达 制 线 右岸 和 左岸 的 i7 处 . 为 方便 起 见 ， 
不 妨 将 起 点 (无 穷 远 点 ) 分 别 取 为 -ice 与 ioc. 这 样 , 对 于 位 于 左 半 平 面 的 第 二 


个 积分 ， 
gin (2 —1) dt dt 
n (1+t2)*+1/2 i e-in(2v1) (14-12) 01/2? 


可 以 将 p mer 4 q2yers = [e-2*(1.-8)]^* ? 理解 为 绕 枝 点 t= i 转动 n, 
因而 变换 到 右 半 平 面 , 于 是 就 有 


J dt _ oir(2v-1) f dt S: dt 
1 (1+ t2)*+1/2 Ji GHA JaQüx8eu 


这 里 的 积分 路 径 亚 便 是 由 —ioc 出 发 , BAHRAM, SUA +ice 的 无 穷 直线 ,因此 
积分 值 必 为 (可 以 与 vw 有 关 的 ) 常数 , 记 为 A, wA 


w(x) = m | Vigerdr 
如 果 令 "T 
SAM = Pc 
就 可 以 定 出 


v 1 pe v 
= FT 5) | f a- e] E rn i: 


这 样 就 得 到 Bessel 函数 的 积分 表示 


1 
Ja (z) = fa (=r etar (13.41a) 
1 


/nT( est 


1 
= -RU 人 z) f a- )" 17? cos zr dr. (13.41b) 
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我 们 知道 , 并 不 是 复 变 量 p 任何 函数 都 能 充当 Laplace 变换 的 像 函 数 了 . 作为 
Laplace 变换 的 像 函 数 ， 必 要 条 件 是 必须 在 Re p > so 的 半 平 面 上 解析 ( 见 813.3). 
我 们 还 可 以 举 出 其 他 一 些 必要 条 件 , 例如 见 下 面 的 几 个 定理 . 

定理 13.11 # p È |^ f(t)e-Pt at 的 收敛 点 ， 则 此 积分 在 任意 一 个 角形 区 
域 larg(p — po)| € v < n/2 上 均一 致 收敛 . 

证 由 定理 13.3 可 知 , 积分 i f (t) e-?' dt 在 Re p» Re po 的 半 平 面 上 也 一 定 
kA. 令 E 

= Í f(t)e ?tdt, Rep > Repo, 
0 


并 定义 函数 . 
Tip) e 一 Potdt， 
glr; po) / f(t)e-rotdt 
则 按照 (13.3) W, E 
'A fue dt = g(r: po) em + (p- po) f. g(t; po)e 7P7P dt. (13.42) 
0 0 
另 一 方面 ,由 恒等式 
- —(p—po)t di- i-e —(p—po)r 
(p vo) f e t=1 


因而 R 
F(po) — F (po) e 9-?9* — (p — po) f F (po) e (?-?9* qt = 0. 


5 (13.42) 式 相 加 , 即 得 
ra f(t)e —pt dt = F(po) + [g(7: po) — F(po) Je- (p—po)T 
+(p- o) f [g(t: po) — F(po)] e7720 at, 
0 
因此 
"i F(t) e? dt = [g(a: po) — F(po)]e P72 — [g(1: po) — F(po)]e- ("7997 


se (p 一 Do) L [g(t: po) 一 F(po)] e 一 (一 po)t dt. 


D 这 里 我 们 不 考虑 广义 函数 的 Laplace 变换 . 
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由 于 
Jim g(t; po) = F(po). 


故 若 给 定 s > 0, 则 一 定 存 在 7, 使 当 上 > 了 时 , 有 
Ig(t; po) — F(po)| < €. 


因此 ， 只 要 n >n >T, H Rep > Repo 就 有 


T2 T2 
į f(t)e * dl < 2€ *elp- mi f e=(s-so)t dt 
T1 n 


c - -p Tec (s—so)t — |p = 

< 2e t e|p vol f dt e(2+ 22l : 

其 中 s=Re p, so 二 Re po. 但 在 角形 区 域 (以 下 简称 角 域 ) |arg (p 一 po)| < v «m/2 上 
(p=p 点 除外 )， 有 


S — $0 . Re(p- po) 


一 = cos [arg (p — po)] > cos v, 
|p — pol |p — pol 


最 后 就 证 得 


i f(t) e”! a < «(2 二 —) 


而 且 包括 在 p = po 点 此 式 仍然 成 立 ， 这 样 就 证 明了 积分 | SO e dt TERR 
larg(p — po)| < v < 1/2 上 一 致 收敛 . i o 
定理 13.12 车 po Æ F(p) = AFH) 的 收敛 点 , WH p 在 角 域 |arg(p — po)| < 
y < n/2 上 趋 于 oc 时 F(p) 一 致 地 趋 于 0. 
XE 因为 


F(p) = m e?! dt 
o= | Fora 
Ti T2 oc 
= ,一 Pt ,—pt —pt F 
n f(t)e af. f(t)e af f(t)e ™ dt 
任 给 e > 0, 可 取 足 够 小 的 九 ， 使 得 
Ti Ti 
p soral f If(t))dt < i Rep 2 0. 
根据 定理 13.101, Xon BUE ECKE To 使 得 对 于 角 域 上 的 一 切 p 有 


p f(t)e-? dl g 
To 3 
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如 此 选 定 Ti, T5 后 ， 又 可 取 足 够 大 的 S0， 使 当 Re p > so 时 ， 有 


了 2 
f(t)e ?tdt 
Ti 


把 这 三 部 分 合 起 来 , 即 证 得 : 对 于 角 域 上 满足 Rep so 的 一 切 p. 均 有 


Tz E 
x acit f |f(t)| dt < Z. 
T 3 


|F(p)] < €. = 


定理 13.12 可 用 作为 判断 任意 一 个 F(p) 是 否 能 作为 Laplace 变换 像 函数 的 判 
据 . 例如 , 我 们 就 可 以 断定 当 a > 1 时 的 函数 e-? ”就 不 可 能 是 Laplace 变换 的 像 
函数 ， 因 为 
le?" | = eP cosa. 其 中 = pei9， 


当 ay ATE IRE IZR (尽管 ol < m/2) 时 , cos ag < 0. 因而 不 满足 F(p) 在 
右 半 平面 上 一 致 地 趋 于 0 的 要 求 . 

oo 点 可 以 是 Laplace 变换 像 函 数 F(p) 的 解析 点 ,也 可 以 是 F(p) 的 奇 点 . 特 
别 是 , 可 以 是 F(p) 的 本 性 奇 点 : 当 p 以 不 同方 式 趋 近 oo 时 ， 可 以 逼近 不 同 的 数 
fü. 但 无 论 哪 种 情形 ， 定理 13.12 告诉 我 们 ， 当 p 在 角 域 larg(p — po)| < v < n/2 
内 趋 于 oo Bb. F(p) 一 定 一 致 地 趋 于 0. 

定理 13.12 还 能 推广 到 po 为 p 平面 上 任意 一 点 的 情形 ， 因 为 就 以 po 为 顶点 
的 角 域 |larg(p — po)| € v < n/2 MA., 其 Re p 足够 大 的 部 分 总 可 以 包含 在 另 一 个 
以 收敛 点 为 顶点 而 张 角 更 大 的 角 域 内 . 

还 可 以 讨论 F(p) = F(s-ie) YE e 一 + 时 的 行为 . 下 面 不 加 证 明 地 介绍 有 
关 的 两 个 结论 : 

(1) Æ F(p) = Z(f(0)) 对 于 p= 实数 值 so 绝对 收敛 (因而 对 Re p > so 绝对 
收敛 ), 则 当 o — xoc Bf. F(p) = F(s--iec) 在 直线 Rep = so 上 一 致 地 趋 于 0; 

(2) Æ B X Fip) = AA) 的 收敛 横 标 , 则 在 任意 一 个 半 平 面 Rep>> 84€ 
(e > 0 可 任意 小 ) E, 当 o 一 xoc Bf, (对 s = Rep) 一 致 地 有 F(s -- ie) = o(0). 

定理 13.13 Laplace 变换 的 像 函 数 不 可 能 是 周期 函数 ,除非 该 函数 恒 为 0. 

证 设 Laplace 变换 像 函数 F(p) 具有 ( 实 的 或 复 的 ) 周期 o: F(p) = F(p-- p) 
这 说 明 


| f(t) e P dt = a f(t) e- (P*?t dt, 
0 0 
即 

0 


用 -Pt qt 一 —(p+p)t dt = S — e ?bga-Pt dt = 
f f(t)e t f 1e: t f roa e ?*)e-?' dt = 0, 
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因此 , f(t)[1 — e-^*] 为 零 函 数 , 于 是 ， 
t d 
/ Hrdr= | ferar t>o. 


T m Frjdr (因此 6(t) 连续 ), 则 将 上 式 右 端 分 部 积分 后 即 可 得 到 


o-[ f(r)e^?" dr — e-* e(t TETI: PT ó(r) dr. 
于 是 就 有 


t 


t 
[1 = e-?']o(t) = of e ^" ġ(T)dr, 即 ot) = =) e ?7 ó(r)dr. 


0 


因为 上 式 右 端 积分 中 的 被 积 函数 连续 ， 所 以 积分 可 微 ,因而 左 端的 函数 p(t) 可 微 
(1—e-^ 的 零点 可 能 例外 ). 这 样 就 能 将 上 式 两 端 求 导 , 因而 得 到 


pe "'o(t) + (1— e" ^*)o'(t) = pe *'o(t), BH (1— e7^f)o'(t) =0. 


所 以 
Q'(t) — 0. 


1 一 e-?t 的 零点 可 能 例外 . 由 于 f(t) 与 ot) 最 多 只 相差 一 个 零 函 数 , 所 以 这 就 说 明 
f(t) 是 零 函数 ,因而 一 定 有 Fp) 三 0. 口 
根据 定理 13.11 就 可 以 断定 ,函数 ecoP sy Laplace 变换 的 像 函 数 ， 
为 函数 e-o? 是 周期 函数 (周期 为 2xi/a), 尽管 它 在 全 平面 都 解析 . 
最 后 需要 说 明 , 以 上 的 讨论 ee 并 不 适用 于 广义 
函数 . 例如 , 在 广义 函数 的 范围 内 , e-o? 可 以 有 原 函 数 5(t — a),， 而 且 ， 并 不 违反 
(1— e^*)8(t — a) = 0 的 要 求 , 只 要 周期 p = 2ni/a. 


813.7 Laplace 变换 像 函数 的 充分 条 件 
所 谓 F(p) 是 Laplace 变换 像 函 数 与 否 的 问题 , 也 就 是 , 是 否 存在 S(t) 使 得 
rp- f - fae at 


RL. 这 里 涉及 两 个 问题 : 一 是 f(t) 的 存在 性 ; 二 是 如 何 求 出 f(t), ZRBI F(p) 的 
反 演 问题 . 现在 的 状况 是 : 我 们 无 法 给 出 F) 作为 像 函数 所 需 满足 的 充分 必要 条 
fr. 我 们 只 能 列举 出 F(p) 作为 像 函 数 所 必须 具有 的 若干 必要 条 件 , 例如 见 813.5; 
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或 者 可 以 在 一 定 的 限制 条 件 下 给 出 由 F(p) R f(t) 的 反 演 公式 (例如 见 定理 13.6 
与 定理 13.8). 但 作为 特定 的 反 演 公式 , 自然 只 能 是 F(p) 作为 Laplace 变换 像 函数 
的 充分 条 件 (而 非 充 分 必要 条 件 ). 
定理 13.6 的 成 立 条 件 是 针对 原 函 数 f(t) 提出 的 , 这 在 实用 上 有 一 定 的 缺憾 ， 
因为 作为 反 演 公 式 , 已 知 的 是 像 函 数 F) 待 求 的 是 原 函数 f(t), 因而 我 们 事先 难 
以 知道 f(t) 是 否 满足 定理 的 要 求 . 我 们 希望 能 列 出 对 F(p) 的 要 求 , 使 得 能 运用 定 
FE 13.7 中 的 反 演 公式 求 出 f(t). 本 着 这 样 的 思路 , 我 们 就 来 分 析 积 分 
v.p. { l P a = v.p. Us i ei^! F(s + iojao}, s so (13.43) 


27i J 3 iss 


能 用 作为 反 演 公式 所 必须 具有 的 下 列 内 涵 : 
(1) 积分 (13.43) FE. 作为 充分 条 件 ，F(p) 绝对 可 积 


T |F (s 4- ic)| de < œ 


就 可 以 保证 满足 这 一 要 求 . 
(2) 34 t > 0 时 积分 (13.43) 应 与 s 无 关 . 为 此 , 可 考虑 图 13.1 中 的 矩形 积分 
围 道 C, 由 于 被 积 函 数 在 围 道 内 解析 , 因此 


s1 十 ic s2 十 ic 
jrea-[ reme reta 
C $1—ic si +io 


$2—ic $1—ic 
十 f F(p) e”'dp + Í F(p) e"*dp = 0. 


s2 +io J82—ic 


图 13.1 矩形 积分 围 道 


418 第 十 三 章 Laplace 变换 


4 o 一 oo, 我 们 就 能 看 出 , 如果 对 于 任意 92 > sl > so 有 


s2+i0 
lim ru F(p) eztdp = 0, (13.44) 
GEO J'$1-H6 
则 一 定 有 
$1-Fioo S2-rFioo 
[Foras f Foyer 
即 积分 (13.43) 应 与 s 无 关 . 而 要 使 得 (13.44) 式 成 立 , 充分 条 件 是 


F(p) A 0, Re p > so, Im p > coc. 
(3) 34 t< 0 时 , 积分 (13.43) 一 定 为 0. 换言之 , 即 应 当 有 


lim F(p) eP*dp = 0, Re p > so. 
R 


R=œ Jc 


Jordan 引 理 告诉 我 们 ， 只 要 


F(p) 30, Re p > so, |p| 一 oc, 
就 能 满足 这 个 要 求 . 应 该 说 , 定理 13.12 的 内 容 颇 为 接近 , 但 也 尚 不 能 完全 满足 这 
一 要 求 (差别 在 于 区 域 略 有 差异 ). 


总 结 以 上 的 分 析 , 我 们 就 得 到 下 列 定理 : . 
定理 13.14 设 F(p) = F(s-io) 在 半 平 面 s > so 上 解析 ， 人 |F(s +io)| do < 
oo. HEiZ2ÉSETÉ E24 p 一 oo 时 , F(p) 一 致 地 趋 于 0. Du] F(p) 是 函数 
8 十 ioo 
HO- uf Paedp 
的 Laplace 变换 像 函 数 . 
再 强调 一 次 ， 定理 13.14 只 是 充分 条 件 . 如 果 Fip) 不 满足 定理 的 条 件 ， 并 不 
能 肯定 它 就 不 是 Laplace 变换 的 像 函 数 . 例如 F(p) =p, 当 0<a<1 时 并 不 满 
足 绝 对 可 积 的 要 求 , 但 我 们 知道 , p-* 的 原 函 数 确 实 存在 : 
DI) ai 
z = 
p 
事实 上 ,因为 积分 (13.43) 收敛 , 我 们 仍然 能 用 它 求 出 p^ 的 原 函 数 . 
这 一 结论 也 适用 于 0 < Re a < 1 的 情形 . 
基于 这 一 认识 , 我 们 就 能 看 出 , WR F(p) 在 半 平 面 Rep > sl > 0 上 解析 ,， 则 
cg 
pc 


Fip)— Y ap tr 其 中 ci 为 常数 , 0 < Re ak «1, Re 入 > 1, 


k-—1 


而 G(p) 在 半 平 面 Rep>s1+6>si EAF. 故 F(p) 一 定 是 Laplace 变换 的 像 函 数 . 
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813.8 Laplace 变换 卷 积 定理 的 应 用 


Laplace 变换 的 卷 积 定理 解决 的 是 Laplace 变换 像 函数 乘积 的 反 演 问题 : 设 有 
-F(f(t)) = Fip), Z(g(t)) = G(p). W 


D= f f(r)g(t — 7) 
作为 它 的 用 途 之 一 ， 这 个 公式 可 以 用 来 计算 上 式 右 端 这 种 特定 形式 的 积分 ， 如 果 
F(p)G(p) 的 原 函 数 可 以 更 容易 地 用 其 他 方法 求 得 的 话 . 例如 ， 将 Z{s(v)} 和 
-Z(c(vt)) UBI 13.7. (13.23) 式 ) HR: 
" x: ETERNI 
z(stV)) z(c(0) - 32 e 7 i uu) 
我 们 可 以 直接 求 出 上 式 右 端的 反 演 ,从 而 得 到 


[ seti = [ESVE = iü —sint), t»0. (13.45) 
同样 , 根据 
Z{c(vV)} Aca) -zasa (sivo) 
1 1 1/1 p 
"2plop ul red 


类 似 地 , 由 (13.27) R, 可 以 有 
{er avd} ze. 09) - (5) 二 ee 


2 pirtv- t2 


仍 可 根据 (13.27) 式 求 出 上 式 右 端的 原 函 数 , 故 
f playt E dr 
0 
= f (702, VEIT) dr 


Jo 
2a" b" 


= - terne ua (y (a? + b2)t). (13.47) 


(a? +b?) (u+u+1)/2 
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而 如 果 将 (13.27) 式 与 (13.7) 式 结合 起 来 ,我 们 则 有 


aee 有 (ovt) = 2 EAE 1 e- Pp 


2 prr 


p? 
同样 能 求 得 


t 
] "enr evi) dr «1d (t—7)9 «727, (br) dr 
0 


0 


=T (a) (5) Cam, bt). 


(13.48) 


在 《数学 物理 方法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》 一 书 的 第 十 四 章 中 还 给 出 


了 一 些 涉及 Bessel 函数 的 Laplace 变换 式 ， 例 如 ? 


z[n0)-2 poene 


Hro- (VEP 
zie 0j - - VR (1 jm 
zie j- E (1 Dy" m 


特别 是 , 当 v =0 时 , 有 


根据 这 些 换 式 , 我 们 就 能 得 到 
f dalr) 全 PR B v Just) 
0 


T t—T nv t 


t Ju(T) J (t-r) dr 一 [ i umo J,(T) dr — "EOS 

o 了 0 m 
Jal) ER 

[=E sa- nar | HED aar - r0), 


, 


@ 参见 吴 崇 试 编 著 的 《数学 物理 方法 专题 — 数理 方程 与 特殊 函数 》 (北京 大 学 出 版 社 )， 


章 ，814.2. 


(13.49) 


(13.50) 


(13.51) 


(13.52) 


(13.53) 


(13.54) 


(13.55) 
(13.56) 


(13.57) 
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T 
J Jo(T) Jo(t—7T) dv = sint, (13.58) 
0 
t 
/ Ju(r) J-,(t—7T) dr = sint, (13.59) 
0 


| HED JN) ln) ar 
1 T(u+1/2)r (v + 1/2) 


es H+v+1/2. : E), E 
vum Teu) O eis Hann 
t t 
] name nas f (t—7)^r** J,(t—7) J,(r) dv 
0 
1 LP(u-F1/2)T (v4 3/2) vig 
Van i T P) eee P3, up), (13.61) 
t 
] "6-0 auo) 
0 
— fRT fu-E SIT E+) ua 
Tt T (u--v-2) t Jusva3/2(t) 
WEE MCOES CN 
v?n A Ur P) na a hapal), (13.62) 
t t 
] 74 glen ar = | 01,00) olr) dr 
0 0 
T (u + 3/2) 
= SEES aye(t), 13.63 
VAT (+ 2) n+1/2(t) ( ) 
t t 
] enn) oer)ar = {ener tr) 30(7)àr 
P (u + 1/2) 
= SRI (ua 2) perg gaal) (13.64) 
t t 
] (033-027 f T Jo(t—T)Jo(r) dr = Z sint, (13.65) 
0 0 
i l [T[.3/2 5/2 
| T(t—7) Jor) Jolt—7) dr = & 5 [e Jal- Jsja 人 | 
z A 4 £) sint — t cost]. (13.66) 


还 可 以 计算 Te-mar 因为 
0 


z0) zo) 二 (ViIT 严 -站 


又 , 直接 计算 可 以 证 明 恒 等 式 
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1 c 2(4/1-4- p? — p) 
1 十 了 2 1+ (V1x-p-p 


所 以 
| l : uv p?—p 
zn) zu) P eT. (vite 2 i 
-rp (VP e) 
x[ (vA p? - p) * (Vip? - p) | 
这 样 就 又 能 导出 


t 
f Ju(7) Jy(t-T)dr = proga) = Jutos (t) + Juv s(0) = |: (13.67) 


将 sint cost ff] Laplace 换 式 ( 见 (13.10b) 和 (13.12b) 两 式 ) 与 (13.51) - (13.54) 
式 集合 起 来 , 还 可 以 得 到 


t . ` t : " PLE 
D sinr - (t—7)"J,(t-7)dr = f sin(t—7)-7"J,(r)dr = 2»x a (13.68) 
+1 i +1 pues 
sinr-(t—-7)"  J,(t-7)dr = sin(t—T):7"^ J,(r)dr = ——— Js (t), 
Í sin T - (t—r)”™ J,(t—-7)d7 f sin(t=r)- T (r)dr ya +1(t), 
(13.69) 
t t 
f sinT : Jo(t—7)dTr = [ sin(t—7) - Jo(r) dr = tJi(t), (13.70) 
0 0 
t t i 
J (t—T)sinr:Jo(t—7)dr = 人 TSin(t 一 T) .Jo(7)dr = 30 (13.71) 
0 Jo . 
t t pou 
Í cosT - (t—r)“J (t—-rT)dr = Í cos(t—7)- T"J,(r) dr = zagi at (13.72) 
t t 
f cos - (t- 7)" *1 J,(£—r)dr = f cos(t—7) .TY+1Jv(7) dr 
0 0 
1 
— p+ o v--2 . 
=t Jeya (£) ov rar utatt); (13.73) 
t t 
f cosT : Jo(t—-7T)dr = f cos(t— 7) - Jo(r) dr = tJo(t), (13.74) 
0 0 


t t 2 
f (t—T)cosT - Jo(t—7) dv = n T cos(t—7) : Jo(r) dr = tJı (t) 一 g^. (13.75) 
0 0 


本 节 中 得 到 的 这 些 积分 , 大 部 分 在 《数学 物理 方法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 
函数 》 的 第 十 四 章 中 也 有 讨论 , 但 使 用 方法 不 同 . 


第 十 四 章 Mellin 变 换 


814.1 Mellin 变换 的 定义 


Mellin 变换 可 以 看 成 Fourier 变换 


g(t) = a J G(u)e'^t dw, 


1 ia ; 
G(w) = m g(t)e “tdt 


的 一 种 变型 . 若 对 于 一 定 范围 内 的 o fH, etg) 可 积 , 又 定义 变量 > = o0- iw, c = 


et > 0， 且 令 
m) Ed v) = G(w). 


则 可 得 到 Mellin 变换 


f(x) 2 NH {FV)} = = [. F(v)z^" dv, o > 00, (14.1) 


PSM) | fe) a. (14.3) 


在 此 变换 中 , x 是 实 变量 , 0 < zx < co; v 是 复 变 量 ， 以 后 将 写成 v = +ir. 为 了 
方便 , 以 后 我 们 有 时 还 把 f(x) 的 Mellin 变换 (BB. F(v)) 写成 (Afw). oo 类 似 于 
Laplace 变换 中 的 收敛 横 标 so. 不 妨 称 为 Mellin 变换 的 收敛 横 标 . 
定理 14.1 WR x -1f(x)e 7(0,oc). H. f(y) XE y — x 的 邻 域内 具有 有 限 变 
2°, 4 . 
jg /-— gir, 
F(v) = Í f(z)m" di, L +i 


则 
lim T / F(v) Mi " dv Se ] (a 2: i0) 十 f (a 十 10) . (14.3) 
g-—lr 2 


7 一 co | 27d 


判断 Mellin 变换 存在 的 常用 条 件 是 积分 | OP att ae cli 
0 
例 14.1 求 Poisson 分 布 函数 


fa.-A(z) = re>, mnEN, ReA»0, z»0 (14.4) 


D 定义 见 本 书 第 11 页 注释 2. 
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的 Mellin 变换 . 
解 根据 (14.2) X. fa (x) 的 Mellin 变换 为 


B5, ex) n eat! dy = A (APT (v+ n), Re(r--n)»0. (14.5) 
0 


上 面 遇 到 的 积分 , 其 形式 与 Laplace 变换 


pond Ec a t^*tn-le-Ptgqg — IN (v 十 n) 
Jo prn 
相同 . Melin 变换 存在 的 条 件 亦 即 o +n > 0. 
下 面 再 验证 一 下 Faal) 的 Mellin XE 283 
1 1 GI 十 icc 
MINY (v tn) = m AC UTD (v--n) z^" dv 
z" g-rn-4-1oc E 
B 2ri a+n—ico : e) (Az) € 


其 积分 路 线 如 图 14.1 所 示 . 可 以 用 留 数 定理 计算 此 积分 . 当 x > 0 时 , AMER v 
平面 上 补 上 半径 RR 无 穷 大 的 左 半 圆 , 因为 当 R> oo 时 (实际 上 , RR 应当 跳 跃 式 地 
ET oo. 例如 R — n+ 1/2 — oc), 沿 此 半圆 的 积分 值 趋 于 0 (证 明 从 略 )， 故 上 述 
积分 即 等 于 被 积 函 数 在 奇 点 v = 0, 一 1, -2,…… 处 的 留 数 和 : 


pr -inin zr" C i; 
ACC (Acor P(yRn)) = a 2, T UD | 0a 
= zv (CD oy = ge (14.6) 
" ; : ; 
k=0 


正 是 原来 的 fax): 


图 14.1 vw 平面 上 的 积分 围 道 
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直接 计算 就 能 导出 Mellin 变换 的 基本 性 质 . 例如 
Aston s [^ Joje da = (af T)tv-- 1), (14.7) 
T (ov) FE, 则 又 有 
AI = [^ Fede fo -e-n[ rotas 
=p- DoD 1. (14.8) 
这 里 要 求 lim 27! f(a) = 0. 把 这 两 个 结果 组 合 起 来 , 又 得 到 


JF (rf'(z)(v)s a f'(z)z" dz = —v( JN f )(v). (14.9a) 

LP (x? f"(x))(v)- i f" (zx)z"*! dz = (v + Dv(A f)(v), (14.9b) 
nro) S f Paar dr = ct E ZANO 

(14.9c) 


在 得 到 (14.9) 诸 式 时 均 要 求 
lim a" f(x) - lim z+ f'(z) — E lim gn ph) = 0 


表 14.1 和 表 14.2 分 别 列 出 了 Mellin 变换 的 基本 变换 性 质 及 部 分 初等 函数 的 
Mellin 变换 . 这 些 结果 都 可 以 直接 由 定义 (14.2) 求 得 . 


表 14.1 Mellin 变换 的 基本 性 质 


gx) Gt) = A (gv 
A f (x) AF(v) 
flax) a>0 a "F(v) 
z^ fic) F(v +a) 
ifa) -(v-1) F(v-1) 
f(x) Ing EF) 


z j 
Jeh o »0 a Fiv/o) 
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表 14.2 ”部 分 初等 函数 的 Mellin 变换 


f(z) F(v) 成 立 条 件 
5(z 一 ao) a 
l v 
n(z — a) Ec 
l v 
n(a — z) La 
1 vcn 
z"mn(r- a) ruri. 
x" n(a — z) —. Pm. Rev>0 
In 2 n(a — z) A Rev > 0 
e ^7 a "I(v) Rea»0, Rev > 0 
sin T T (v)sin 一 —l1 < Rev <1 
COS c T (v) cos — 0< Rev<1 
: : s: 0< Rev<1 
E En sin zt 
2 7t Cotu 0< Rev<1 
l-—zs- 
jl r (v)T (a — v) 
(T+ aja EBJ NM 0 « Rev « Rea 
{ T 1 
lg? 2 sin(rv/2) HARUM 
NEUEM r (v)T (a) 
(=a) TL= 2) Fi» a) Rea >0 
1 T (p+ DT (v/2),5 
2 424 - Ben uctv 
We maa) 2T(u£1rvj2)" 
(x — 1) ^n(x - 1) DeL 0« Rea «1 
MRE DT (~v -— B), o 
a EE v+u 
(x — b)^n(z — b) PH-y 
I (uy 4- 1)FP (24 — v/2) 
22 ^ dX us. 
(x 1)^n(r — 1) 2 Tü-v/3) 


[c1 — z))^nQ - z) 


T (v 4 1)T (u 4- 1) 
T (v --2y 4 1) 
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( 续 表 ) 
f(x) F(v) 成 立 条 件 
二 In(1 +2) I 0<Rev<l 
In(14- z?) eom =2 < Bev < 0 
In -— T tan = =1 < Rev< 1 
5” — arctan £ d : Rev »0 


2v cos(nv/2) 


例 14.2. 设 有 平面 角形 区 域 ( 即 三 维 空间 中 的 无 穷 长 攀 形 体 ) -a «0 < ar > 
0. RE r < a 的 线段 内 温度 为 1,， 其 余部 分 温度 为 0. 求 角 形 区 域内 的 稳定 温度 


分 布 . 


解 设 角 形 区 域内 (r0) 处 的 温度 为 ulr 0). 它 满足 的 定 解 问题 为 


1 9 Ou | 
r Or "Or | r? 082 


ul o AF, 


ul. es — n(a — r), 


1 0?u 
— (, r»0,—o«0-«a, 
paa =U, —a <0 <a, 
ü zT o9, 


其 中 n(x) 是 Heaviside 函数 . 设 u(r, 0) 的 Mellin 变换 存在 ， 即 


并 且 将 方程 改写 成 


oo 
Us. 6) = f u(r, 9)r" ^! dr, 
0 


. 0 f Ou , Žu T 
"aN or) 088 ^ 


则 根据 定 解 问题 (14.10), 即 可 求 得 Um 满足 的 方程 


相应 地 ， 由 于 


O2U™ 


2 x 
982 + v*Uw = 0. 


oo a 1 
[i n(a — r)r""! dr = f rider = =a", 
0 0 p 


故 Um 应 满足 边界 条 件 


(14.10a) 


(14.10b) 


(14.10c) 


(14.11) 


(14.10a/) 


(14.122) 
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1 v 
Uu |, 1 = (14.12b) 
由 此 即 可 求 出 
l cosZO , 
M—-— 
v cos va 
求 反 演 ,， 即 得 
1 JYS Uu(w8), 了 0 1cosvÜ rax" 
u(r, 9) ES m. ur dv = oni EP (3) dv, (14.13) 


Xp 0c «n/(20). 仍然 采用 留 数 定理 来 计算 这 个 积分 . 当 > > a 时 , 应 补 上 (半径 
38 oc 的 ) 右 半 圆 . 积分 围 道内 的 奇 点 即 为 cos va 的 零点 , vn = (20+1)r/(2aj, n = 
0,1,2,…. 求 出 被 积 函数 在 这 些 奇 点 处 的 留 数 ,， 即 得 


2 $ (-1)? va\Cn+Dr2a 2Mm+1 
(r,8) = (2) : 0 
u(r, 8) n2. C EN cos T 


T 2a 
2 .aN 7 /2a 
— Re E arctan (2e) | 
T r 


(14.14a) 


2(ar)^/2e n 
rT/a — gn/& cos 2a 


l | 
— — arctan 
T 


当 r < a 时 , 应 补 上 (半径 为 oo 的 ) 左 半圆 , 此 时 在 积分 围 道内 的 奇 点 , 除了 cosva 


的 零点 
2n 十 e 
2a 


外 , SÉ v = 0 也 是 一 阶 极点 . 求 出 被 积 函 数 在 这 些 奇 点 处 的 留 数 ， 又 可 得 到 


2 4 (—1)*. rV Qn1)n/2a 2n 十 1 
u(r,g) 21-7 ( ) s T T mg 
uir, 8) n2. a Tus 2a 


Un = n —0,1,2,--- 


2(ar)"/?e d (14.145) 


l 
== = arctan É — pn/a 2a! 


814.2 Mellin 变换 举例 


本 节 再 给 出 一 些 初 等 函数 的 Mellin 变换 . 部 分 结果 也 可 以 当成 B 函数 的 习题 . 
例 14.6 也 可 以 作为 留 数 定理 的 习题 . 
例 14.3 定义 
Lm lz| « 1, 
Ar) = 
0 |z| 7 1, 
SK A(x — 1) 的 Mellin 变换 . 
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解 因为 
0, r «0, 
T; (Q «mw 
A(r—1)- 
2 一 2 lm 2, 
0; zl. 
故 有 


AMA- 1)} = [| Ae-Dzriaz=1/ ware f (2 = z)z"^! dz 


—O2( —1) 
— vwv(v41)' 


当 v=0 时 , 可 以 直接 计算 得 


Rer > =1, PÆ 0. (14.15a) 


NA -Do=f A A(z—1) jarias f dz 4 [= - dr = 2 In2. (14.15b) 
0 
由 (14.152) 3X4 l'Hôpital 法 则 求 极限 也 得 到 相同 的 结果 . 


vx - g 
例 14.4 gp IV Sr e. 的 Mellin 变换 . 
解 根据 定义 ， 有 
aed =f {Vr +1- zx)? edid 
vr? 十 1 


作 变 换 Vr? 十 1 一 x — t, W 
l= Lg 1482 
g= ， Vyr? 十 工 三 ii . dz = — id ， 


2t 2t 212 
容易 看 出 , 当 z =0 时 , t=1; 当 z 一 oo 时， 
jl 
t= V22 十 1 一 和 一 > 0. 


Z2 十 1 十 了 


所 以 


l DETH | qned aen. ea nL eee) 
^| uu] 9 cd en vL CL 


27w 14-a—v 1—a-—v 1—a-v 
一 T | —— |si . .16 
元 T: ( 7 ) ( 7 ) sin —; (14.16) 


此 结果 的 成 立 条 件 是 Rev > 0, Re(a— v) > —1. 亦 即 0< Rev € 1 4- Rea. 
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s- Ey e Ce La s 


例 14.5 求 fa) -i ) 的 Mellin 变换 . 


V22 一 1 
2 (x — Va? -1Y (x - vr- A obe S UAR 
解 F(v) 2.4 d m 1) 
Zu {z — vz?- 1} + {x vz? = n^ cta 
M z2—1 
作 变 换 r— vr? -1=t, M 
1+t? 1-8 1-8 
T—— r? 一 1 一 a dz = = 28 
同时 , 24 x 一 oc 时 , 有 
t=7 Vx?2—1= | +Ü. 
zc-Xz?—1 
所 以 
1 
Fo) - 2» [ ar [14 48) " 7 r9 di, 
0 


BRA t—tan6, W 


m/4 
f(v) = p (tan? 6 + tan" 8) tan" 0 cos?" 6 d0 
0 
7/4 
d /| (sin^^" 8 cos ^^" 0 + sin ^^" 0 cos^^") d0 
0 


7/2 
agm / sin"^ "0 cos * "0d8. 
0 
利用 
B(p.q) = Ji sin??-! 9 cos?1-! 9 d9, Rep » 0, Req » 0. 
0 


即 可 求 得 
(ec 一 an uad ie n} -B (== =s) 


v=] 2 ` 2 
2 " l--a—v 1l—a-—v 
-Or > | 上 (14.17) 
结果 的 成 立 条 件 是 Re(1-2-a—v) > 0, Re(1—-a-—v) » 0. JE} Rev «€ 1— J|Rea|. 
例 14.6 求 和 的 Mellin 变换 


1 + 2z cosġ + r? 


1 DO qud 
4 ES d 
Per TERI n 1 + 2z cos à + x? r 


其 中 0<p<x. 
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v—1 


解 可 以 用 留 数 定理 计算 这 个 积分 . 为 此 计算 围 道 积分 d.n 
C 


积分 围 道 C 如 图 142 所 示 . 在 积分 围 道内 , 被 积 函 数 有 两 个 奇 点 z = iato), W 
数 分 别 为 
F(1/2isin dje VHA), 


图 14.2 例 146 所 用 的 积分 围 道 


又 因为 当 0<Rev<2 时 , 有 


z"-1 z"-1 


li -— —. li z: —— -0 
lelo” 1 + 2z cos ġ + z? S 


lzj-»e — 1--2zcosó +z? 
于 是 , 根据 留 数 定理 , 可 以 写 出 


pm 
(1— ez) I x” | dz 2 Z givin -ee 4 eine] 
o 1+2rcoso + zr? sin 内 


化 简 即 得 
ox v=] . ES ; 
MN {ip af TEEPEE. Res s i 
0«o0«m, 0 «Rev « 2. (14.18) 
rg 讨论 


1. 从 以 上 计算 过 程 可 以 看 出 , (14.18) 式 在 由 = 0 A n 时 不 成 立 . 
2. 由 (14.18) 式 立即 可 以 导出 


4 1 十 zcos 内 Hf 1 + rcosó D dg T cos vó 
0 


1 + 2z cos ġ + z2 1 十 2zcos 由 十 zZ2 sinvm ” 


0«ó«m,0«Hhevc«1, (14.192) 


© 在 Kurt Bernardo Wolf 的 Integral Transforms in Science and Engineering (Plenum Press, 
New York, 1979) 一 书 中 , 收录 的 公式 有 误 . 
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4 rsing =f x sin ó bed duc mime 
Jo 


1 + 2x cos o + z? 1 LUrtosd- a). sin v7t 
0«do«m, —1 « Rev « I. (14.19b) 
3 1 , 
例 14.7 求 (2 4 ur 的 Mellin 变换 . 


解 因为 对 于 实数 a, 有 


tramo) = [ f(a)” dz 
1 é ví/a)—1l a, .. 1 Hu V 
= al fy 9-7 dy = a Uo) (14.20) 


a| 


所 以 , 24 0< Rev < Re (24 +2) 时 , 可 以 求 得 


, 1 1 5 1 ; 
lere] a erm) 
H 1T (v/2)T (u+ 1 -— v/2) 


: PD (14.212) 
在 此 基础 上 还 能 进一步 计算 出 
; 1 k"-2n-? T (v/2)T (u+ 1 — v/2) 


例 14.8 SK f(x) = im IE 的 Mellin 变换 . 
和 a | l4 - 
, its E 0«z «1, 
leu AE d ge. 
r—1 
所 以 


1 SEL: > zl 
F(v) ZA Le =f In T TE pi dcs f In t i a^ des 
— 0 =% 1 o 一 


分 别 计算 出 上 式 中 的 两 个 积分 . 对 于 第 一 个 积分 ， 可 将 函数  13 在 |z| < 1 内 
作 展 开 , 而 后 逐 项 积分 得 
1 
2. (2n4-1)(2n-v 1) 


1 oc 1 
lox 1 DE 
/ ln 和 PLE dr e» À TES 人 q?ntv dr -— 
0 io #=0 TaT h 0 n=0 


2 & 1 1 1 Í 1+v 
Š = ; =k 
» dE en V E s) «( 2 ) pu 


" (14.22) 


DO 
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最 后 一 步 用 到 了 公式 


Lisa- -Yavan 


n=0 
同样 ,有 
oo 1 
f n Et atar = f m LEE 7v 
1 r—1l 0 l-t 
=+ fe(3) »( 3] Rev « 1. (14.23) 
v 2 2 
将 二 式 合 并 , 即 得 
id z+1| ,i . i 1+v 1-v 
Spes rese 
gua POCO LO ; 1< Rev< 1 (1424) 
v 2 
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例 14.9 求 余 误差 函数 erfcz 的 Mellin 变换 . 


7 =a E .D— s cc s 2 in T à 了 一 " 
解 M{erfcr} = Í (erfe x) z" dr = i (5 / e at) g-ids. 
交换 积分 次 序 , 即 得 


2 D^ 一 经 v—l1 2 1 ete 
M{erfcz} = z”! dz ) dt = —— t" dt 
M (erfe x) sT e (f 1 dzja A. d 


1 1 lctv 
= T Rev > —1. 14.25 
ynv ( 2 m NS 


例 14.10. SKIES TAA) Si (x) = i E dt 的 Mellin 变换 . 
0 


"OO "T S t 
解 -VSi(z)} = 人 Si( ta} (/ sa DE v= dy 
Jo o t 
=f (/ tds) dt — -3/ sint -t" dt 
JO t Jt V 0 


= -tr (v)sin za —] < Rev < Q0. (14.26) 
v 


例 14.11 求 P, (i z) 的 Melin 变换 ， 其 中 m 为 正 整数 ，P， 
a lc 
Æ Legendre 函数 , u >20. 


@ 参见 : 吴 崇 试 . 数学 物理 方法 . 第 2 版 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003: 105. 
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解 根据 Legendre 函数 的 定义 知 


即 可 求 得 


| 1 1 一 2 NE 1 l4 vd 
^ lazas^2)] = aae az) 


es D(u-c-n-a1) f? 1 ( T jea 


z (n)? P(u — n 1) (lc zr)" Vl1om 
^ (—1)* T (p. 4- n 4- 1) 区 
i » (n1)? T (u — n 4 1) f (14 r)m-*^ dz 
E» 1"r(u-n-c1l)(-17"'! T(n+v) 元 
E T (n)? P (u —n 4 1) (m n — 1)! F (v — m + 1) sinzt(n +v) 
EN: 1 Y 1 (-1)"*^-! D(u - n o- 1)P (n4 v) 
~ sinzv l'(v — m 4 1) se (nf)? (m+n-— 1)! l(u-—mn- 1) 
再 利用 工 函数 的 互 余 宗 量 定理 ， 即 
z E Ht u n+ TT 
ipic STU Penes sinzr(n— pg) - c8 sin my’ 
上 式 即 可 化 为 
1 l-r ED id 1 1 = uoo 
^g s Ji i / (1 zx =) ilit 
EX m SiN TU il Y P(u4- nc 1)T (n — ij) P (n - v) 
sin zw I'(v - m 1) ^ n! n! (m 4- n — 1)! 
m SİN nn 1 D(u4- 1)P(-4A)T (v) 
nim sin zt I (v — m + 1) P (m) sFalp t 1, —u 51, mi) 
= rr aFo(j + 1. —p, v;l,m:1). (14.27) 


其 中 a4F2(01.02.03:0:, 82:2) 是 广义 超 几 何 函 数 : 


3F2(@1. Q2, 03; B1, B5; T) 


A YE T (aa +n)T(@a3 +n) TT(B) (82) n 
E (a) T (o3) T (a3) T(Bi+n)r (Botn) ' 


(14.27) 式 的 成 立 条 件 是 0 < Rev <m. 
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例 14.12 作为 例 14.11 的 特殊 情形 , 当 j= m 一 1 时, 广义 超 几 何 函数 即 退 


化 为 普通 的 超 几 何 函 数 , 于 是 有 


DT (m — »)T (v) 


1 1—z 
Aig Eal = 


F(1 — m,v;1;1) 


r (m) 


0 « Rev « m. 


Hu = T (v) 
H F 


r (m) 
以 上 用 到 了 超 几 何 函 数 的 特殊 值 


Fla, 8;y;1) = 


r(y)r(y-a- B) 


Ter (14.28) 


l(y-e)riey-8y 


Re(y — a — 8) > 0. 


例 14.13. 求 超 几何 函数 F(a, 8:y; -z) 的 Mellin 变换 


M (F(ao,8;y; —:)) = J F(a,8:4:—r)r" !dr, 0 « Rev < min (Rea, Re 5). 
0 


E 本 题 的 关键 在 于 正确 选用 超 几 何 函数 的 表达 式 . 考虑 到 积分 限 的 要 求 , 最 
方便 的 做 法 是 采用 超 几 何 函 数 的 积分 表达 式 


L(Y) 


F(a, B; y; -r 


代入 ,并 交换 积分 次 序 ， 即 得 
IW) 


d) T (8)T (4-8) Jo 


1 
J i 


M {F(a,B;7Y; —7)} = 


r (7) 


 I(8)r(4-8) 


Mia) 


F(À)T (y-3) 


1 "OO my—l 
/ jP71(1-1)9-8-3 l deus dt 
0 Jg (itzt)e 


T oo ^2v—l 
有 一 "一 1 jS 4—8-1 S acla 
J, t7 n auge e| de 
P (v7)P(o-v) 


~ F(8)T (4-8) 


T (9) 


1 
jf 97i EE 8-1 di 
T (a) i ( ) 


= F(o9)T (8) 


L(v)l(o—-v)T (8—v) 


Foe (14.29) 


在 计算 过 程 中 , 还 要 求 Re(4—8) > 0, 但 这 个 限制 可 通过 解析 延 拓 的 手段 去 掉 . 
例 14.14 求 合流 超 几何 函数 F(a: y; r) 的 Melin 变换 , 其 中 


ID T'(4 
Fayet) = 5 xi im) CEN ie 


|z| < oc. 


Tie TC) 


解 上 面 给 出 的 合流 超 几 何 函 数 的 寡 级 数 展 开 , 尽管 在 全 平面 收敛, 但 不 适合 
于 逐 项 积分 . 为 了 克服 这 一 困难 , 需要 用 到 合流 超 儿 何 函数 的 第 一 Kummer. 公式 


F(o; y; z) = e* F(Y—Q;7Y;—7);, 


即 F(a;y; —x) = e * F(y—a; y; z). 
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M (F(o;y;—a)) = / F(o;y;—2r)z" ! dz = / rx F(y—a; y; £) zx"! dz 
Jo Jo 


CIT +n) IT (yn) [? a 
=), 1 Q CQ n) Mi 22] e Tgr tn-l dx 


J0 


= = T (v+n) =T (v) F (v, y-a; y; 1) 


TT ()T (a—v) 
I(y-v)I (e) ' 
由 上 述 计 算 过 程 可 以 看 出 , 此 结果 的 成 立 条 件 是 0 < Rev < Rea. 
有 关 柱 函数 的 Mellin 变换 ， 可 参见 下 一 


(14.30) 


$14.4 Mellin 变换 的 卷 积 公式 
可 以 直接 由 Mellin 变换 的 定义 导出 Mellin 变换 的 一 个 卷 积 公式 


oo 1 ^c -Fioo 
n E Joa U(u)r " an! v(r)r" ! dz 


1 CGI 十 ice oo i 
= — U(u vo "*dz|d 
em a (4) n v(z)r | du 


| u(x)v(x)! dz 
Jo 


1 c-Hioo 
m 全 PN U(u)V(v — nu) du, (14.31a) 
其 中 
U(v) =. M (tu(x)) = i. u(z)z"— dz, (14.31b) 
0 
(v) = M {v(x »-[ v(z)z" dz. (14.31c) 
由 Fourier 变换 的 卷 积 公式 

zu fene - iis F()GQ), (14.32) 

F(k)-.Z(f()) GE) = F{gle)}, 


还 能 导出 Mellin 变换 的 另 一 个 卷 积 公式 


A uw (£) w) = U(v)V (v) (14.33a) 
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MN U()V()) = i. vv (2) er (14.33b) 
0 


y y 

需要 简要 讨论 一 下 卷 积 公式 的 成 立 条 件 . 以 公式 (14.31a) 为 例 . 如 果 该 式 左 
端 积分 的 收敛 条 件 ( 即 乘积 u(z)v(z) 的 Mellin 变换 存在 的 条 件 ) 是 a < Rev < B. 
而 (14.31b) 和 (14.31c) 两 式 的 成 立 条 件 ( 即 函 数 u(x) 和 v(x) 的 Mellin 变换 单独 
存在 的 条 件 ) DIA a < Rev < 8 M a< Rev « B, W) (14.31a) 式 右 端的 积分 
路 径 应 该 满足 

oj < Re p < f, Qs < Re (v — u) < f. 

卷 积 公 式 用 于 计算 两 函数 乘积 的 Mellin 变换 或 反 演 . 

fj 14.15 CI U(v) =. (u(zx)) , V(v) = .NW (v(x))- x Tuo (1)). 

解 作为 (14.20) 式 的 特殊 情形 (a = —1). 应 当 有 


AOLA non 


所 以 , 由 卷 积 公 式 (14.31a)， 立 即 可 以 推 得 
M TIS } £s x x U(u 4- v)V (gu) dp. (14.34) 
除了 用 于 计算 两 函数 乘积 的 Melin 变换 或 反 演 外 ，Mellin 变换 的 卷 积 公式 也 
还 可 以 用 于 计算 区 间 [0, oo) 上 的 某 些 积分 . 例如 , 如 果 容 易 求 得 乘积 (v) V (v) 的 
反 演 , 则 可 以 根据 (4.338) 式 计算 出 左 端的 积分 | «v (1) w, 
例 14.16 XXX 


ulz) = c Vz) = In : E " 
由 (14.21a) 及 (14.24) AR, WE 
T 1 7 VT 
Vinc 2 sin(vn/2)' (= pen 9 
此 时 就 可 以 计算 (14.332) 式 左 端的 积分 
sa cidy 4" 1 y--rz|dy 
J wp (5) = f ixgy"[y-zby 


另 一 方面 ， 因 为 
T 1 


UUV = oi 


,fx 
= AE = arctanz } ， 
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所 以 就 能 计算 得 积分 
ev. d y-cr|dy T 
l -= ctanz]. T ; .358 
n L3 Et y z[5 arctan7 ) r0 (14.35a) 


如 果 将 上 面 的 u(x), v(x) 对 调 , 或 者 将 (14.35a) 左 端的 积分 作 代 换 y = z/t, WA 


[^ 

0 

这 正 是 第 八 章 中 得 到 的 (8.71) XX. 
例 14.17 仿照 例 14.16, HX 


t 
t2 + r2 


l-ct 
1-4 


dt = m (5 — arctan z) . mx (14.35b) 


lc T VT 
u(x) = ln TA U(v) = , en 3 
v(x) = x sinz, V (v) =T (v+1) cos a 
于 是 , 根据 (14.33) 式 , 可 以 求 得 积分 
oo , 
f m|| Eat a f ln EH an2 29 
0 1I-yilv vy 0 1- y y 


=g r Z. p 
=M {= tan T (v4-1) cos 5 } 
=.N inr (v Tn ANS 


亦 即 
n In lan b T inr. (14.36a) 
0 y 的 


a In 二 sin rt dt = : sin T. (14.36b) 
此 结果 在 第 八 章 中 也 曾 得 到 过 ,， 见 (8.81) XX. 
还 可 以 在 (14.31) 式 或 (14.34) 式 中 代入 特定 的 v 值 , 从 而 给 出 相应 的 定 积分 . 
例如 , 在 此 二 式 中 取 V = 1, 即 可 得 到 


RES y = 1/t， 即 得 


oo 1 c-rioo 
f u(x)v(r)dz = rum I U(u)V (1 — uu) du, (14.37) 
1 z)v(£) dz E cm ANE U(uyV (1 + u) du, (14.38) 


或 者 在 (14.34) 式 中 代入 v = 0, 得 
1 c -rioc 


[" “oo 人 5 z- = omi U(u)V (u) dn. (14.39) 


2rü g —ioo 
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这 些 公式 将 两 个 函数 乘积 的 积分 转化 为 它们 的 Mellin 换 式 乘积 在 复 平面 上 的 积分 ， 
而 后 采用 Mellin 变换 的 反 演 (在 多 数 情形 下 就 是 与 已 知 函 数 的 Mellin 变换 式 比 对 ) 
计算 出 积分 值 . 
例 14.18 计算 积分 | sin z? cosaz dr 与 f cosx? cosaz dr, ÈP a > 0. 
0 0 
解 因为 


M (sinz?) 一 jT (2) sin T M (cos a?) = jT (z) cos 到 


以 及 
M (cos az) = a^" T (v) cos Z, 


所 以 , 根据 (14.37) 式 ， 可 知 


we 1 1 geee n 1= 1= 
/ sinz?.cosardr = zi] a "T (v) cos P ( z) sin — dr 
j 27i2 J, iss 2 2 4 


cg -ioo 1— 
. ym 2r T(> )sin — aw 


— ?ni J, i 4 Ta 
ot+ioo 
-zS 2 apf z) (T 一 — sin 23 E 
aioa 4 4 / a" 
a a /n , m—a? 
= fe 1 sin = i (14.40) 


o j| qp peoe n J- j= 
f cos z? .cos az dz = =g a "T (v) cos Ae 25 ( z) cos — ndv 
0 28.2. Jess 2 p) 4 


ovn a+ioc 22r (t) i l-v dv 


E Joie 4 a" 
c-rioc 
fa TT 7T d 
EU P "ep z) (e T sin a) aE 
" 4 4 7 a" 
1 t5 2 à 
E y. JE 十 sin T , = Y” sin T - (14.41) 


例 14.19 运用 公式 (14.20), 可 以 得 到 


M [nof = lr (5) a HO +t. 
2 


由 此 就 能 计算 出 
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b zy 2,2 
1 e? 7/3: ei (2a T ) dz 
0 


1 c-Hiooc V v4l 

B r (= -vp -w+1) (4 47670 q 
Bri Joio ;) ( 2 Ja Q7) i 
EET E oat 1 dv 

eH OLIUUET N T (v) Ne 
4ria(l—i) /,_io (1—i)" (2ap)" 


VT caag(pa) _ VT 


= a(i) 4 (1+i)e 7^" ( cos 2ap+i sin 2ap). 


分 别 比较 等 式 两 端的 实 部 和 虚 部 ,就 得 到 


oo 
1 e^? /** cog (2aà?2?) dz = d cos 2ap—sin 2ap), 
0 4a 


oc SM | 
/ e^?" /7 gin [2a*z^y dz = yT ee cos 2ap--sin 2ap). 
ü a 


例 14.20 类 似 于 例 14.19. 并 且 根 据 


4r {È sin(2a?a?)} = 5(V2a) """r (7) " d e 
a {$ cos(2a?a?) } E 5 (Va) """r (F) COS n 


T 


eg 2 [52 dz 
Y e^? /*' sin(2a?22)— 
m 


0 
1 Fade V v-1 -». P-—l 
三 一 一 T? (5) wT V2a sin ndv 
87ü J, iss 2 2 ( ) 
/5 ot+ioo sj d 
ES m f 2 "Tu 1)sin- T : Vs 
2yü doi 4  (vV2ap) 
oo x 
/ eV/ cos(2a252) $Z 
0 X 
1 DPI VN y v—i | v—1 
xi ran F (z)» H z ) (V2a) cos —1 n dv 
/ c-rioo E 
= | gp (v —1) cos < NN... M 
SEE Jois 4  (V2ap) 


作 变 换 v —1-— wv， 就 得 到 


(14.42) 


(14.43) 


(14.44) 
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oc c' 4ioc 
/ e? /2 sin(2a252) 7 E Vn. (^) (eee) dv - 
0 T ni a'—ioo Api" (2V2ap) 
-oym 1 [e „—2ap(1-i) _ ero] 
2p 2i 
T 
= Em sin(2ap). (14.45) 
oo c' Hioc 
f e? /rz cos(2a?z De = Vip (^) (e wn/ pe i/m/4) d 元 
0 ni c'—ioo dp (2//2ap) 
ES _ vnl le 一 2ap(1 -| 
2D 2 
T 
= Yee cos(2ap). (14.46) 


下 面 介绍 几 个 工 函 数 在 复 平 面 的 无 穷 积 分 . 其 计算 思路 正和 例 14.18 一 14.20 
相反 : 这 时 是 将 复 平 面 上 的 无 穷 线 积 分 转化 为 实 积分 . 由 于 指数 函数 的 Melin Æ 
换 是 工 函数 , 所 以 导出 的 实 积分 是 含有 指数 函数 的 积分 , 较 易 计算 . 《数学 物理 方 
法 专题 一 一 数理 方程 与 特殊 函数 》 一 书 中 还 要 用 这 里 得 到 的 结果 . 

例 14.21 7E (14.37) AF, 令 ulz) = z^e^*, v(z) —e77, 于 是 


U(v) 2 T(acv), V(v) 2T (v). 
此 时 可 取 o = 0, 即 得 


(x*a * (e jw dg - = = T (a+ u)F (v — u) dp, 
亦 即 
EN 7 Plas aT justa (14.472) 
dmi J i H) OH = Qa i 
4 u=ir, BET 
2 i lL(a-cir)l(v—ir) dr = Lon (14.47b) 
特别 是 a — v 时 , 有 
oo oc T 
F) p (a ir)T(a -ir)dr - 7 f Il (a i) ar = EGO, (14.48) 
x? qd 
例 14.22 在 (14.37) RPE u(x) = ECT v(z) = Bay 因此 
| (bx v)T(a-b—v) T (d+v)IT(c-d- v) 
Tee TO 0€ Fa 
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由 此 即 得 


oo retd 
f 
0 (1 十 qoe 


1 eH Ttv) labe dtl =r eed) 


- 2n c—ioo T (a)T (c) be 
亦 即 
mij TO+YTa-b-y)T(d+1-v)T(e-d-1+v) dv 
.. ' (a) ' (c) 
= 和 (14.492) 
其 中 o 应 使 右 端 被 积 函 数 中 工 函数 的 宗 量 均 为 正 ， 即 
a—b—-oco 0, b+o>0, l+d—o>0, c—-d—-l+k>0. 


RES c-d-1=a, b=8, 1+d=7, a-b=å, WA 
1 c-Fioc 
eT NM T (a4-v)T (8--v) T (y—v)T (6—v) dv 
l'(o--3)T (a4-6) T (84-3) T (84-9) 
D'(o4-84-4-6) i 
HP a+o>0, 8+0 >0, y-0o>0,ĝ-0>0. 
更 可 以 将 w+o 8+0 和 ~Y 一 o, 6 一 o 直接 写成 a, 8A y, 56, 从 而 有 
1 oo 
2m feo 


(14.49b) 


T (a-Fir)T (B+iT) DT (y—ir) T (6—ir) dr 


_ P (o3) P (o9) P (B+ TIT (8+8) 
" PLE (14.49c) 


Rho20,820,y250,ó520. 
例 14.23 如 果 在 (1437) 式 中 取 
u(z)-z'(1—z)""n(1—2z) w(z)-a*"(1-— z)*"'n(1— z), 

其 中 n(x) 是 Heaviside 函数 ， 则 
T (a) T (b 4- v) 


Vlt Parer £e 


T(c+d+v). 
于 是 又 有 
G 十 ioc 
; RENE T (a) (b-- v) T (c) (d v) 
] 22-2" "ds = z-i l(actb-tv)T(ctdMv) 
_ Ttdt DT (oe 1) 
E T (a - b 4- c4- d) 


dv 


(14.502) 
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RES b—o', a-b-f', 1-d-—3y,1-c4d-i, NW 


i get Pte w)InPg -) 
LM T (8' 4- v)T (8 — v) 
Pty) TF) 

PB -oT -yD + 1) 


dv 


(14.50b) 


EHF a' +o >0, 8 -0»20,5,'—0»20,ó50'—o»0. 
也 可 以 引进 w=w+o p= +0, y= -o0 8=0'— o, 从 而 将 (14.50b) 5X 
改写 成 
1 f? r(eae-cir)(y-ir). 
2n J , (Fir) (óir) - 
o Eta q)r(8-o-5—o-—«) 
r(8-a)r (9 —y)r(d--8— 1) 
HHF a >0, 8>0,y>0,8>0. 


fi 14.24 车 取 u(x) — z^(1— x)*71n(1— z), v(z) = e 相应 地 ， 有 


(14.50c) 


. l'(a)P(b4 v) 
X T(a+b+v)’ 


则 根据 (14.37) R, 可 以 写 出 


1 /to T (a)r (b+v)T (d+1-v)I (c—d—1+v) 
2ri Le T (a--b4-v)T (c) 


Hu 1 ger] gel 


l(d--»)I(ec-d-v) 


U() ES ! 


V(v)- 
dv 


IM c 取 某 些 特殊 值 时 ， 可 以 方便 地 求 得 (14.51) 式 右 端 积 分 的 有 限 形式 . 例如 ， 当 
c—1-—a 时 , (14.51) 式 右 端 可 化 为 


E — g^y*-! dz = 1T ((b+d+ 1)/2)T (a) 
* "^ 2T(a+(b+d+1)/2)` 


因此 , 如 果 令 b=a, a 二 d= —B, d-c1— y, WA 
X [*"9r(a-w)rü- vr»). 
27i c —ioo DI (14x—B—44- 2 


. 1T ((@ +7)/2)T (8 * y) 
2 T(-fB-(a—3)/2)' 


(14.522) 


其 中 


Qa+o>0, B+i+o>0, y-0o>0, 1+a-ß-y+0o>0. 
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仿照 例 14.22 和 例 14.23 的 办 法 , 也 能 将 (14.52a) 式 改写 成 


1 /TIT(a+ir)T(8+ir)T (y — ir) 

wl. lila p= yir) n 
H 1T((a- y)/2)T (8 4 y) 
2r(1-8-(a—3)2)' 


(14.52b) 


HHP a >0, 8>0,y>0, H1l+a-8-7y>0. 
另 一 方面 , 如 果 作 变换 


则 (14.51) 式 右 端 又 可 化 为 


1 ,b-d a—1 1 
2 "(1- z) E f -1 b+d pedea 
A .—dsuwgee] sepu pM g£49 dt. 
/ (1+2)° í 


因此 当 c 一 a 一 b 一 4 为 正 整 数 时 , 又 可 计算 出 积分 值 . 特别 是 , 当 c=a+b+d+1 
Bf. 又 将 得 到 (14.51) 式 的 结果 . 


第 十 五 章 ” 柱 函数 的 Mellin 变换 
作为 上 一 章 的 继续 ， 本 章 集中 讨论 涉及 柱 函 数 的 Mellin 变换 , 包括 原 函 数 或 
像 函数 中 含有 柱 函数 的 两 种 情形 . 
$15.1 ” 柱 函 数 的 Mellin 变换 
fj 15.1 求 函 数 rJ (ar) 的 Mellin 变换 
M (x7 J,(ax)) = l z-"J,(ax)z"- dr, | a»0,0«Rev«1. 


解 本 题 的 关键 在 于 正确 选用 Besse 函数 的 表达 式 . 考虑 到 积分 收敛 性 的 要 
SK, 应 采用 Bessel 函数 的 积分 表达 式 


2 zye f" -21u—1/2 " 
T (n -1/2)T (1/2) (5) je- /* eos z¢ dc 


代入 ,并 交换 积分 次 序 , 即 得 
M ds rl(ar)} 


2 aN” : 4—1/2 x v— "loas 
-PETIA a) lo x I/ 2^" cos(azC) dz | dC 


T 2 a" TY à ^214—1/2,4—v 
= FG IDU » ro) f (1— c^y Cc qe 


Ju(z) = 


-Tr AT 5a 
av^" — D(v/2) 

-3(5) m (15.1b) 

zs) re (15.10) 


在 化 简 到 最 后 结果 时 用 到 了 工 函数 的 互 余 宗 量 定理 及 倍 乘 公式 


1 v r ii "2 7 T 
2 2 2 2) sinr(1 一 z)/2  cosnv/2' 
V V 1 


T (2) r (5 4 >) = 21T (v) T (1/2). 


从 (15.1) 式 出 发 , 结合 Melin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), 就 可 以 导出 各 类 
柱 函 数 以 及 柱 函 数 与 昭 函 数 乘积 的 Mellin 变换 . 
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例 15.2 $ (15.1) 式 中 a=1, 得 
ais du = [s t "Ji (z)a" dz 
0 


-Pr(r(-a)sm(L-a)n 
T (v/2) 
T(u*1-v/2)' 


同时 , 根据 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), 就 可 以 直接 推出 


M uo) = 1) r (755) (*54)7 


3 
0<Rev<kt~=. 


= 9v—n-1 
2 


— ovi. T (n * v)/2) 3 
4 FE n px Bes y 
以 及 
v--u—1 V 
M (a^ 3u(z)) — 2 - r(z)r(s | i) sin > 
ovp- Utt v[2) " EM. 
一 2 Tü-wey 2u < Rev < Lt. 
或 者 更 一 般 地 ， 有 


Pt- Fui Pag V+ 和 Akh 
和 A A i 
M ia bulay = 元 r( 2 | 三 ) sin 2 T 


_ gaai Tv + A+ 1)/2) 
P+ A- v)/2)' 


特别 是 , 当 入 = -1/2 时 , 就 有 


9v-3/72 fyip 1 v—-u 1 v—-u 1 
11/2 = aD E e a ox 
"AE Ju(z)) = r( 5 ij)r( j 5) sin( 


ov-3/2T ((v + u)/2 — 1/4) 
T ((u — v)/2 + 5/4)" 


以 及 
M {jp(z)} = -— (=) p (= 一 5) cos m 


gea RT (o 1)/2) 
T ((u — )/2 3/2) 


由 (15.3b) 式 还 能 导出 


一 及 十 1/2< Rev < 2. 


一 入 一 4 < Rev < -A 


一 /十 1/2< Rev «2 


(15.3a) 


(15.3b) 


(15.4a) 


(15.4b) 


(15.5a) 


(15.5b) 


(15.6a) 


(15.6b) 


(15.72) 


(15.7b) 
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v—1 i E 
M {IJ (£) + J (rz)} 一 (=) (3#) E (Se resin (55 d 
n vau v—uN . vn Lm 3 
-r( 2 y( 7 )m 5 cos 7, I| «Re v € 5, 
(15.82) 


4 Qut) - 1-0) = Er (E) r (55) [i (555) n - si (525) 


2" 一 
= r (*25)r (£) cos 人 sin ^^. |n «Re v« 5. 


ll 


T 2 2 2 
(15.8b) 
例 15.3 对 于 Neumann 函数 , 有 
MNAE) = SIT M Uer) — c n) 
wol ode y— v—u 
- — rl | ;^)es j^ lu] < Rev «€ 5, (15.9) 
再 利用 表 141 中 给 出 的 基本 性 质 , 得 
vcu-—1 v D 
AE [aU N I) = e. = T (z) r (zu) cos T |u| —- i « Re ven. 
(15.102) 


M (s Na) = E (z) Ẹ (5 cos (2-5) m, |u|--u « Re vents. 


(15.10b) 
f| 15.4 将 (15.3) 5 (15.9) 两 式 组 合 , 又 能 得 到 Hankel 函数 
Hi (z)-J4z)siNG(s) 及 EO(e) = Jale) iN) 


的 Mellin 变换 : 


TREO -— r(=)r (4#) (sn ën icos n) 
- EL (Ee oil 一 mm/2. || «Rev « 5. 
(15.11) 
4r (nto) = 25r (225) r (E) (ia En ico n) 
= -2r (2) r (4) ec iv-u)n/2. | < Rev « 5. 


(15.12) 
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将 (15.2) 与 (15.10b) ARAS, 或 者 直接 由 (15.11) 和 (15.12) 两 式 ， 又 可 推出 


1 i ; 3 
AM [BO = LE (>) 工 (5 一 i) e-cin(n-v/2. |u--ucRev«pd-, 


2 2 
(15.13) 

1 V V : 3 

—py1(2) (. cuo 9U-f-1 iid Ama in(u—v/2) E^ 

Jl Tn Hy (x)} 元 2 r (7)T (3 1)e i |uļ+u<Rev<u+5: 
(15.14) 


在 以 上 的 计算 中 均 取 z 为 实 变 数 . 当然 相关 的 计算 结果 ,不 排除 对 一 定 辐 角 
范围 内 的 z 也 成 立 . 特别 是 ,通过 解析 延 拓 的 办 法 ， 可 以 将 实 变数 x 延 拓 为 纯 虚 
数 rein? (x 仍 为 实数 )， 从 而 又 可 得 到 一 些 新 的 性 质 . 

以 下 我 们 纯粹 形式 地 作 解 析 延 拓 , 关键 性 的 有 关 积 分 解析 性 的 证 明 从 略 . 解析 
延 拓 的 办 法 即 是 直接 将 v 换 成 zeir/2， 即 相当 于 假设 沿 正 实 轴 的 积分 和 沿 正 虚 轴 
的 积分 相等 , 亦 即 

T f (zei™/?) (zei/2) "7 gin/2 dr — T f(x) z"^! dz, 
0 0 
因此 
AM (f (ze7/?)) = ecirm/I? v Es). (15.15) 
当然 , 也 可 以 由 Mellin 变换 的 逆 变 换 作 解析 延 拓 . 
例 15.5 按照 这 样 的 做 法 , 我们 就 可 以 将 (15.13) 式 作 解析 延 拓 : 


M ( (se?) HHQ (geil Y — grirv/2 ED (>) r (5 o n) nid 


2 
但 对 于 实 变量 r, 有 


To/2 0 (gehn?) = Kult). (15.16) 
其 中 Kiv(z) 为 第 二 类 虚 宗 量 Bessel 函数 , 所 以 这 正好 给 出 了 K(x) 的 Mellin 变换 : 
M (a7 ^K, (ax)) = 27T (z) r (5-4) , Rev» max(0,2u). (15.17) 
由 K(x) 和 第 一 类 虚 宗 量 Bessel 函数 
L,(z) Se 2 (yeiv/?) (15.18) 
的 关系 
K,(z) = TF IL.) a 1,(2), (15.19) 
能 够 看 出 Ki) 是 v 的 偶 函 数 , 所 以 又 有 
M (z"K,(z)) = +r (2) P (24) , Rev max(0,—25). (15.20) 
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由 (15.17) 式 或 (15.20) 式 还 可 以 导出 


M (Ku (z)) = 277r (r (555). (15.21) 


815.2 ERRIA Mellin 变换 
例 15.6 从 例 15.2 中 的 (15.2) RHR, 利用 卷 积 公式 (14.31a), 就 可 以 得 到 


Idle] pe — Dum T ((v—w)/2) 
4 z^ E. j E 27d L T (1+å—w/2)T (1+u-—(v-w)/2) ani 
E DR ferme Ffu T ((v/2)—w) " 
E 27á p rT (1+A-w)T (1+u+w-—v/2) s 


计算 出 上 式 右 端的 积分 ( 见 第 十 四 章 中 的 例 14.23, (14.50b) 式 )， 就 得 到 


2 
eid 
r (1+A z)r (1n ;)r (123-7) 
Qu—À-w-i V v V v 
aS MG la r B à) d (5 n) 5 E a n) spei im) 
x sin (Z-A) nsin (2 -u) n sin (2 -A-u) 7. (15.22b) 
特别 是 取 v = 1, 得 
Je) Jum) O x D(A- pg) 
J, AN ga OP aa irlari e poraa] i 
2 2 2 
X3 v —2 时 ， 有 
> Jal) JE). Lo Dl(A-- p — 1) 
f a 2dz— TT TOA (220) 
4j 15.7 由 (15.27) 式 可 以 导出 
air (tt) T (1—v) 
A JX(x) Ju(x)) = (15.23a) 


À—pn-rv I. — Av Àcu—v 

IM EI r | 1 二 一 一 一 一 
| 
gel V+ 入 —v v—A+v U—A—v 7 十 入 十 7 
-araar (=) ( Te ER 


uadit sin Fe sin m (15.23b) 


x sin 
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特别 是 , 当 入 = u 时 , 有 
r(e e+) 
Ara G 
= vant (r (E)r Gr (Z-n) si (279) n si 7 (15.24b) 
rr] 
ETEA EA) 


= zal (3) T (=) T (274) T (5-4) sin (zta) sin (2-4) T. 


MN {T(z) I(r)} = (15.24a) 


M {Ja (x£) J -ut(z)} = 


(15.25a) 


(15.25b) 
在 以 上 化 简 过 程 中 , REHE T 函数 的 互 余 宗 量 定理 以 及 倍 乘 公式 . 
例 15.8 由 (15.24) 5j (15.25) MN 
MAI lE) Nu Gn) = ST Auer) uG)) — acc ur) Jun) 
和 (15.26) 
M (um) N,(z)} = T 4 3-u(2) Ju] = arl 3-7) Tuo) 
- a a ode idee (1o) 
(15.27) 
因此 
M ANíG) Nu) = SEIT Gur) Nu Gr) — cel Ur) Nu (n) 
1 v "a v v l. f» . vnu 
-aerDr( rris i E 
(15.28) 
例 15.9 结合 (15.24b) 和 (15.26) 两 式 ， 即 得 
M [1 G)BO ()) = nor (>) L c3 T (274) 上 (2-4) sin (2-u)n. 
(15.29) 


将 (15.24b) 和 (15.28) 两 式 相 加 、 减 ,又 能 得 出 
M {HP (2) HO (a) } =Æ Ou()3u (2) + Ni(z)Na(z)} 
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= -aT Or (522) r(5-*u)r(z -a) cos Lm, (15.30) 
Aus) — NaG)NA()) 

T (2) r (=) r (274) E (2-4) [cos um — sin (2-4)n sin cd 

(15.31a) 

T (2) p (55) 工 (5 | n) T (5 i) COS (z-4)n cos T (15.31b) 


f| 15.10. 考虑 到 


sing = y Fhile), cosg = VF JG) 


所 以 , dE (15.22) 式 中 分 别 令 入 = 1/2, 则 有 


J17/2(Z z) J, (x) — 9v-—&-3/2 F (v/2)T (u— v + 3/2) 

4D mE gu j=? MUG /Th IT 8 2)" 
Jan) J | oec T (v/2)T (u — v + 1/2) 

41 TUN um j=: g POAT ETTE 


从 而 就 可 以 推出 


M (sina Jy (z)) = 277! e pom v+) 


p+r lpr u-v (15:8320) 
E pH yrs =) 


2T (u +v) (=v +1/2) . utv 
~ yn  I(ü-cga-v) y ^ (15.32b) 
ETE Wy 
= mU (3-7) T (v+u)T (v—u)sin > 7 x sin(v— u)r, (15.32c) 
idend s 
M (cos s J (x)) = 277! 


(15.33a) 
l—u-v p-—v LE 
ee 


. 2T (a+v)T (—v + 1/2) H+v 
p PH cos 一 5 开 (15.33b) 


= Zal (3-") T (v+u)T (v—n) cos E 
进一步 作 线 性 组 合 ,， 即 得 


M {0 J,(2)) = € EE re gite (15.342) 


qom sin(v — jm. (15.33c) 
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yg * Ji : 
= mu (3) P (v+pn)T (v—g) eitv)n/2 sin(v— un. 


类 似 地 , 可 以 求 得 


COS UT 


Jf (sinzN,(z)) = 


M [sin z Ju(x)) 一 


sin HT sin HT 


AM {sinzJ_,(r)} 


1 l — , 
=al Hi v) ri PEN US 


M (cose N,(z)) = I wl cose J, (x)}— 一 一 一 pl 人 sinzJ-alz )} 
- EC NM NES 
在 此 基础 上 又 可 以 推出 
M {sinx J (x) + cos z N,(x)) 
o jl "T 1 r j f ý- 
- —enl|5-" (v4-u) P (v — u) cos vx cos T, 
M {sinz Ja(x) — cosx N,(x)) 
1—v S 
= a T (3-7) T (v4-&) T (v—n) cos un cos E Kn, 
M (sin z N (x£) -- cos z J,(x)) 
=ë = 
= - (5-7) P (v4-u) T (v —) cos um sin TRU 


AM (sin z N,(r) — cosx Jj (x)) 


21 v ji yon 
= -aT (3-v) rer tvi) eos sin — ^. 


f| 15.11 由 (15.32b) 和 (15.33b) 两 式 ， 有 


—iz 2" "P(-v--1/2)T (v 4- u) —i(v--u)n/2 
A [Cur Vn LT(1—v-g) i 


T (—v 4- 1/2)T (v + u)T (v — u) e (7*7 sin(y — a)n, 


-一 2" 
(qd? 


(15.34b) 


(15.35) 


(15.36) 


(15.37) 


(15.38) 


(15.39) 


(15.40) 


(15.41) 
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NW{e J,(r)} = r DESC E Hu) e (7/2 


= y (—v 4- 1/2)T (v + n)T (v — u) e "7977? sin(y + un. (15.42) 
再 由 
(7 2 .COs um, (c) 一 Jum) z i ee » 
Ex imo E sin um sin yn p Ju) 1-49], 
所 以 
Vague -Í Zr. P 
VAL HE (z)} mm Cv V2)T Q^ TN 


x [eres sin(y — u)r — eU sin(y + 1)n] 


i 2" 
c 二 n 
sin un r3/2* I'(-v * 1/2) (v -- p)T (v — u) 
à [e Tit sin(v — u)r — e7 sin(v + u) nj 
iZ ie- y T (v-u)T(v—p)cospur. (15.43) 
n3/2 2 FH H uT. i 


例 15.12 更 进一步 , 根据 Mellin 变换 的 卷 积 公 式 ， 由 (15.17) 式 还 可 得 到 
K(x) K,(z) 
| | 


ma... ah 
< 
E E sk : [reor Ad v)r (2 w)r (3 IL w) du. 


计算 出 上 式 右 端的 积分 ( 见 第 十 四 章 例 14.22 中 的 (14.49b) R), B 


E v V V V 
M ERE, 2 er -r(G-)r( 2-2) 


x l'(1—v--A- qu) sin(v — A— u)r. (15.44) 


由 此 式 还 能 进一步 推出 


MAKKE) = 


d g 


2 十 入 十 内 乙 一 入 十 几 vc-A-Hu v—A-u 
pl 
(15.45) 


M (Ku) K,(2)) = ru Eror GrG) G-a) (15.46a) 
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- im r (Z) r (=) r (2*4) r (2-4) cos T. (15.46b) 
在 (15.44) 一 (15.46) 式 中 特别 可 以 取 v = 1， 从 而 得 到 积分 
Ka(z) K(x) d 
0 


"o 
nuum nICAeÁ 212) [-E-4-3/2) PC-X— 1-3 1/2) 
— 9—(à+u+2) | 
2 Vn FH-A-—xj ; (15.47) 
"Hate Keds e : (15.48) 
be om Perque cos(A + u)m/2 cos(A — u)n/2' : 
x n? 1 


£j 15.13 同样 , 由 (15.22) 和 (15.17) 两 式 ， 又 可 以 得 到 


IKa 27-3 per 0448 w T ((v—w)/2) 
4 ge P j 27i Ix. EINE al rar wm ing 


gehe? partie p) p (w — n) P (v2) - w) 
~ 92m Jai  T(1+u- (v/2)+w) 
T (v/4)T (-u + v/2) 

T (1 +p- v4) 


= t. (3) T (3 D T (5 i) sin E -u)n. (15.50b) 


在 上 面 的 计算 中 , 用 到 了 上 一 章 的 (14.52) X. 
由 (15.50) 式 可 以 得 到 


dw 


- 9v—-2u-3 


(15.50a) 


—w-aT (v 4- 20)/4)T (v/2) 
A OLG G)) - 27 p T mA) 


ON anm 


(15.51a) 


以 及 
4E (u+ v/4)T (p+ v/2) 
LT(1—v/4) 
2v*2u—3 


= F(T (zte) (Fte) 7. (15.52b) 


M n, dum) - a" Eur) = 2T- (15.52a) 


由 此 式 出 发 ， 又 能 导出 
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LACO ORI OI 
COS UT _ 
~ sin " EU duis] ce HL ug pla) -a Kple} 
Cos HT : 
B sin 4T A oun) SP i B "n ^ i J-,(x) : £"K ,(z)) 
= OSAT M (a J, (a) - z"K,( (z)) 一 Lu LES) 
Sim UT sin yn rou rE 
2vt2n 3 v Ü - 
m r(5«4)r(z)r(; a) C0 (15.53) 


更 进一步 , 还 能 推出 
ANGE) = -2—r(z)r(i«S)r(Z-S)es(f-5)m assa 
i TI VON v V v D 
4r (e Ru : x "(2 )gr()r(G n) cos( = e)” 


将 (15.51b) 和 (15.54) 两 式 组 合 ， 又 给 出 


N ni G)YK,G)) = -—- (z) r ( " £) T (5 E) eivm/Ae-inm/2 (15.56) 
fj 15.14 也 可 将 (15.34) 式 作 解 析 延 拓 ， 


i i -i 2^"P(u-v)T(-v +1/2) ; 
f d Ps S Wi inv/2 i(u--v)n/2 
VAL J, (ze )} =。 E Tü-ctu-v) e f 


利用 (15.18) 式 ， 就 得 到 e7 I (x) 的 Mellin 变换 ， 


M {e L,(z)) = me, (5 =v) T (vi) TY (v— pu) sin(v— u)n. (15.57) 
再 对 (15.29) 式 作 解析 延 拓 ， 


M bs (ze7/2) H0? (ze B 


Leine a |o ir T(t v/2) T (v/2) F (Q — v)/2) 
一 273/2 yy 


根据 (15.16) 及 (15.18) AA, 就 可 以 将 此 结果 改写 为 L(x)K(zx) 的 Mellin 变换 


1 P(ucv/2)T (rv/2)T ((1 — v)/2) 
AVR ETETE 


= uum e. (学 -)r (zu)r (2-1) sin (2 -u)r (15.58b) 


Ll sr) Ky (x)) = 
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还 可 以 对 (15.43) 式 作 解析 延 拓 , BH 
M {eH (se?) } 
= g ie? |- m 91-v gi(v-u)n/2p (5-») LT(v+n)T (v-un) 


利用 (15.16) 式 即 可 化 为 eK, (x) 的 Mellin 变换 


M (eK, (x)) = UT (3-7) T (v+ pu)T (v— p) cos un. (15.59) 
例 15.15 也 可 对 (15.56) 式 作 解 析 延 拓 , 得 
M {Ku (zehn BD (geim/) ) = E (SITSI S eree, quad) 


TNT 
又 因为 


K, (ze 97/4) = reum? (nem), 
所 以 
M [K, (x67), (se 04) ) = Deom? {Ko lve") (zoe)} 
ON osan 
再 介绍 两 个 涉及 柱 函数 的 积分 , 它们 实际 上 也 是 给 出 了 相应 的 Mellin 变换 . 
Blasio 计算 积分 1= / P EVE] maia, 


(s? 422)? 


E 令 z2+z2 =t, 则 原 积分 化 为 


oo "OQ 
= | Jalot) (B-2y tdt = 22 *?-n J ZL J (azz) (z2—1) dz. 
> J1 


m 

在 表 14.2 中 可 以 查 得 
A (2-1) n(z-1)) = ETAHI (5) Ji A) sin a 
另 一 方面 , 由 (15.10) Ñ, 结合 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), 又 能 求 得 


4 (o2) = asc n (E) (5) sm n) 


所 以 有 
ge ly S r (-5*-) T (=) sin uim 


27i 
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2" " vcl v+1 v+1 
Wl = [ez 
x (az) s "( 2 Jel 7 n) sin ( 2 2 


22 42-p c-Hioo 9v—pu-l v—1 v-4-l1 
=T(A+1 r E 
gu E82 tients tel s (ent 


—ioo 


Vnd Z 十 1 7 dv 
sin , " 
a (oa 


TERR v —v-1-,. BITS 


22^ -2—u c' ioc 2v 2 v4u v/—u v'—u dv 
一 DL IIT i 
I=T(åA+1) D f s ( 7 入 ) ( ) sin aar 


=r (A4 I)z2 7 Psy A X ile). (15.62) 
可 以 将 这 个 积分 看 成 函数 is 的 Mellin 变换 
z?-z 
Ja (avr? 4-22) vy zt (22 N"? : 
zl [NOT 上 -的 (三 ) J, ga (oz). (15.63) 


例 15.17 计算 积分 了 = 3 Kalava’ tz) ri da, 


0 (224-22)? 
解 完全 类 似 于 例 1516. 可 将 原 积分 化 为 


Ie inn | z” Kplazz) (z?—1)° dz 


2A+2—p a+icc £ E E 
TE nana La y r E: V NT 1—v "E H 
27i 2n jJ. 2 2 


2 
1 1 
x (az)"-"-ig*-e-1p (5 ) T (5 n) di 


z?^*2-p fotioo japel v+1 dv 
= o9rv—u-—2 o 
= ty 27ü 1 : á ( 2 3 j ( 2 n) (azr ti=r' 


—1o0o0 


作 代 换 v = v+1 一 1， 即 得 


之 2 入 十 2 一 从 c'-rFioo ; vu v/—u dv 
I TQ PUTQ———Dpr 
人 APR ( 2 ) ( ) 


-j 


=PTH Atela] Kua (mz). (15.64) 
在 以 上 计算 中 用 到 了 


M {z Ku(azz)} = (az) "1277 HT [2 r [n n) 
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同样 可 以 将 (15.64) 式 看 成 是 函数 的 Mellin 变换 
TX“ 十 之 


K (aVz2 十 22) z^ (22N"? z 
“{ [a2 | = ( * ) Ka 2), (15.65) 
再 计算 一 个 同时 含有 Legendre 多 项 式 及 Bessel 函数 的 积分 . 


例 15.18 计算 积分 | (15) Jo(az) dz. 
1 - 


BE 利用 (15.3a) 式 以 及 上 一 章 的 (14.28) 式 ， 再 结合 表 14.1 中 给 出 的 Mellin 
变换 基本 性 质 , 即 可 写 出 
A (a Jo(ax)) — rawah 


LT((1—07)/2)' 
: 1 1-2? _ 1|[PT(n—-v/2) did 
aye n (52)] 3 PT vt 


ES z£ 1 一 Z2 
— Pr | 一 一 一 ir) dax 
n Ga (53) Jo(az) dz 


1 1 2 CI 十 ioo T] — l—rv 
HER a IRE SN 9v—1 ev-ip - TIn j 
TE E 5l l. a (n 7 ) (r ) dv 


作 变 换 v--2n—1 = vw， 就 能 得 到 


d T 1—a? 
X Pul 一 二 ]Jofaz)dz 
Ll wm ( ) sen a: 


142? 
1 1 2 pg'--ioo ; 2. y! Ux d 
Ec EL DZ -n j2n-2p Soph dez E 
s [rpg] do, a E 


- [rs] Q^ ^o 


815.3 “导致 柱 函数 的 初等 函数 Mellin 变换 
例 15.19 R [e enl, 


解 由 表 142 可 以 检 得 .6 To- 7) = bp (v), FA, 根据 (14.34) R, 有 


^c i 
A [o ne tin E 1 g-rioo 


(15.66) 


—2u .Hh-24-2v 
Fi J, a ^"T(u)-b T (u +v) dp. 


—ioo 
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作 变 换 2 — 1' 一 vw， 即 可 得 到 


2 | zajel y9 te u -—v +v dy 
—b*zx e? 2 fw zx t / 
LAC dai i | "( 2 )'( 2 ) (abi 


—1oc 


m (2) K, (2ab). (15.67) 


例 15.20 ck. 4 fe ib? ey: 
解 因为 WV (en) —p?p (v) exizr/2， 所 以 仿照 例 15.19 的 做 法 , 就 能 求 得 


1 G 十 icc 
Jr e" T gia id. x a ?"D (u) eium /? ^ b 32-2?vp (u ES v) eirtv)n/2 du 


2ri g—ioo 
H ES GEI nd" y!—w p uv qiii dy 
2ni Vb/ 2], i 2 2 (ab) 
H a 
=ni (F) eivn/?q() (2ab), (15.68) 
c-Fioo 
M CC T" ES a Up (u) gium/2 f b-30-2vp (u 4 v) e~ilu+v)n/2 du 
27ü g—ioo 
-" R3 (ty 1 fr ni Y m ul «ty mm dy 
27ü b 2 PNE 2 2 (ab) 
=2 (2) e-"""/?K, (2ab). (15.69) 


例 15.21 在 作 Mellin 变换 时 ,当然 可 以 先 将 o 看 成 实 变量 , 计算 出 积分 后 再 
作 解 析 延 拓 . 按照 这 一 做 法 , 我们 就 能 根据 例 15.20 的 结果 导出 


HN {sn(S $ 2) } =x (2) |J, (2ab) cos T — N, (2ab) sin z| , — (25.70) 
M {sn(S -b :l — (2) K,Qab) sin S, (15.71) 
M (s (S + zu — (2) |J, (2ab) sin F + N, (2ab) cos 2d ， (25.72) 
ZEE EI = 2 (2) K,Qab) cos m (15.73) 


由 此 还 可 以 进一步 得 到 


E 
M [n^ 一 sinb?r + 
r 


= [5 [K, (2ab) cos * 十 |J, (2a) sin z + N, (2ab) cos <] } ， (15.74) 
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2 
M {sn 2" eos Pa) 
T 


— (2) [K, (2ab) sin T 第 5 |J, (2ab) cos T — N, (2ab) sin rd } ， (15.75) 


M feos 二 sin Pe) 


a 


v . vut m VAT . VR 
= (2) {—K,(2ab) sin 7 十 |J, (24b) cos — N, (2ab) sin zd ] , (15.76) 
2 
e ons) 
M feos z cosb 2} 


= (2) {Kv(2ab) COS Z = 了 |J, (2ab) sin T + N, (2ab) cos zd } : (15.77) 


rg" 讨论 在 (15.70) 一 (15.77) 式 中 代入 一 些 特殊 的 v 值 ， 还 可 以 得 到 一 些 有 
意思 的 积分 . 例如 , 令 v = 1， 就 能 得 到 


oo 2 
in| up. N Aa 
f zi -+b 2) dz = —m (2)N 1 (2ab), (15.78) 
oo 2 
inl g - d 
f sn( b 2) dz -2(7) K;(2ab), (15.79) 
oo 2 
TT sayl 
f cos( - +b 2) dz = -n (7) J1(2ab), (15.80) 
oo 2 
ji C) dr —0 (15.81) 
0 Hd 
oo 2 
了 Sin — sin b?^z dz = 55i Qul), (15.82) 
oo 2 
n cos & cosb2zdz = -77 (2ab), (15.83) 
0 T 2b 
oa 2 
n sin — cosb?rdr = -£ [K [K 1(2ab) 4- = ZN: (2ab)] ， (15.84) 
0 D b 
oo 2 
f cos — sinb?zdz = < |K Ls (2ab) )- 5 NiQab)| . (15.85) 
0 T b 
AURA v =0, 则 有 
oo 2 
/ sin "uL dm = mJo(2ab), (15.86) 
J0 J 
=i, (15.87) 


Il 


E 
2 
- D) dr a (15.88) 


2Ko(2ab); (15.89) 
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oc 2 dr 
f sin — sinb? =| = Ko(2ab) + 2No(2ab), (15.90) 
0 T T 2 
oo 2 d 
i sin = cos bx - = 5 Jo (ab), (15.91) 
0 
ee 2 dr 
n COS - sin b?x x = 5 Jo(2ab), (15.92) 
0 ` 
oc 2 da 
/ cos 了 cos b2z — Ko(2ab) — 5 No(2ab). (15.93) 
J0 


f| 15.22 从 (15.70) — (15.73) 式 出 发 , 应 用 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 
14.1), 又 可 导出 


2 
PINE: "Tue | T(a v/a ue PT .VT 
4r sn (5 cbr )] E (F) [Iu ja (24b) cos em N, jo (2ab) sin A ; 


(15.94) 
2 
bal spell. me jo 
MiS b'g )] ui (2) Ky,/al2ab) sin 25" (15.95) 
2 
e EELT E ac pie 
Mfo” Tr )] x5 (2) | v/o(2ab) sin 3a + N, /a(2ab) cos s 
(15.96) 
2 
本 vi 
A feos $ bx )} Da (z) K, /a(2ab) cos Ja (15.97) 
同样 , 由 (15.74) — (15.77) 式 也 可 得 到 
y" vnu 
M 2 x (qq —— 
4r [n sinb^r iip cos zo 
vnu 
£ Ls udi iilis 5 
1 P v/a2ab) sin > 一 二 v/a(2ab) co os 5>] } ， (15.98) 


yo Un 
———— — 
sin ^ 4 Cos /a(2ab) sin om 


T VT " 
; bam cos 2 — N,/a(2ab) sin 2: | } (15.99) 


" di . vn 

M feos £ — sin b?z b-i [-E,js (2ab) sin T 
T vn vn 

1 ua cos 5 一 Nvwya(2ab) sin xx } ， (15.100) 


SN 
AM cos £ — Cos br” {Ku /a(2ab) cos ai 


E = sin Ai + N/a (2ab) cos =] } (15.101) 
这 些 结果 也 可 由 (15.94) — (15.97) 式 相 加 、 减 而 得 . 
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在 (15.94) — (15.101) 式 中 还 可 以 代入 特殊 的 a 值 . 例如 , 令 a = 2, 就 得 到 


M [sin(a] = 7 (ey [Jua (2b) COS T — N,/2(2ab) sin T ， 
(15.102) 

4r (S ~ta) EN i K,/(2ab) sin ^, (15.103) 

qm b unm 4" 

M en (at) E -5 (y [Joa (20) sin v: + Ny,/2(2ab) cos T] . 
(15.104) 

4 cos(a?) 3i K, /2(2ab) cos x (15.105) 

' x? b v/a 4 


) r {K /2(2ab) cos T 


~| R 


eem 


J,/2(2ab) sin + N, /2(2ab) cos | } . (15.106) 
a\ rv/2 . Vn 
) {Ku/2(2ab) sin 


[Ja (2ab) cos d — N,/2(2ab) sin 24 } . (15.107) 


vla — SIH —— NIA 一 
o~l 


E = ; E [-K,j; (2a) sin T 
十 [72(2ab) COS T — N,/2(2ab) sin t| ) , (15.108) 
M cos 5 cosb?z? $ = ; OM [Kj (ab) cos T 
-5 |3, /2(2ab) sin m + N, js (2ab) cos | ) . (15.109) 


rg ”讨论 在 (15.102) — (15.109). AP AX v — 0， 就 能 得 到 


[ (Sen) a = 5 Jo(2ab), (15.110) 
a» s (ia?) 2z e (15.111) 
L cos (+) 2 = -> No(2ab), (15.112) 
上 cos( 55-02?) — Ko(2ab); (15.113) 
L sin 生 sin 27? I = 5 Ko(2ab) + 7 No(2ab), (15.114) 
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"O0 2 d: 
j sin z cos b? z? = = 7 Jo(2ab), (15.115) 
0 
d » dz 
ri cos a sin b2x? 到 = T Jo(2ab), (15.116) 
B ; 
= à dr 1 
f cos z cos b? x? = ^ s Ko(2ab) — 1 No(2ab). (15.117) 
t ; z 


例 15.23 Æ (15.102) — (15.109) 式 中 代入 — 1, 得 到 的 结果 中 将 出 现 土 1/2 
阶 柱 函 数 及 虚 宗 量 柱 函数 ,， 且 均 为 初等 函数 : 


p v2 
i sin (2245) dr = T ( cos 2ab--sin 2ab), (15.118) 
0 T 4a 
oo 2 /9 
fi cos (e) dz = T ( eos 2ab — sin 2ab), (15.119) 
0 T 4a 
ii p? V2 
/ sin (22-3) dz = VET 2a, (15.120) 
0 a 4a 
ES b? V2 
COS (® A) dz — V PT 720b. (15.121) 
0 T 4a 
B 4 1 À 
i sin = sin b?z? dz = ab 本 (sin 2ab— cos 2ab--e ?*^) ， (15.122) 
oo 2 T 
Y sin s cos b?z? dz = i42 (sin 2ab--cos 2ab — e ?*^) , (15.123) 
a co E sin b?z? dx : "E (sin 2ab-- cos 2ab-- e ?^^) (15.124) 
8 一 4 dr = =—4/ F 
0 g? 4b 2 ? 
l cos Gi cos b?3? dz = LM L (cos 2ab — sin 2ab--e ?**) (15.125) 
0 ga | 4bV2— | l 


将 (15.122) — (15.125) 式 加 以 组 合 , 又 可 以 给 出 一 些 新 的 积分 公式 : 


oo 2 / 
f sin («2-225 dz (15.126) 
0 g 4a 


"OO b2 /9 
J cos (2-205) dz 2 (15.127) 
0 E 


4a 
x p? v2 
Í sin (2a) dg Y [cos 4ab+ sin 4ab], (15.128) 
0 


4a, 
oo b2 
| COS (22? +20 | ;) dz — 
0 T 


例 15.24 将 例 15.23 中 的 结果 作 变 量变 换 x = 1/6, 同时 将 a 和 5b 对 换 , 或 者 


ll 


| cos 4ab —sin 4ab]. (15.129) 


A 
[ow] 
a 
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在 (15.94) — (15.101) 诸 式 中 代入 v = —1, 就 得 到 下 列 诸 式 : 


ir 1 
d E = z V a sin 2ab+cos 2ab), (15.130) 
T a 


oo 2 d: 1 
n oor (性 | pa?) - 三 a; a (cosab-sin 2ab), (15.131) 


m E dz ] m i 
n sin - br? E cage m, (15.132) 
2d a? 3 2| dz | [m e 29b. 
n cos 2 bx ) C im (15.133) 
oo 2 
/ sin sinb27x2—— = seu sin 2ab — cos 2ab4-e ?^^). (15.134) 
Jo T 
a: P d 1 
cos — cosb?r? Z = — (cos 2ab—sin 2ab4 e7?) ， 15.135 
0 g z? 4a 


oc 2 dx 
n sin € cos b”: 2 i (sin 2ab4-cos 2ab —e ?^^) , (15.136) 
0 T X 
e$ g 
f cos — sin UE NE NET 
0 x? q? 
ad a? y Tu 
sin| ——2ab+b?r? | = = —4/ =, 15. 
i sn( 5; ab+b ) = NEA (15.138) 
oo 2 d 
t) cos ; —2ab4-b?z 73 ay? (15.139) 
Jo 
dz 
ue 5 (sin 4ab--cos 4ab), (15.140) 
v cos a Lom i: (15.141) 
0 z2 z?  2aV 2 
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Mellin 变换 ， 原 则 上 当然 就 是 定 积分 计算 . 但 也 不 排除 有 这 样 的 情况 , 对 于 给 
定 的 函数 f(x), 其 Mellin 变换 
dak f(z rT" ldz 


不 易 求 出 , 但 对 于 取 某 些 特定 的 v 值 ， 上述 积分 却 可 以 简单 地 计算 出 . 例如 , 我 们 
可 以 重复 上 一 章 中 例 14.18 — 例 14.20 的 做 法 , 来 计算 两 个 函数 乘积 的 积分 . 


例 15.25 计算 积分 
f [z(1-2)]^- ? sin2az dr 和 ri [z(1—2)]^- 2 cos 2ax dz. 
0 0 


(sin 2ab--cos 2ab4-e ?«^), (15.137) 
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解 已 知 sin2az 和 cos2az 的 Mellin 变换 ( 见 表 14.2) 为 


AM {sin 2ar} = SUL sin T M (cos 2az} = or cos T 
直接 计算 又 可 以 求 得 


ii 
V A4 r(l—zrz /一 172 o - rT +H-3/2 tH-1/2 d; 
[[r172)] "n0 -2)] n (1—2)471/2 da 
_ T(vtu- LAIT wie) 


Dl'(v4-24) 
所 以 , 根据 (14.37) 式 就 能 得 到 
1 

f paco 和 sn2arda 

0 
4 etio T'as pt 1/9) T(t) . vn dv 
7 9n Jein T (1-v43y) T (v) sin Y" 

" [r(1-2)]^- 7 cos 2a dx 

0 
201 [>S TF (-vruc1/2)T (u+1/2) vn dv 
T 9n Jas T (1-v43y) AL dE Nc 


作 变 量变 换 v =v +u JEXEERAXX (15.32b) 及 (15.33b)， 就 计算 得 积分 


1 D 
n [r(1-2)]^ 7 sin2az dz 
0 


| 1 F(u1/2) i js Pe du’ 


2m (2o)* Joio r(1-v*p) 2  (29)" 
= Ar o» Ju (a) sina, (15.142) 


1 
f [r(1-2)]"- 1/2 cos2az dz 
0 


COS 


1 l(u41/2) 人 vu. dv’ 


^ 2m (2a)! E T (1—v'4-1) 2 (2a)" 
= GT (n+3) J (a) cos a. (15.143) 


fj 15.26 计算 积分 LII dz, KP o0, p>. 


(z? 十 a2)A+1 


解 由 表 14.2 joi 同时 ,由 
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结合 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1)， 能 够 写 出 


1 QZ 一 24 一 2 v v 
41 (z2 十 a2)p+1 j =u (3) = (^ En z) ' Loda 


所 以 , 根据 (14.37) 式 ， 有 


COS T d 
o (rikoienut 
c ioc —v—2u—1 Ls u 
"ES 9-1 VTT (v/2) a r 1 一 7 1 一 7 
Dri Jeso LT ((1—v)/2) 2T (u+ 1) 


1 —2u-—1 c-Fioo 1 d 
aeu 2-?r(Z)r is ai 
27i T(u+1) - 2 2 2j o" 


g —1oo0 


和 (15.20) 式 相 比较 , 即 得 


cos | yn Nr : 
人 erint rien n" Pea. (15.145) 


作为 它 的 特殊 情形 : u= 31/2. 有 


f aT = Ko(o), (15.146) 
oc sd 1 
n Grand = z8 (0). (15.147) 
类 似 地 , 由 
dto) ren nce 
还 能 得 到 


广 rsinc Po 1 poc 
s (ste? 7 Anjou. —D(ü-w)/3) 
-v-24-1 F (1—v)/2)T (u--1— (1—v)/2) 
T (u--1) 
à ga WL gene — 2 gy v 1\ dv 


2ni T (u-1) 


dv 


wl 
za 
2 


g—ioo 


4 v-vr2. 就 计算 得 


^ — gpsinzr 1 Vma-2»*1 potio , v! v! 1 dv 
上 Gre d x S {=T [tl hs 
Jo (22 十 Q2)/ 2zd D(pu-l) Joi 2 2 2/ a 


TE "--— 
ES E p=1/2 yt 1/2K  .1/a(a). (15.148) 


§15.4 ”导致 柱 函数 的 初等 函数 积分 467 


作为 它 的 特例 : y= 1/2, 也 有 


ru LO A (15.149) 
o ( 


T2 + o2)3/2 
例 15.27 计算 积分 { eer dz, JEH Re p> —1/2. 
1 
解 考虑 到 
A (8-1) n 一 1)} kd CM? ^ dy ( 作 变 换 x = 1/t) 
ur 


(1 一 t) 一 用 一 1/2; —2u— V dv 


AT(ur1/2)T(-uc(0-v)/2) 
2 r (1—v/2) 


同时 ,由 表 14.2 可 知 A (eot =o™T (v). 因此 可 得 


e og aquia, 1 D(uk1/2) [^* 9 T (-u-4-v/2)T (v) dv 
1 e (a? —1) de = 2ni 5 J r(142)/2) a" 


c-Fioo 
5 ui m) a di " d (5-4) 二 
(2) K, (a). (15.150) 


以 上 计算 原则 上 只 适用 于 Reu <0. 在 Reu 2 0 RAFF, HN{(s 1) jt 
不 存在 , 但 不 妨 采 用 公式 (14.39). 其 中 
ulg) = UW =a *"-*T(v- 38), 
1T (u + 1/2)T (v/2) 
2 T(u+(v+1)/2) ` 


v(z) = (1— 27)" "^n(1— x), V(v)z 


容易 看 出 
v(1/a) = x! (z? = 1^7? (a — 1), 
因此 也 能 得 到 


y 1/2 
[u u(x) vl( Zafe =ef dz 
0 


EE E t — T (v/2) 
i " T (u+ (v + 1)/2) 


z A l tusa "n 924-2 ww 一 "一 ar (二 )r(s 
2 


(v + 24) 


十 n) dv 


c —ioo 


tes (E ea 
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cos ox 
pii. (jer x 

解 (2-1) “上 可 由 例 15:27 得 到 ( 需 将 该 处 的 / 换 为 -由 ， 同 时 由 表 
14.2 可 以 检 得 sin az 和 cos az 的 Mellin 变换 , 因此, 根据 (14.37) 式 ， 有 


例 15.28 计算 积分 | woe 和 ME 
1 T dJi 


rjj " 


T sin oc , 22 T (-44-1/2)T (u4-v/2) sn 
1 (z2—-1) ^*^ — SM. Jois 2  ((12-)/2) 2 a" 
MO ti a 1 v » vn dv 
= — 一 一 工 r liz-4)sin—— —. 
Di Joas yR ( u+3) ()r (2*4) s 5 a" 
对 照 (15.32) 式 , MRE 
7? sinaz VT 1 : 
类 似 地 , 还 可 得 到 
i cosar dy TIE yFE-wri pU gera) m dv 
2 4581/2 | — 9m J , 2 T ((14-v)/2 - 9 a" 
1 (x 1) a 一 ioo 
1 on gun ( ;) v v vn dv 
= 一 一 I | —udÓ Lr L(c-—R]cos— — 
27ü Joi VE 2 (5) (5 ) 2 a” 
VR 1 is 
€i T g-H a" N, (a). (15.152) 


这 里 需要 用 到 (15.102) 式 的 结果 . 
将 (15.151) 及 (15.152) 两 式 组 合 起 来 ， 又 可 得 到 


z ge iyn G ) 
—;dz -——— T | 二 一 到 ] a” HP (a), (15.153) 
J (x21) 24431. 2 n 
pm gre iyn (3 ) 
dz = L| z—pg | a" HUP (a. (15.154) 
f [s.j 251 2 H 
例 15.29 计算 积分 
oo oo 
J sin z^ sin az? dz, j cos z^ sin az? dz, 
0 Jo 
f sin z* cosaz? dz, f cos z^ cos az? dz. 
0 0 


解 由 表 142 可 以 检 得 .bfsinz} 与 .bf cosz}, 结合 Melin 变换 的 基本 性 
质 ( 见 表 14.1)， 就 能 得 到 


一 /2 
AM (sin z^) = ;T (2) sn 7T. M (sinaz?) TO 7 T (Z) sin m 
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M (cosa) = ir (7 ) cos T. M (cosaz?) = < r(z) cos “E, 
所 以 , 根据 (14.37) R, 有 


ii c-rioc ï= us 
f sin zí sin az? dz = =A) r(Z) sin 一 一 工 LA PE PRA 
5 27118 J, i5 2 4 8 a2 
oo d 3 GI 十 ice 1— = 
n cos z* sin az? dz = — - fi FE (5) sin Ip z cos ma 
0 27i 8 J, iss 2 4 4 8 av? 
oo 1 cg--ioc - j= 
n sinz*cosaz?dr = ER u n (>) COS iid nis sin EP 
0 2T 8 Ji. is 2 4 4 8 QZ/2 
Do c -rioo "E EN 
1 cos z* cos az? dz = d D (=) COS 6T nd COS mo a 
Ü 271i 8 J,4 iss 2 4 4 8  a"/? 


作 变 换 v = Av/ — 1, 并 且 应 用 公式 
J je Teet, 
则 可 得 到 


F sin z? sin ax? dz 
0 
dinis zÉ = 1 1 1 
D tE p / m TP Bend. J 
Er Wek t? (v 3 (v«i) (5 v’) 
1 jl 
tino remi ra) at 
/ dia a v 1 1 1 Í 
z 3) (=) Ta)r (7+3) (Br ) (7-1) 
Ti a'—ioo 
1 1 
x [eos T cos (v+ i) en sn CH dv, 
oo 
f cos x4 sin az? dr 
0 
c' -Fioo 2 v! 
a 1 i 1 
pe T fts DP / = E A ? 
- giiz]... (六 (v i) (v+) (5 v') 
1 
x sin (v -i)s sin (r+) 
a'tioo ja2\ o mE , o1 1 1 
S Green 
T mi4 c M (f) rh 1)r (w+ (3 v!) sin PAP 
T 
js 


xc | sin. eos (v^ 
LE 
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oo 
J cos z^ cos az? dz 
0 


L- a 
-HiV A Fn HA 
; 过 

M en 
c'-rFioo 
a I 1 1 
e T 6v) )r est 
Zn FARE ie x ^y (v i (s v) sn ru" 
x e s(v/ JE 
- co; i 
cos g 2 
J sin zt cos az? dz 
0 
c' Hioc J! 
a 1 1 1 
= mad DL e DL : "i p 二 一 以 
ma. (Y ( i) (7+3) [: v) 
1 
x sin (v TL i" cos CEDE 


c 十 ico 2 v ; 1 
= 1 r == JT 
em m deg ) (v 5) 


[E (ir G) sin (w+ 
x EE gcos (v =) 2 cos : sin (v z) 4 dz 
这 里 出 现 的 积分 正 相当 于 (15.32) 和 (15.33) WA u = 21/4 的 情形 , 于 是 就 计算 得 
i sin zf sin ax? dz = 了 5 cos [a8 hal h (15.155) 
L cosa sin az? dz = T fisin (s | E aleh (15:156) 
l cos z^ cos ax? dr = i 5 cos Ha Ja 人 fs (15.157) 
| sin zf cos az? dz = NET (s i Tia) (15.158) 


将 这 几 个 积分 重新 组 合 ， 还 能 写成 


oo 2 2 
/ sin (z* +a) sinar? dr = EE (s | a) ha(S-). (15.159) 
] cosl co +a) sinaz? dz /2si L4 a) J e (15.160) 
s (z^ ip dr = —4/ = sin | >+ -a —), 5. 
J 4/3" A8 B vd ? 
Fa cos (z*--a) cos az? dz = ES (s z | a) Laia( S), (15.161) 
fi sin ( ) cosaz? dz = n fisin Us * +a) Jija Ux) (15.162) 
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我 们 更 可 以 代入 a 的 某 些 特殊 值 , 例如, W a = en/8. 有 
ra sin (=+) sin az? dz = NES E Ta (15.163) 
Í cos (z*-2) sin az? dz = NES z hal: (15.164) 
Ll COS (z^- 2) cos az? dz = NES à wal. (15.165) 
LE gin (s*- 2) dsan dz -7 s zi iaa f £3. (15.166) 
类 似 的 结果 还 有 
[s sin (s) sin az?dr = NES : tus ( 5), (15.167) 
a cos (s) sin ar2dz = NES : Ji T (15.168) 
E COS (s) cos az2dz — 了 5 cos = Tja (15.169) 
f sin (s) cos azr2dz = 了 /Sn J "ES (15.170) 
l sin [EE sinaz? dz — T à s. (15.171) 
n CERA sin az? dz — 0, (15.172) 
I. cos (8.5) cos az? dz = NEES] (15.173) 
Fg sin ( r à -x) cos az? dx = 0. (15.174) 


例 15.30 计算 积分 
CO oc 
T sinr? cos3bj?rdr 与 / cos z? sin 3b? dz, 
0 0 


其 中 ao > 0. 
解 因为 


M [sinz?) = ;T (2) sin zz Af (cosa?) = ;T (5) cos Z 


以 及 
M (cos ar) = a^"T (v) cos z, 
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所 以 , 根据 (14.37) 式 , 有 


oo 
f sin z? sin 3027 dz 
0 


oo 
f cos z? cos 3b? x dax 
0 


AH T 函数 的 乘积 公式 ” 


及 互 余 宗 量 定理 , 即 可 将 上 面 的 积分 化 为 


sin z? sin 3b?z dz 


c-rioc 
Í , 
c —ioo 


] 一 以 ， dv 
6 p?v 


xb od 
— 2ni6V/3n 


< BM 
x sin — sin 
2 


Uv 


v1 


dv 


7 (ape 


m dv 
(302) 


=y 


c-Fioc 
"sis |... "Gr 


) 1 
csc 


dv 


3 


I= 
x [sin30 v)n — sin d 
1 1 


c-rioo 
= — 一 一 一 r p 
2ri 12/3 [n ) ( 


cos x? cos 3b? x dx 


v 


(s 3 


c-rioc 


1 1 


v+ 1 


b?v 


) 2e 


E 2ri 6V/3n i 


VT l—v 
COS 
2 6 


1 1 c -rioc 


X COS T m 
E 2ri 12/3 0 一 ice 


V 


ME 3 


val 


( 
2 1 
gu 3 


c -rioc 
E MO 


x E 


3 


D 参见 文献 : 


EHR, WA. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2000: 96. 
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作 代 换 v = (3v — 1)/2, 对 照 (15.8a) 式 , 即 可 计算 出 


[vore EE 


i NB 3 3 ^p 
T MN Je rs r 5 1 r v 1 1 一 m dy’ 
= 一 一 | S 
28 2 Jaa M2 6 258) 5-9 "yw 


1 3b dips v 1 j v ]1N, vn dv 
= A | sin - 
2 2 Jei X2 6 2*6 2 pw 


sx n me 十 J_ys(203)|. 


而 作 代 换 v = 37/2, 对 照 (15.20) 式 , 又 可 计算 出 


amica v v -1N dv j 3 ye v! v  1N dv 
iB nu e o em Lon D | 
Sa OT) E a TIMORE 
= . 25/3(253)1/3K1 /3(253) = 6b KK1/3(203). 


综合 以 上 结果 , 最 后 就 得 到 


; b | l 
/ sin z? sin 302z dz = T [Jua QU?) + J_1s(203)| - Vo (i?) (15.175) 
0 
oo b 3b 
{ cos i? cos 3b?°rdr = * [Jis (267) 4 J_ya(203)| + Vb kiyal). (15.176) 
0 


由 此 还 可 以 进一步 导出 Airy 积分 


f cos(z? — 3b?x) dz = T Jus QU?) 十 J-1y3(2)], (15.177) 
0 
oc b 
3 2 3 
ri"-r3b^r)dr = —K 2b). 15.178 
] ss +abzjdz = EK aU) (15.178) 


例 15.31 类 似 地 , 由 


M le?) —rí(»p", 


di 


M {xt sina?z) = a7?"-?^T (v4- ui) sin 


? 


: AF 
M {xt cosa?z) = a ™ T (v+u) cos Sia 


TG 


根据 (14.39) 式 也 能 导出 


oo 1 CI 十 ioc 4 
/ zurle-z /zsina2zdz = zi] P (v)T (v-g)sin ag es 
0 T Jo 2 
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0 十 ico dv 


oc , 1 
1/ gia a E i. T (v)T (v+u) cos 3 (ap? 


作 变 换 2z+A = vw'， 即 可 得 出 


oc 
=> "— 2 . 
/ zt le? /zsina2z dz 
0 


= er bn" Wop T PE sin hg ()" a 
4rü i 2 2 4 a/ (ap) 


g'! —ioo 


= EN : inr" v/-u T V+ GB v Hu)n/4 . Seir dd (E) dv 
2ni 2i Jis 2 2 a^ (ap)" 
D i i i i 

E ; (Ey Fani: (ape-i/4) p PRAE, (ape7/^) | 7 (15:179) 


oo 
€ ENT 
f x” le P/T cog a? p dar 
0 


Hu 1 dii" cos Hen ( P)" dv! 
ET 人 ia 4 a/ (ap) 
Us QU HOM uH dua (P) dv' 


1 1 c' ioo 
"xii... " hi 4 2) n 


一 (E) posite, (ope- 1/4) 4 eg Anny s (ape) | (15.180) 


此 二 式 也 可 看 成 函数 e-? /7 sin a?z 和 e-? /? cosa?z 的 Mellin 变换 . 
例 15.32 因为 


b 
M { (0-1?) 2) - f (Dh —22) r dz 
0 


1 
= p2stv-1 Í (1-2?)z"7! dz = 1P (u+1/2) r (v/2) heee. 
0 2 Tl(u4(v4-1)/2) 


所 以 , 根据 (14.39) R, 有 
[ $m sin — ds 
0 T 


1 [7*9 T (u-1/2)T (v/2) ls FN o 
b " 
4ri J, i T (u+(v+1)/2) (v4-24) sin y "iz : 


1l 1 atid v v+1 v+2u f(bN*? dv 
= 一 - -一 Liu r(Z)r 十 一 一 | sin ———7 | 一 —, 
2ni VR Jois (u3) 2 c 2 )sin 2 "la b 
. —2u—1(,2  ,24—-1/2 a 
"ie n (b —-z*) cos 一 dz 
0 x 


dne y EE T (v/2) l v+2u (b 
-x].. Pt V a (2) 


PTAA T. 
b 
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1 1 erae 1 V v+1 v+2u DANY+2H dy 
MM ríamszir(ziria s . 
2ni VR Join (n+3) (z (; 2 ) cos 2 (2) b 


EZET v+u = v/. 分 别 对 照 (15.3a) 与 (15.9) 两 式 ， 则 可 以 求 得 


b 

EN V E 4—1/2 . Q 
/ p? 1 (p? — z?)' P^ ain = dz 
JO T 


1 l(u1/2)1 


2c yn b 
c' -Fioo 1 / v'+u / 
x / 2 *u-2p (* J r (= z^) (2) sin T ay! 
"T 2 2 ü 2 
Vm ( 25A" 1 a 
SLEEN ey ty ga EM 5. 
Es Bs] J= (2) (15.181) 


$ —2u—1 (p2 _„2\#71/2 a 
T (=z?) cos — dz 
0 T 


_ 1 l(u*1/2)1 
mi yn b 
x 9v -u-2p (55) r (=) (2) d Hna 
--Yt (2) rhu) N-.4(;). (15.182) 
事实 上 , 如 果 作 变换 z = b/t; MEREK (15.181) 及 (15.182) 二 式 改写 为 
og € t 2b" 1 
/ (P1) sin T at - E (2) r (n+3) Laz (15.181/) 


oo m 
? (£ — 1) !? cos S dt = A (2) re Ral) (15.1827) 
这 正 是 例 15.28 中 得 到 的 结果 . 
例 15.33 和 例 15.32 类 似 的 积分 还 有 


umm —1/2 ， 28 ue * -1/2 2a 
rz ?—l(g-p)'V*sip—dzr 和 q ab) cos x dz. 
b T b 


因为 


M (a7 (ab) - [ ewm dz 
b 


加 T (p+1/2)T (mpt+1/2) 


piv 
T (1—v) 


所 以 
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co 2a 1 i 1 
n n7! (g—by 71 gin — da = 
T T sin d 2 
A "n 27d yb a^ 
g-Hioc Iu 1/9Tr 1/2 2 b diia 
- / (u+ / ) (-9—gn-- / )r( | 21) sin PAM — dv 
bn 下 位 一 三 2 2a i 
"OO 2a J 1 1 
.—2u—1 TET nu—1/2 j— di — ——— 
/ Nu e dE Id TT 


G 十 ioe T (5172) 工 (过 一 六 二 172) v--2u Boxen 
-21) cos a : 
x / rU T (v4-24) cos 2 T 7» dv 


0—ioo 


作 变 换 v = v--u, 分 别 对 照 (15.32b) 与 (15.33b) 两 式 , WA 


oc 
2 
f g 2-1 p)t- 1? sin £ dz 
, a 
— LT 4d 1 
— 92ni Vo (2a)^ 


c' ioo 1\ r(—v 41/2), (rv +n) . v'*p by 
si dv 
< 上 d (3) ETE E NE a í 


eios 1\ P(— 43/2) T (v) v/4-u hx j 
r (u ) Fri 0 COS 2 n ( ) dv 


< 
- "E s r (n+3) eos (2) 1, (2). (15.184) 


第 十 六 章 ” 应 用 Melin 变换 计算 含 柱 函 数 的 定 积 


现在 继续 上 一 章 的 讨论 , 利用 Mellin 变换 的 方法 计算 含 柱 函 数 的 定 积分 . 在 
被 积 函数 可 以 分 拆 为 两 个 更 简单 函数 之 积 时 ， 需 要 使 用 Mellin 变换 的 卷 积 公 式 在 
v 取 特 定 值 的 特殊 形式 (14.37) 和 (14.39) 两 式 . 计算 中 还 要 用 到 柱 函 数 的 Mellin 


变换 , 它们 在 上 一 章 中 也 都 可 以 找到 . 
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本 节 首 先 讨论 /f(z)g(z) de 型 的 积分 ,需要 用 到 公式 (14.37). 
例 16.1 由 (15.4a) 式 以 及 表 14.2 中 列 出 的 .N (eco). 就 可 以 得 到 
i "E ii =y LT (u+(1—v)/2) dv 
人 


1 PHO gpl v 1—r» dv 
r(Z)r a 
c 2 ) a" 


i 2ni a—iœ vm 2 
= XT (u3) mag "v (16.1) 
类 似 地 , 也 有 
M cis had E udi T ((u—v4-1)/2) dv 
A a TO 
(16.2) 


= Um (vA - o? o). 


(16.1) 5 (16.2) 两 式 也 可 以 分 别 看 成 zJ (£) 与 Ju(x) 的 Laplace 变换 . 
例 16.2 指数 函数 o7" 与 Bessel 函数 乘积 的 积分 . 
将 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1) 应 用 于 .NHN (e^, 从 而 有 


Aem) - jT (2) pua. 


再 利用 (15.4b) 式 写 出 LL (2^*1J, (2a) ), 根据 公式 (14.37)， 就 得 到 


oc 有 1 C 十 ioc i} 1 这 
em qietl] (Zar) dz = 一 - liuc Ma p(7072 dy, 
0 i 27i g—ioc gre 2 


4 v = p+ (v-1)/2, BIA 
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eR i i ıı [9 *ioo 2N —v' 
i e^ petig Qaz)dz = zi) LA T (/) (5) di’ 
1 3H 


同样 


= rod ] [7*9 Tirte 1 一 ZN saj” 
bx T POPE EN p (v—1)/2 . 
/ dili s m NM rT(-cu-v/2) ( 2 (3) d ER 


作 变 换 = 2v'， 则 可 得 


oa 1 1 fre ,r(guH)rC-2) fa. 
br? J, (ar) dr = 一 一 2 d 
n i zu (az) dz 290 9b. J i iss T (1-u—v) 8b r 


1 [n -ajr [À 
3 fem (È d 


如 果 说 例 16.1 与 例 16.2 中 的 一 些 积分 还 可 以 用 其 他 方法 计算 , 例如 直接 代入 
Bessel 函数 的 级 数 表 达 式 再 逐 项 积分 (尽管 可 能 上 略 显 麻烦 )， 那 么 至 少 对 于 下 面 例 
16.3 一 例 16.12 中 的 积分 , 采用 Mellin 变换 的 方法 可 能 就 是 比较 方便 的 选择 . 

例 16.3 由 例 15.27 以 及 (15.3a) 和 (15.9) 两 式 , 可 以 得 到 

(DS * 1T (1/2)T (v/2) 
vVi=r? 2 T((v+1)/2) 


M {J2 (2ox)) = T (5 | n) D ( n) sin (2-i)v. 


M (No(2ax)) = CIE, (Z) T (2) cos T 


2n 2 2" 
因此 就 能 求 得 

" J2p(207)) m. rG (7. "2. L((1—v)/2) dv 
o vl- B -去 4r3/2 E -u) sin (3 u)r lT(1—v/2) o" 
1 Papias V . fv . vn dv 
ge " ris p "i : ru) T (5 i) sin (2-4)min 77 
= zilo a), (16.5) 

! No(2az) ， ESAE E- V » vnTY ((1—v)/2) dv 

L JI C CES (5)r (2) e 2 T(ü-v/2) ov 


1 1 $e yy V V 1 一 7 vr . vndv 
-a 
2ni 43/2 / das — MAJ. NO A2 2 "9" 3g 


= $Je(e)No(a). (16.6) 
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例 16.4 类 似 于 例 16.3. 并 利用 
-rr 
M (Nau (2o2)) = -ST (z4)r (2-4) cos (2 1). 
又 能 求 得 
(eei n Gr) 
«r(*2*)r(2) sn zt 


1 1 ero V l—-v V V 
C r( r r (1 )r(2- 
2i 4p/2 I. 4 ( 2 ) p PIN n) 


x sin (z- 由 reos =X 
i 2 uf 
7t 
= ghe), (16.7) 
7 Na, (2a7) 1 1 RRi V V V l—v 
I VEL 5 7 Ban: oo ate) T (5-4) es(5-1)nr (^5 


xr(2) ] lv dv 
5 sın 2 iP 


1 1 Fa pios v lo» v v 
peti f | rjr (F )r(g«)r(-») 


=} 


" {= Jx vr dv 
cos | == cos 一 一 
ui Ns 92a 


= T [12(0)—N?(o)]. (16.8) 


作 变 换 t= Vz? 一 1, 还 能 将 (16.7) 和 (16.8) 两 式 化 为 
? Japart), — n ; 
^ tenu S = ~ze (a)Na(a), (16.7) 
? Na (2av x? +1) on ; 
» PEUT dz = 了 [J2 (o) -N2 (a)]. (16.8) 
例 16.5 EH (15.5b) 式 和 (15.144) 式 , 就 能 有 


oo 入 十 1 
f g^ Jaler) "A 
0 


(14-22) 
1 1 apio v+1 v+1 dv 
M ger -ipIELLL T uk] = 三 一， 
2ni P (utl) Joio (+ 2 Ht jan 


作 变 换 v4+2 和 +1 =v, E 


480 第 十 六 章 AH Mellin 变换 计算 含 柱 函 数 的 定 积分 


co Ql 1 a'+ioo : dy! 
l zT ne a = pr | O ur d (Z)r(Z Meu) a 
J0 (14-22)" 2r T (u-4-1) c' —ioo 2 aq 


2 
PON. (2)'k (c) (16.9) 
 T[n--T)*52 Hm AN Í 
例 16.6 利用 例 15.26 中 给 出 的 4 ( 见 (15.144) :X, 取 — —1/2) 


以 及 例 16.3 中 给 出 的 .NN (Jo, (207)) , 还 可 以 计算 出 
?J»br), 1 1 em spe 1—r v v j dv 
/ Nar T 2i 4n372 NN "(s) r( 2 )r (5*4) d l3 n) (ab)" 
= I, (ab)K, (ab). (16.10) 


在 此 基础 上 , 又 能 导出 
x Na, (2b), " cos 2un Jo,(2br)—J 5,(2br) dz 
0 


o vata . sin 2um VT? +a? 
_ cos2ymn I, (ab)K, (ab) -1..,, (ab) K (ab) 
i sin 2um 
| K,(ab) C 
x - Zan LeS 2un I, (ab) — L.,, (ab)] 
K,(ab) | . 1 
一 一 一 : 16.11 
NE [sin ur (ab) (a) (16.11) 
再 由 
Mac p[E a" 
M (Kay (262)) = T (2*4) r(z i). 
又 可 以 计算 出 
Kabz) 4 4 akioa jy 1 一 7 v vo dv 
t um 57 WEE us (2) LA (7) T t D (ab)" 
T? 2 2 
= : 16.12 
Te (a0) +N? (ob)] (16.12) 


例 16.7 根据 aa) (JL (15.144) Ñ, R u = 0) UK M (No(az)) (Jl 
例 16.3), 也 可 求 得 
® Nolaz) ， 
f z? +k? s 
i ‘Jeg 3n vn 1 1—v l-vN dv 
un JE rarae net (=) / (=) (kay 


v 

2 

11 CI 十 ice 5 p p di 1 

TT hük t = —- Ko(ka). 16.1 
x M a r(2)r( ) (ka)" y Kolka) (16.13) 
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类 似 地 , 还 有 
? rzJo(ar) 
f z? +k? s 


Lp peo fl 1 十 7 lv  l»l/i-» 1 十 7 dv 
-£— r Ñ si -| 
od 元 (学) (27) sn n; (学) ESI 


1 c-Hioc iau TEN du 
ned pin E yp ETE a aT 
2ni Js ioc ( 2 ) ( 2 ) Ko(ka) (16.14) 


例 16.8 Hi lul ( 见 表 14.2) 及 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1). 有 


因此 


?? zJo(ax) .. 
f 了 dz 


= 1 ori 2^7 T ER. E a sin ga ot he. d 
ie —- 元 2 2 2 c 2 (kajti 
1 /ti 1+v 1+v l+v dy 
ERI gp T S 
ssi ai ( 2 ) ( 2 )es 3 T (ka) 
= - S No(ka). (16.15) 


将 上 式 和 (16.14) 式 相 加 、 减 ， 又 能 得 到 


= q Jolas) 1 n n 
Í "e uu | Wh wu 


1 7t 
= 一 二 [Ko(ka) - 7 No(ka)] (16.16) 
œ x3 Jo(ax) ..1 ?? zy Jo(ax) a edalam) ， 
/ 型 一 好 EE f x2? —k? da- f z? +k? dz 
1 T 
= 了 [Ko(ka)- 2 No(ka)| (16.17) 


例 16.9. 应 用 Melin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), BRI HH LV (1/(x2-1)) 导出 


了 grs 1+v 3—v 

EREE 
23 a l—v 34v 

fusa] DRE 
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也 能 够 求 得 


eh d 
o Zz4+a4 
1 1 c -rFioo Q9v—3 


Ls ctis zur 


i qQ eee "i V vn dv 
-直人 的 的 
27ü A ; a (5 F 2/04 w 


27i a? 


—100 
i . 
= a [Ko (ae 7/4) — Ko(ae-/4)] (16.18) 
zx3J 
l pee dz 
0 z^-Fa 
1 pee geo oy VN . vn V vs dv 
T mi Jis T r(5)r(5) sm 2 T i) a" 


1 Pio r V V vn dv 
-A Tre 
2ni rin z) 2) 09574 a" 


三 ; [Ko(ac7/4) --Ko(ae- 57/4) : VAS) 


例 16.10 模仿 例 16.9 的 做 法 , 可 以 写 出 


g QZ 一 
ala) 2 cos(vm/2)' 


同时 引用 (15.24b) 式 的 结果 , 就 能 计算 出 


l T a? Ji(z) de 


c rioc x 
"me "(rr 
"04 . VT 1 dv 
x sin (gau EXER 


"suem [.. (Or Cz )r Gr) Gn) 


= 


= I, (a)K, (a). (16.20) 


例 16.11 类 似 地 , 还 可 以 计算 积分 
0 
模仿 例 16.9 的 做 法 计算 出 


1 2(v/2)-284—2 — jy i w 
4l ed ~ TL(u41/2) p (5) J (»*3-1) i 


ghi s 
T 
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因此 


oo rët! 
/ (gt 9 J, (ax) dz 


ae 1T 5-n--sy2 T (i (V+1)/2) 
2ri T (u4-1/2) Jis T ((1—v)/2) 


l—v v4 dv 
ot+ioo , X 
.d1 vm ri oa-aT (rte D/2). tl) dv 
c—ioc T ((3-v)/4) 4 arie 


27i I (u4-1/2) 


作 平 移 v —-v-cl, 即 得 


oo p^ 
Í (i44) 97? Ju (ax) dz 


z^--4) 

E 1 Vm c' ioo ee T (u4-v/[2) yí dy 

= mi T(t173) 人 。 TOT era (pt) 4 
XE EP. LI 

= F(n41/2) H Jala) Kala). (16.21) 


下 面 讨论 /ta)g( 二) E 型 的 积分 , 这 时 需要 用 到 关系 式 (1439). 
例 16.12 由 表 14.2 及 (15.3) 式 可 以 查 得 .N{e-*?} 与 .NVN {J(2z)}, 所 以 


s 2N dx 1 1 s Hag vou 区 一 v+u dv 
a? / H ; H 
fed) eeN E om T T T . 
Í j Ju (2) a 27d 2t () ( 2 ) ( 2 )s 2 a2" 


作 变 换 v = v/2, BR 


y i pee v! v yu vV yu v uv dv 
= 一 一 r[-r r sin( 7-7) 
xu. (5) (245) (5 ;)sn 4*2)" qv 


= 2J, (2a) K, (2a). (16.22) 


© 本 书 得 到 的 (16.22) XX. 与 《运算 微 积 手册 》( 科 学 出 版 社 ，1958) 中 219 页 上 所 载 结果 
[| e» (1) T 22s 0v9 xev» 
不 一 致 . 
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类 似 地 , 还 有 ” 


eM enis 25 dg pog pee v+u v— pu v+u dv 
f e COELI ror( 9 F 5 ) cos 2 TP 


27ü 2 
i i pete v! v p v p v uw dv 
TNCS r(z)r(z-5)r(-5)es(2-5)n < 
2ni 4n. Jyrin (2) (1*5) 5 "JEVR UL 


= 2N, (2a) K, (2a), (16.23) 
i- e-* 7g (02) 2 ge = T e722 |J +iN 2%] e 
Jo a sj x 0 PAG PAmJ| m 

= 2H? (2a) K, (2). (16.24) 


例 16.13 Hama [e "ace iR, (5) A 
解 根据 (15.57) RUR K,(z) 的 定义 (15.19). 有 


.6{fersKitz)} = ut (3-") Fo 二 了 人 一 网 SCIT 
= UU (5 ~v) T (v+u)T (v— u) cos vn. (16.25) 


由 此 即 可 导出 


oo 
] e^ 2g e /sz K, (S )5 sj Vre” * e^ 9 /8x K (S )Z dz 
0 T T 


pogo jas 1 1 abN ?" 
————— 二 |j 工 | 二 一 zj 工 T (v—pg)cosvz- | — 
mi bn Ji ss r (vs) (5 v) (v+u) P (v— p) cos vr ( 7 ) dv 


1 Vn c-rioc á dv 
————— 2T I : 
E F ja Gr) E (7) oss 


作 变 换 v = v'/2, 即 得 


= Ks, (ab). (16.26) 


© 此 处 的 (16.23) RS I. S. Gradshteyn & I. M. Ryzhik 的 Table of Integrals, Series, and Products 
一 致 , 在 该 书 (第 7 版 ) 709 页 上 为 公式 6.642 1. 但 (16.24) 式 与 该 书 的 公式 6.642 2 不 同 . 公式 6.642 2 
与 公式 6.642 1 存在 明显 矛盾 . 
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同样 , 也 可 以 求 出 


I "muis mob: M t3 dz 
0 am 5 


| 1 JES r(9)r(v)rT(—»1/2) dy 


E 2ni VA Jo—ioo TU 一切 (ab)?" 

40 1 PT ATAT a-y) à 

— 2ni2 n Jario r(1—v/2) (ab)"" 

= 2 Io(ab) Ko(ab). (16.27) 


例 16.14 根据 (15.37) 式 以 及 例 15.20 ABHI A (e 7 Y, JEREFH T. 函数 的 
互 余 宗 量 定理 , 可 以 导出 


oo 2 d: 
f [sin x Jo(x)+cos x No(x)] sin 
0 2% 3 
A ndis . xe d 0I 
mE A T (v) sin 2 3 下 (5 v) Tr (rv) 
* vr fa?" d 
x cos — : | — v 
COS V > E 
1 1 otioo i 1 
— C f r (5-v) P (5j) P (v)T (v) cos vn sin vn LT. 


作 变 换 v = v'/2 后 与 (15.26) 式 作 比较 , 就 能 求 得 
l [sin x Jo(x)--cos x No(x)] sin E LPS 7t Jola) No(a). (16.28a) 
0 L E 
类 似 地 , 根据 (15.40) 式 , 也 能 导出 


oo 2 dz 
f [sin z No(z) —cos z Jo(z)] cos i es 
0 2u 5 


) a pm 3" f1 
wil. T (v) cos 2 EC v) 


5 L 
xT (v)T (v) cos sin Z : (5) dv, 


与 上 面 的 结果 完全 相同 , 所 以 也 有 
co 2 
f [sin z No(z) —cos x Jo(z)] cos m = = 7t Jo(a) No(a). (16.28b) 
将 (16.282) 5j (16.28b) 两 式 相 加 、 减 , 又 能 得 到 
ii a? . fa dz 
f uz) cos e +2) 一 No(z) sin (£ zl rm —2nJo(a)No(a), (16.29a) 
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E E cos (后 = 十 No(z) sin (2-2) z = 0, (16.29b) 
0 T T T 


例 16.15 ri (15.21) 式 可 以 推出 


M {x° Ko(z)) = 2°T (1+5) T (1+5) : 


2 2 
所 以 
[ ssim ase de f^ T ror (k)era 
7Ko(z) sin 5 dr = 5 Mn v 5 可 sin 可 -a 
但 因为 
V v » v 
rer (1-2) = ror (3)= zra2r (2). 
所 以 又 有 
= „a? E a oui v VN . vm dv 
Í x Ko(x) sin zz dz = z [dus 2 rax»r(z)r(1«z) sin y za: 
作 变 量变 换 v = (v//2) - 1. 并 与 (15.52b) 式 相 比较 , 即 得 
oo 2 2 
/ ZKo(z) sin — dz = TJ (a)Ki(a). (16.30) 
Jo 2r 2 
类 似 地 , 还 可 以 得 到 
T a? p, fee » v vn dv 
ii z Ko(x) cos zz dz EM oT wb (17) iii (1-2) cos 727 
EE quate V vn dv 
= a 2 r(ie)r (2)r (142) es s 
1 c' -Fioo "P 说 7 y v'st dy/ 
"il. 2 ris )r(2)r let oe TE 
5j (15.53) 式 相 比较 , 也 可 以 得 到 
oo 2 2 
/ x Ko(x) cos 9 dp= LE NafajKo(a). (16.31) 
0 2r 2 
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也 还 是 先 计 算 f fes) dr 型 的 积分 . 
例 16.16 根据 (15.3) 一 (15.5) 式 的 结果 , 并 应 用 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 
表 14.1), 我 们 有 
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oo 
J g^ HJ, (az) J (bx) dz 
0 


: LL Becr (à+ 3 T (u+1- =) g^ Xr? uar 


i 2ni —ioo 
作 变 换 vA = v/, WA 


Í gt (ax) Jp(br) dz 


0 
= dogm qoaa der. Ar, A+u+1 3 (5) dv/ 
27ü ^ 5 | J ; 


!—ioo 
— 2A+HA-10AD 一 2A 一 4 一 2 Lt 
(1+a?/b2) me 
a^b" 


(a2 4-92) ^** j 


= 9At A++ T) (16.32) 


例 16.17 由 (15.3) 式 以 及 Melin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), 可 以 得 出 
g P 工 十 之 开赴 到 . /1 十 7 
MN (x J2 (2ax)) -— "mi (+u) T (3-4) sin (= -u)r 
guja gy gd vu vu 
, 2NY = i a LE Ya = 
aee a atur 5) 7)" 
所 以 
J| 202 1,9) 
0 
ET OPAC uno LATI PCR ELLA 
T oni 8 jJ, g A Pa g "5 
i l-rv uu l—v pg. fl-v p dv 
(1—v)/2 LR E E OS Vui zc NE i 
x2 "( 1 + 人 Jr 1 E) sin ( 1 e)a 
Qo eee l+v pu l+v HAN , /1+v pu dv 
L od (v+1)/2 
73 ME 2 "( 4 + 人 Jr( 4 E) sin ( 4 E)n 


在 得 到 上 面 的 结果 时 用 到 了 工 函数 的 倍 乘 公式 . $ v+1 = 2w, WW 


f z Ja, (2ax)J, (2?) dz 
0 


1 foga (yag v/—u v—u dv 
= 一 下 | 
27i f T ( 2 ) ( 2 ) Mis 2 a n 


= 5Ju (a^). (16.33) 
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例 16.18 类 似 于 例 16.17. 由 


M asi (2a2)} = ST ( 


214-1 —2u-1 —2u-—1 
re )sn* E 


A {7 EIC = ir. (1-245) T (2-5)sn( 


4 2 
出 发 , 我 们 能 有 


oo 
J z?Ja,41(2a1)J441(z?) dx 
0 


CI 十 ice E 

2u4-1 —2u—1 —2un—1 

E L t r v--2u-4- r v—2u dat m " 
Iri An Jj. 2 2 2 


" 1 一 u 1-v WY . fl-v pL dv 
prep. 3 r 
x EN ^ J ^ i 5 Sn | -7 5 J^ m 


同样 作 变换 v--1— 2v'， 又 得 到 
F z?J2u41 (2ax)J,..1 (z?)dax 


0 
c' ioc 1 ' Eo 
"uum WT (pe P) sin” ji, Ur 
TU 47t 


a 
= 334). 


c'—ioo 


例 16.19. 类 似 于 例 16.18, 也 能 得 到 


f 2?J2,41(2ax)J, (z?) dz 
0 


[. g5be 2u4-1 —95—-1 -Opi 
i e aue aea 
2ri 47? Jo 2 2 2 


一 ice 


a -Hioo 
ERA gem Lad. T I . sin ALANI. T —. 
27ri An J, iss 4 2 4 2 4 2 a" 


(16.34) 


Ls 1 1— l—-u 1— l-u 
aran] 4 )r( TH z^) ( D z^) 


、 1 T aep (Ent eit) e (Ere e) 
4 


2ni 4n. Joio 2 4 2 
À l+y j++1 dv 
x sin T 
4 2 a" 
T la g'iga 9p v'-- n1 r v'—yu—1 Sn KW. dw 
27d 4n 9 — ng 2 2 2 a?" 
a 
EC 


2 


816.2 ”两 个 柱 函数 乘积 的 积分 489 


再 来 计算 f(z)g() E 型 的 积分 ， 
例 16.20 根据 (15.3) 式 以 及 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 


见 
2" -2v-2T (= )r (= E) sin” 
T 2 

B 


表 14.1), 可 以 写 出 


Il 


A {xJ (a*2)) 


Tac (Hte) r (= p cos” 
T 2 


De a v+u v—u v— 
2, - 2v E 
M (Jub z)) = 一 一 时 2 jet 2 )sin 2 


d a? dz i d VES v+l+pu v+l— p 
J | — |J (br) = — 2 下 r| 一 一 一 
f (2) Sr f 2 2 
v+u v=u\ ,Dh v—y dv 
xr ( 7 ) p c ) A —. T tad) 


CI 十 ice v 
= 云云 P (v--4) TY (v—p)sin(v—gu)n pa^ 


mice 
27ü a^ J, ic 


作 变 换 w =v, WE 


a? a ~d y qi pR ovy v! v' dv 
LM r| —ta|T| Z- ) sin( Ep) 
n ES z Jis dur E ci M (5 D (5 n) ain( 2 2; ab)” 


1 a 
= ga 12u (2ab). (16.36) 
例 16.21 同样 ,由 
M (N,(a?x)) La MD, "ru T|( 一 上 jcos 一 4r 
SIRE 元 2 2 gy 
1 2 " 9r-2p-2w2 Z 十 内 一 1 v—pu-—1 v—pgu-—1 

INO Ju = rl 7 r z os 一 5 

2 一 2 ) 一 27 十 2 e Mu o 

__2 b r (5 JHC m E) sin Ba 
at 2 2 
也 可 以 求 出 


< 
1 a vtp\r /rer /trl 
Drima? J, i4, 10 2 2 2 


100 


v—p-—1 4v—pn dv 
a ( 2 ) cos” 一 NTD” 
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1 2 CI 十 ioc v= dv 
= 一 一 一 一 r T (v— 2 m 
27ri na? f “ia pp noe ge (ab)?" 
1 1 c'-Fioo j/ y! v dy! 
三 二 二 es T(=) li LE vi ME 
ad zr NM E D (3 ) | TIE ( E J- (ab)" 
1 2 
EC. [Nas (2a) x Ko, (2ab)| ; (16.37) 


RS a? z AGE 
[ (Epes 
2ni 2a? J, is 2 2 
v+u v=uN .$4v—nu dv 
«r( 2 y( 7 sin = a 


1 2 c-Fioo 
E | T (v+u)T (v—p) sin? ~ x = 
o 


" 2m na? Joio 2 (ab)? 
1 1 c' Hioc y! yj y! dv! 
Iri 2na? rael (5 D (5 n) | "m ( 2 n) d (ab)"" 
1 2 
= [Non (22b) 7 Ko, (2ab) ; (16.38) 


s aN dg 
n s, (£o t5 


= NS : run P WD EA T mnm D lrvtg 
270.7t^a^ Joia T 2 2 2 
T 


1 1 CI 十 ioe dv 
- z- 3 T (v--u) P (v- p) siny- u)r c 


TET c' ioo y! y! . y! di 
EM CO CROLICRD IC 
= -Z5 Jap (20b). (16.39) 
例 16.22 根据 (15.21) 式 以 及 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), 可 以 写 出 
M {ma = ta (=) Tr (As) ; 


M {K (92)) = 2772-2 (学) T (*22) l 


^ 


所 以 ， 
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1 d ft pg LE vrl-pu 

aala A 
v+u p= dv 

«r( 2 "( 2 lp 


a+ioo dv 


ere 
g 
A 
下 
2 
a | Su 
NL 
D^ 
B 
a 
N| R 
Il 


2:20? J.. iss 
loc c'-rioc p! jj di; 
2ni 4a? Jario ( 2 +u) (5 n) (ab) 
Ti 
= D Ka 2a0). (16.40) 


例 16.23 由 例 16.22 及 例 16.20 中 给 出 的 Z (m Ku (a?x)) E IL (D, (2)). 


- a? 3 dz ] 1 [99 ,-2n[vTl4u vc-l-u 
= r) — = —— a E 
| s/h PUT) 


v+u v—u\ , v—pg dv 
«r( 9 Jr (5s 5 ka 
1 1 G 十 icc dv 


= 一 一 一 T F 
Aa La (v+u)r (v u) sin < 7 (aby?e 


z 
ld c' Hioc / E dy 
— Lr 二 十 sin Kn - 
27i 2a? J iss 2 (ab)" 
2 [e^ K;, (22b gira onde dd gói l 
a 


(16.41) 


同样 , 根据 此 二 例题 中 给 出 的 M (n2, (022) EM (Ks 022). 也 可 以 求 出 


m a? dr 
/ Jy SITO 


T A imn vA Ht rT Pig 
— 2mi xa? 2 2 


ll 


g —ioc 


v+u v—u v—|L dv 
p T 一 一 
( 2 ) ( 2 )e 2 7 (ab) 
1 ye v— dv 


m 
T (v+p)T (v— p) cos T 
G 一 icc 2 (ab)?" 


pop pe v! v! v—2u | dv 
PLE E r(«u|r( C -u \cos 
2i 2a? ral ( 2 D ( 2 n) 008774 “Ta 


L . z . z 
=- [e Ka, (2ab e 7/4) - e"? K,, (2ab em (16.42) 
a 


27d a? 
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例 16.24 由 例 16.20 及 例 16.21 给 出 的 .XV {Ky(b27)} RM (m Nu ar) 还 
可 求 出 


pe a? dz 1 1 iic v4 v—pnu 
Nal — JE, x)— s ——- den p 
/ (5) ul E 27ri ra? 2 2 


g —ioo 
v4du-—1 y—gu-1X . vü dv 
xT ( 2 ) T ( 2 sin 一 5 T TO 
E gebe . v—-pu dv 
ucro Nc 
1 Q ye H9 y v! v-2u X dv 
scc (Ns ( 
Xumxéj.. 4x 7; £9. TE 


E 二 [p^ Ko (2ab ei7/4) eim K,, (20e) : 
a 


(16.43) 


同样 , 由 .bi [m K,(a?2)) 及 .NH (N,íQ?2)), 也 可 求 出 


x g dz j oq qo v4alcu v-l-u 
1 n e EREPR NEL ge-ap[* rn ) pò ZTH 
/ (Z) Ur Set 2 2 


一 icoc 
v+u v—p 也 一 内 dv 
P T S 
i ( 2 ) ( 2 E 2 7 (ab) 


j Qj prs v—h dv 
TNCS T (v+u) (vp) cos tr 
2ni a? ri GHA Pioneer ns 
1 a’ -Hioo / / 


1 V v v-2u dv 
s [DR ydo) t 
Iri 2a? ] (5*4 2 4,098774 7 (ab 


lr. ; , 
= 一 三 [e^ "Ks, (2ab 7/4) ce" K,, (2abe- 9/4) 
a 


(16.44) 


例 16.25 将 例 16.20 一 16.24 中 的 积分 作 代 换 z = 1/ 又 可 以 得 到 一 系列 新 
的 结果 : 


oo 2 
T J, (£) J, (bx) dz = Tzu (2ab), (16.45) 
oc 2 
i N, (5) Ja (bm) dz = E [onat — Z Ka, (dab) 3 (16.46) 
TE. : 1 2 
f Jul 去) Nu (72) dz = 55 |Nou(2ab)+ £ Ka, (2ab) | , (16.47) 
b 


oo a? 3 1 
Nol — ) NL (52) de = — 7532, (2ab), (16.48) 
0 
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oo 2 
f K, (5) K, (0*2) dz = Kay (2ab), (16.49) 
0 E 
oo 2 
1 (t) K, (bx) dz 
— s [Kay (2ab ci7/4) - eim K,, (24b «74 : (16.50) 
oo 2 
n Ky (=) Ja (bx) da 
0 » 
ir. "m rd 
= M [e^ Ka, ab e7/4) ce m? K,, (20b e^) (16.51) 
一 a? 5 
K, pF N,(b x) dz 
0 " 
E z |e iun/2«., (2abeir/4) -e-inm/2 y. (2abe-*n/4)] , (16.52) 
oo ad 
/ x (£) K, (bz) dz 
Jo 7 
= -z [e Ka, (2ab /4) ce" mI 2K5, (20b «0/4 . (16.53) 


例 16.26 由 (15.21) 式 及 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1) 可 以 写 出 
A (z^ K, (2b? i 1,- Situs Dco r (Ha), 
同时 根据 (15.2) 式 , 有 
M 77173, aua) 


gpp -1 -1 
= —— accom (2) T (F -) sin (F -e 
® 2 2 a? 2 
i qnt I($) K, (20? x) dx 
0 


i I QAN2H 十 1 otioo v+1 v+1 
"ELLA 4 27 一 /一 7/27 世人 二 

27ri nb (z) Las E3 gor 

v v—i i v—1 dv 

s I (z) T ( 2 -u) Sin ( 2 “jx (ab)?v 

1 2-2-5/2 2u41 f? tico v4-1 v—1 
= T 工 | 一 -一 工 | 一 一 一 

mi mb (5) i v) ( 2 D ( 2 n) 


"PEE dv 
x sin( u)r TOEA 
作 变 量变 换 v = v//2, 则 可 导出 


所 以 


494 第 十 六 章 ”应 用 Mellin 变换 计算 含 柱 函 数 的 定 积分 


oo a? 2 
Y ge ips (£) K, (2b*x) dz 


A Gy Rr D)r(-u- 1) 


g'—ioo 


T (Z 3 dv 
sin 
4 "9 (ab)"' 


T 2 有 十 1 
一 (2) 2-4-1/2], 41 (2ab) K2,441(2ab). (16.54) 


例 16.27 同样 , 由 (15.10) NAR IH] LI (5777? Na yo(a?2)) 以 及 上 例 中 给 
出 的 A (o K, (25?2)), 可 以 推出 


oo a? 
f g PHAN piy (=) K, (2b?) dz 


s SH od tiu ME «rye v—2u—1 
|. 2mb \b E 元 2 2 


—ioo 


v+1 v+2u+1 .v—2u-—1 dv 
xr (5 ) DL ( 2 ) COS 2 T (ab) 


"ME o E TET 2971 
"Om mb E f (v) 2 


v+2u+1 v—2u—1 dv 
xT (=) cos 2 T (ab)? 


. d. Bus perm v lu 20H 
~ 92m mb Mb PEN 2 4 2 
v 2u+1 v 2u+1 dv 
r(2- 2) cos ( 2- 2 ) rs 
2-^ [n rayer 
272 (8) Nasa ub) Kousa (20b). (16.55) 


利用 (15.17) 式 给 出 的 


y Í p-e- 2 _ ov-u—5/2 —2v42u41p ( V. Z 一 2 一 1 
M {a BAR. ,41/2(0 而] -2 Wa ce ED r(;)r( I). 


也 能 求 得 


oo 
a 
/ zy oon.) K, (bz) dg 


二 


—ioo 


v--1 v--1 dv 
"CPP as 
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2 fr rg Appl poti -1 v+1 dv 
Bi T L. ror (与 -u)r ( 2 +n) (ab) 


Bobs T v! 到 v’ 20+1 y! 2u-4-1 dv 

2n b Vb ditis N2 4 2 4 2 j (ab)" 
2u41 " P 

ü ri (5) P aon? Ks ii(2abeir/4) Ks, 1 (2abe 17/4). (16.56) 


f| 16.28 类 似 于 例 16.26 和 例 16.27, 还 可 以 计算 得 积分 


oo 2 
g 2581/2 2 OK, (2022) dx 
ji T — =) u (25x) dx 


un me a? 2d dz 
=f l uum C3 [z 也 (2 号 zj] E 


2 
z-2n+IM2N ， La 二 ) Ku QU) di 
X 


$ 
2 nar Nea) [z PK (25^ ] m 
f 


Z-26+12K ， -aa 二 JN, Quz) dz 


2 
zd [e vey C3] [z 7^! N, (282)] dz 
0 级 z 


这 时 需要 用 到 


2v*u—3/2 Suidas 1 
M 27173, aya(a2a) 4 jy ZR n) sin" 


rÀ 
A {PN, _1/2( a27) )- aM ia icd -— r )r (F n) cos z, 
pa 3'( 
b^ 


T 


a (aR, ia(a? x) getaesm yedacs Spr zn +u), 


a 2 v4-1 v-4-1 
, —pn-41 2 = 
M [x7 Kr) = "( 3 (e 3 n). 


pute 2 (vcl v41 v4 
7 í..—H-1 2 = A AME MON 
"A N,(20?2)) re T 7 ) r ( z n) cos ( 5 u)r 


这 样 , 根据 (14.39) 式 , 并 应 用 工 函数 的 倍 乘 公式 略 加 化 简 ， 就 能 推出 


oo 2 
f DAS, uu) K, (2072) da 
0 


1 24-5/2 (p N?»7 potico 1 v4l vr dv 
EE ARUM, di PY -— Iu j 
人 
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oo . a? 
n sy, aa E) K, (2b'z) dz 


1 25-5/2 (pN?4-l potio v—1 7 十 1 vr dv 
Ne T Tr | 一 一 T 3 
2ri nb 4 Las v) ( 2 D ( 2 n) CoS 2 (abe 
ET 41/2 a? / 
T go ou Kj ( 5) N Ua) da 
0 T 
1 /bN 2 gn-7/2 
on (2) vnb 


prie v=1 v41 v—2u+1 dv 
x f T (v)r (7 tur (5-) cos 9 7 CHEA 


一 ico 


再 作 变 换 > = v'/2, 并 且 把 v EWWA v, 就 得 到 


oo 2 
n Jun" E) K, (2b?) dz 
0 zx 
i £F. 
| 2n Va rb 
BAIE G i) G 2) vr dv 
x PILAMILSS qp sm a e 
LL (2) 4 2 4 3 4 (ab)" 
2u—1 一 7/2 potioo - 
24 2u—1 21—1 
AN amas r(z)r EL LAN EE s 
2ni Va VAR Joa M AA 3 1" 


2u—1 2u—1 2u—1 2u—1 d 
x feos v Tt sin (i E jms P cos (9 e y" TOT 


JR foy 
ie (2) 94—1/2 [sin Im Jau- 1(2ab) + cos um Nay—1(2ab)| K»,, 1 (2a), 


(16.57) 


oo 2 
f aN, (E) K, (2072) dz 
0 


2u—-l ou—7/2 potioo z E 
E 1 b 2 / r 各 rí? 2u—1 rí | 2u—1 
27i Na Nr Jois 2 4 2 4 2 


2u—1 2u—1 2u—1 2u—1 
x feos H neos (* ie Jz sin E nsin ( p Jz dy 


2 4 2 2 


b 2u—1 
= cust (2) [sin un N5,, 1 (2ab) — cos um Joi (2ab) | Ka-1 (20b), 


(16.58) 
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+1/2 a? 2 
f g 4 K, 172 "E N,(2b w) dt 
0 " 
1 39 ye 
—— 25 mb (z) 
TAS y v 21 一 1 v 2gu—1 v 2u—1 dv 
xf r(r( 2 rG- 7 Jes( 7 )r ay 


2u—1 
-»esmYT(T) Nap- (2ab) Ka (20b) (16.59) 


4j 16.29 和 例 16.28 类 似 的 积分 还 有 
ti g UFZ] (£) J,(20?x) da 
1 —u+1/2 x p ; 


z 人 c" C31 [r1 J, (2b22)] -= 
由 (15.5a) 式 及 (15.2a) 式 , 有 


—2v-F2u—2 
A (2 "J, Qi) = 9 T (2) r CT 一 n) sin( 2H 


2n 2 
M fart yapala n} 


2vctu—3/2 


—1 —1 
= 2 me oido (5) T (与 +n) sin( 55e) 


-u) T, 


所 以 
Cg dns a J, (2022) dx 
? b —pn-4-1/2 " m 


1 b 2u—1 1 c4-ioo 9vcu—5/2 v vl v—1 
E ic = ——É——rizs)jr[(——]ri—— 
27i (2) T7888 T? n ( 2 ) ( 2 +n) 
eT v+1 : wl - v+1 " dv 
5 H|sn| 一 二 Bm Ue (ab)?v 
1 /bN?"-195-5/2 potico v—1 vti 
— Dri (z) 32b “5 Pe ( 2 n) "( 2 


x [cos(2u.— 1)rt— cos vn] 


dv 

(ab)? 

1 b 2u—1 2u—1/2 cd v! j v! | 29—1 p v! 2u—1 
2ni Va n3/2b Joio 2 à" $ 4 2 


- fai v'rN dv 
cos 2urt- cos 7, (ab 
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再 应 用 Mellin 变换 公式 ? 
A 173, (zei7/4) Ko2j_1 (zei7/4) eium, 1 (ze i7/4) Ka (se fn Y 
ES mi. v 2u—1 v 2u-1 : ovn 
就 计算 出 
oo 2 
4—2u4-1/2 a 2 : 
f gm apa : ) Ju (20x) da 


gu=i/2 pye ， , , 
(0 ymb A je ^7 Jau- (2abe7/4) Kau: (2abei7/4) 


a 
人 (16.61a) 
pP m 
27 "vm (b bd 上 i in 2 
= TIE. (2) i sin 2un le 2n J1-2, (2abe /4) Jo, 1 (2abe idi. 
—e-2un J1.2 2abe 17/4 Jo E" 2ab ci7/4 (16.615) 
H m 


816.3 ”三 个 柱 函 数 乘积 的 积分 
例 16.30 根据 (15.51a) 式 及 Mellin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 14.1), 有 
M (23J,, (2ax)K, (2ar)} 
we 
© (16.60) 式 的 证 明 如 下 : 由 (15.51b) 3X, 有 
AM (a, (2) Kay-i(2)) = Pr r (7+1) r ( a) cos (7 u)r 


T 2 
再 应 用 $15.1 中 ( 见 448 页 ) 介绍 的 延 拓 方 法 ， 就 得 到 
M aua (zei™/4) K2u_1 (zei™/4)} 


pea 2u—1 2u—1 ; 
= r(Z)r z + ee erirw/4cos( 二 -Am 
c 2 4 2 4 2 4 


M asa (ze7i7/4) Ko,—1 (ze) 


E um. v 2u-1 v 2u-1lY ig) v 
= r(z)r(£: 2 GG 7 ) 。 * cos( 7 - u)me. 
Xt 354) I3 e—i^7 和 ein, 再 相 加 ， 即 可 证 得 (16.60) 5X. 
Q 这 个 结果 也 与 I. S. Gradshteyn 和 I. M. Ryzhik Æ Table of Integrals, Series, and Products 一 
书 中 收录 的 结果 (MZE 689 页 公式 6.591 6) 不 一 致 . 作为 (16.61b) 式 的 特殊 情形 : u= 1/4, 其 结果 与 
(16.45) 式 一 致 . 这 或 许可 作为 此 结果 正确 性 的 佐证 . 


816.3. ”三 个 柱 函 数 乘积 的 积分 


499 
又 根据 (15.3a) 式 及 Mellin 变换 的 基本 性 质 , 得 


tue) T (1) r 8) i-r 
所 以 就 能 够 得 到 


L z?J, (2az)K, (2az)J, (1?) dz 
0 


+i : 
- Ims à i 90-)/24- (-3)p (=) T (24) r (7 3 
cg —ioo 


4 2 
, /vi3 p l-v u l—v pW\. fl-v pu 
一 一 一 二 |n- T| —— +> TT 
«sin ( 1 Jr ( 1 +) ( 1 z | 5m 1 7 dv 
ji 1 CI 十 ice 2 十 3 
za de 9(1-v)/2 =w+3)p NER dv. 
2ni 32 te 2 4 


令 2 十 3 = 2v, 则 会 计算 得 


= 3 2 1 l PU / 2|—v' / l 一 2a2 
a2*Ju(2az)K, (2az)J,(x^) = EA MEM I: (v^(2a^)-" d= 1° f 


(16.62) 
例 16.31 根据 (15.3a) 式 及 (15.58b) 式 , 并 应 用 表 14.1 中 给 出 的 Mellin 变换 
的 基本 性 质 , 可 以 写 出 


M (xJa, (40z)) = Zins 2 Bim c em) T c -24) sin cC 
atu) sat (2) (374) r Gi) ro) i) 
于 是 就 能 得 到 


4 
1 i zK, (z?)1, (2?)J4, (40x) dz 
0 


1 1 DE SENE a ppi v+1 .fv41 
cG HINC 
利用 工 函数 的 倍 乘 公式 及 互 余 宗 量 定理 , 还 可 以 将 上 式 化 为 


n zK, (z?)I, (z?)J4, (4b) dx 
0 
1 1 


cio /14yv lu v41 
ien]. de "( 4 Jer Hi) 
r(-a)s (e n)a 


brt’ 
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作 变 换 v+1 = 2 ， 即 得 
J zK,(z?)I, (z?)J4, (Abx) dz 
0 
1 1 aiso V 1 一 7 v! 
2i 1673/2 L ( 2 ) n ( 2 -) ( 2 +u) 
v! ] v! dv 
xT g Hs goH "s 


一 TKa) 0). (16.63) 


f) 16.32 根据 (15.26) Æ (15.21) 两 式 以 及 Melin 变换 的 基本 性 质 ( 见 表 
14.1)， 有 


gu T (v/2)T (u4-v/2) 


uii ao CE 2/n T (1--)/2)T (1X — v/2)' 
M (x Ko(b?z)} = 27715722 p (^) T (5) 
所 以 
a TEME dz 
-人 
= -amp |... ror (G+ TF) a(g -a)n a 
- ES Ja, (2ab) K2,, (2ab). (16.64) 
类 似 的 结果 还 有 


P (F) wo da 
-Tr 
eto (s (3 3p dv 
ELA Wr (zta) r (3- "T 


-2 7 Ka, (2ab e/*/4) K;, (2ab e717/4). (16.65) 
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最 后 一 步 用 到 了 (1561) X. 
例 16.33 用 与 例 16.32 相同 的 方法 还 可 计算 积分 


oo 2 2 
f HW (£) HO (Eea dz. 
0 T HH 


根据 (15.30) 式 以 及 由 (15.52). 导出 的 .5 {zJo(ozz)}， 就 能 计算 得 


oo 2 2 
/ HO (£) Ho» (£) Jo(b32) dz 
0 HH T 


-rr (E)r Grr- 


xT v4l r v+1\ . vl dv 
sin T 

2 2 |° 2 (ab) 

1 cosum foti V v dv 

-A Tror) cii 
2mi nb [a (v) (5*4 2” 

. 16 cos ur 

(m op 


Kop (2ab e/*) Kop (2abe 7/4). (16.66) 
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例 16.34 利用 (15.3b) 式 的 结果 , 根据 (14.37) 式 , 可 以 写 出 


T J laz) Ju41(x) dz 
0 


E abe s T(ur)/2) — , , P (Llu -v)/2) dv 
2m Jaio ^ Dü-(u-s0)2) ^ T(-(u-v)/2) a 


L pé 3 gp 
E TH pv a 
这 里 的 积分 路 径 应 满足 o >u. 为 了 计算 出 这 个 积分 值 , 需要 补 上 辅助 路 径 以 构 
成 闭合 围 道 而 应 用 留 数 定理 . 车 a > 1, 应 补 上 右 半圆 , 这 时 被 积 函 数 在 围 道内 无 
奇 点 , 且 当 半圆 弧 的 半径 趋 于 oo 时 , 沿 半圆 弧 的 积分 值 趋 于 0, 故 上 述 积分 值 为 0; 
车 0 < a < 1,， 则 应 补 上 左 半 圆 , 这 时 当 半 圆 弧 的 半径 趋 于 oo 时 , 沿 半圆 弧 的 积分 
值 仍 趋 于 0， 但 被 积 函数 在 围 道内 有 一 个 奇 点 (一 阶 极点 v = 一 4)， 故 上 述 积 分 值 
= a"; 当 a=1 时 , 则 应 取 左 、 右 极限 的 平均 值 1/2. 因此 , 最 后 结果 就 是 


a^ , 0 «a «1, 
s j! 
/ Ji(oz)Ji)dr-2 42, — aci (16.67) 
0 
0, à m 此 
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例 16.35 计算 积分 fu - Jolaz)]Jo(br) Č. 
0 
AR 首先 要 求 出 U(w,a) -[—5e2) 容易 看 出 


v—1 i — 
SLAR =M (Ji(az)) = E ur (Fhe E) sin” : 


T 


所 以 


m v—1 E a 
af: E rS SEL "x f a7" ds 


2-1 al- 1 e E 
m aen JEJE Jsa” m, -1<Rev<1. (16.68) 


m l—-v 2 


根据 (14.37) 式 , 我 们 现在 就 有 

fe -Jo(az)]Jo(bx) Ë 
aa A 
“wr 
-xm[.£ rey 


g —1o0 


li c -rioo 1 a 1—» 
= -一 二 dv. 
2ni Jois ass GJ i 


考虑 到 A (Jo(br)) 的 成 立 条 件 是 0 < Rev < 3/2. 因此 上 述 积分 的 积分 路 径 应 位 
CT -1«Rev «1 5 0 « Re (1—v) < 3/2 的 公共 区 域 ( 即 -1/2 < Rev « 1) FN. 可 
以 用 留 数 定理 计算 出 这 个 积分 . 25 a/b > 1 时 , 应 补 上 右 半圆 ,考虑 到 围 道 为 顺 时 
针 方 向 , 故此 积分 值 即 为 被 积 函 数 在 奇 点 v = 1 (二 阶 极点 ) 处 留 数 的 负 值 ， 即 


[| axons E X O 


; Tsi; (16.69a) 


b 


a 
=l — 
u 


vcl 
当 (a/b) < 工时 , 应 补 上 左 半圆 , 而 被 积 函 数 在 右 半 平面 无 奇 点 , 故 
LL [1 —Jo(az)]Jo( (hx) — 0, : <1. (16.69b) 


例 16.36 同样 可 以 计算 积分 [i [1 — Jo(aa:)]J1 (bz) je 


T2' 
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[| -wanta f a 


0 T T 


Iai [Ge . v-1 
gcc sin T 
2ni4m? J, ij l—-v 2 2 2 
1— 1 1 
xer ( z-)r( 2) sin adv 
t g fra 4 v=] 1 十 ES bU 
pe e r T E Pd 
E. 1-v ( 2 ) ( 2 ) sin 2 (2) » 
1 T a b^" 
= — dv. 
2ni Jasio (v—1)?(v- 1) Na 


仿照 例 16.35， 可 以 决定 此 积分 路 径 应 位 于 区 域 -1 < Rev < 1 内 . 仍然 可 以 采用 
用 留 数 定理 计算 此 积分 . 当 b/a > 1 时 , 应 补 上 左 半圆 , 于 是 积分 值 即 为 围 道内 奇 
A v= -1 (一 阶 极点 ) 处 的 留 数 ， 即 


j dr afb\™ 1a? b 
i (1 —Jo(az)]|J: (bz) r Ro ( ) = A I (16.70a) 


X b/a < 1 时 , 应 补 上 右 半圆 ， 积分 围 道内 有 了 唯一 奇 点 v = 1 (二 阶 极点 )， 因 此 积 
分 值 即 为 该 点 处 留 数 的 负 值 ， 即 


oo dz d a b | 
1 [1 — Jo(az)]J1 (bz) 75 = 25) 


b a b 
-1 (121 2) I (16.70b) 


例 16.37 计算 积分 l Jà(ax)Ji(bz) dz, $F a0, b 0. 
0 
根据 (15.24b) 及 (15.3a) 两 式 ， 有 


4 (882) = iar E (Gr Ge oe Reve 


golpe v4.1 v—1N . v—-1 
AM (Ji(bx)) = - "( 5 y( ^ ) sin z ™ —1« Rev < 3/2, 
因此 有 
i Jè (ax)Jı (br) dx 
0 
L- 3 HER TH v v l—-v\ . vn, by” 
"eem r(5)r(2)r-3)r( 2 ) sin giu) 9 


1 1 [. LP Q Yu, 


— 2ni Vib Jaio v TF (1—v/2) \2a 
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这 里 的 积分 路 径 应 该 在 0<r <1 及 -1<1-c<3/2 的 公共 区 域内 , 即 0<c<1l 
内 . 应 用 留 数 定理 计算 此 积分 . 当 b/(2a) > 1 时 , 应 补 上 左 半 圆 , 被 积 函 数 在 围 道 
内 只 有 一 个 奇 点 ”= 0, 所 以 

1 


n J&(ax)Ji(br) dz = p b > 2a. (16.71a) 
0 


24 b/(2a) x 1 时 , 应 补 上 右 半圆 ,这 时 在 围 道内 有 奇 点 > = 2n-1,n = 0,1,2,- 故 
T MEC 1 IT((1-v)2),;b* 
n Jo(ax)Ji(bx)dz = E lom = "Eucent ad j 
u 1 1 1 (一 1)"+12 b 、2m 十 1 
vnb 2n - 1 P (7n + 1/2) n! (3) 


| 1 2«&r(n«1/2 1 b 281 
本 mu 2. n! Secr 


2 . b 
= Xp On. b « 2a. (16.71b) 


v—2n--1 


例 16.38 对 于 积分 广 zjJo(az)No(az)Jo(pz)dz， 因 为 根据 (15.26) 和 (15.5a) 
0 
CE A 
77 id v v v l—v gt jy 
4 usos) - - eat (5) r3) r (3) (C) m n 
eun eor Gr) 2) 


所 以 


| zJo(ax)No(az)Jo(bx)dx 
0 
scm]. u u 
x sin LT (1-z)r (1-2) si» (1-2)« (z) dv 
mar a r eT a) 


其 中 1/2 < Re v «2. 为 了 计算 在 复 平 面 上 的 这 个 积分 ?,， 当 b/(2a) > 1 时 , 应 补 
上 左 半 圆 , 这 时 被 积 函 数 在 围 道 内 有 奇 点 v= 一 2n, n = 0,1,2…， 留 数 为 


2 1$ 72a” 
Sr (n+3) (F) i 


G 直接 与 例 15.27 或 例 16.3 中 已 经 给 出 的 NM { 22] 相 比较 ,当然 也 会 得 到 同样 结果 . 
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因此 
oo T (n4-1/2) f 2a x 
1 zJo(ax)No(az)Jo(bx)d - PR nl 3 
1/2 
__2 20V] UE PT Eu 16.72 
— Tn b mb /b2 —4a2' 2a UE) 


Z3 b/(2a) < 1 时 , 应 补 上 右 半 圆 此 时 被 积 函数 在 围 道内 解析 (> = 2n--1 为 可 去 
Au). 所 以 义 有 
zJo(az)No(ax)Jo(bzx) dx = 0, SL (16.72b) 
0 2a 


例 16.39 根据 (15.58) 及 (15.5a) 两 式 ， 有 
M (uoc) az) = esr (5)r (5) r (2) r (72) sn (5-2)7. 
AM (x Jau(br)) = 2 ir (3e) r (225-4) sin (E-un) 
所 以 
i z I, (ax)K,(az)Jo, (bx) dz 
0 
ease y —v v 
= 
x 了 (To 
ema yy —v à 
z inp IL. Fir (5 ) (z.) dr, 


这 里 的 积分 路 径 应 满足 1/2 < Rev < 1. 同样 根据 留 数 定理 可 知 ?, 当 b/(2a) > 1 
时 ， 此 积分 值 应 等 于 积分 路 径 左 方 诸 奇 点 处 的 留 数 和 ， 此 时 奇 点 为 y ——2n,n- 


0,1,2,… ( 均 为 一 阶 极点 ), 留 数 为 r C90) , 因此 


un (az)K, (ax)J2, (br) dz = J E Dr (nt i cu 


Sa gar en AE * sd (16.73a) 
NT b — b V2+4a2 2a : Lin 


@ 当然 也 可 直接 援引 本 书 第 十 四 章 中 例 14.7 的 结果 ,从 而 写 出 最 后 结果 . 
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当 b/(2a) < 1 时 , 此 积分 值 则 应 等 于 积分 路 径 右 方 诸 奇 点 处 留 数 和 的 负 值 , 此 时 奇 
点 为 了 = 2n 十 1, n-20,1,2,--- ( 亦 均 为 一 阶 极点 )， 留 数 为 


e r3) . 


因此 又 可 求 得 
" 55 _ 2n41 
" z I (ar)K,(ax)Jo, (br) dr = onmi 25 S: E (n+3) (z.) 
n-—0 » 


31 1/2 
"| (s) Pc T (16.73b) 


~ 2a 2a " bytia 2a 


和 前 几 个 例子 不 同 的 是 ,尽管 在 计算 积分 时 需要 分 别 考虑 b/(2a)> 1 & b/(2a « 1 
这 两 种 情形 , 但 所 得 的 积分 值 却 完全 相同 . 


10. 


11. 


12. 
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Neumann 函数 83ff 
Whittaker 函数 82, 83 
不 完全 工 函数 82 
超 几 何 函 数 79, 80 
广义 Laguerre 函数 
合流 超 几 何 函 数 81 
连带 Legendre 函数 80 
抛物 线 柱 函 数 。” 82 
虚 宗 量 柱 函 数 83f 
指数 积分 82 
柱 函 数  130f 

解析 函数 的 寡 级 数 展开 

448, 459 

卷 积 — 113, 134, 364, 419 
Bessel 函数 的 一 A19ff 
Fresnel 积分 的 ~ 419 

卷 积 型 积分 的 Mobius R — 134 

113ff 


81, 82 


29ff, ATff, 9Aff 


D 函数 117 
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Bessel 函数 124ff Legendre 多 项 式 44 
Laguerre 多 项 式 117 生成 函数 44 

Lommel 函数 122 微分 表示 44 

Möbius 反 演 系数  113ff | Legendre 函数 — 433, 435, 458 
Neumann 函数 129ff l'Hôpital 法 则 4, 363, 407, 429 
倍 乘 公式 的 Möbius 反 演 123 Lobachevskiy 函数 287 

不 完全 工 函数 125 Lommel 函数 122 

超 几何 函数 120, 123, 124 Looman-Menchoff 定理 13 
合流 超 几 何 函数 。 121, 122 | 连带 Legendre 函数  56f, 124 
连带 Legendre 函数 119 

球 Bessel 函数 116 M 

虚 宗 量 柱 函 数 — 131 Mellin 变换  423f 


Legendre 函数 的 ~ 433 


L 初等 函数 的 一 423, 426ff, 457ff, 461ff 
Lagrange 展开 公式 43ff 存在 的 常用 条 件 423 
Lambert 的 W 函数 46 定义 423 
Laplace 变换 10, 391, 397ff ”基本 性 质 425 
Bessel 函数 的 一 405, 420 卷 积 公 式 — 4368 
Fresnel 积分 的 一 404ff 收敛 横 标 423 
Laguerre 多 项 式 的 一 403 超 几 何 函 数 的 一 435 
一 的 反 演 10, 406f 合流 超 几何 函数 的 一 435 
一 的 卷 积 定理 —— A10ff | ER Bessel 函数 的 一 446 
~ 方法 解 Besse 方程 ” 410ff | BREER ~ 448 
初等 函数 的 一 397 虚 宗 量 柱 函 数 乘积 的 一 453ff 
正弦 积分 的 一 402 虚 宗 量 柱 函数 与 初等 函数 乘积 的 一 
余弦 积分 的 一 402 455, 456, 457 
正则 半 平 面 397 余 误 差 函 数 erfcz 的 一 。 433 
正则 横 标 397 正弦 积分 的 一 433 
像 函 数 的 必要 条 件 。 413ff 柱 函 数 的 一 445f 
像 函数 的 充分 条 件 416 下 柱 函 数 乘积 的 一 4498 
Laplace 积分 391ff 柱 函 数 与 初等 函数 乘积 的 一 451, 456 
一 的 解析 性  395f 柱 函 数 与 虚 宗 量 柱 函数 乘积 的 一 454f 
绝对 收敛 半 平 面 393 Mellin 变换 应 用 于 计算 定 积分 。 437ff, 458, 
绝对 收敛 横 标 393 460ff, A77ff 
收敛 半 平 面 394 D 函数 的 积分 。 441 任 
收敛 横 标 394 Legendre 多 项 式 与 Bessel 函数 乘积 的 积分 


Laurent 展开 309, 312, 391, 409 458 


初等 函数 的 积分 

积分 值 不 连续 的 情形 

虚 宗 量 柱 函数 乘积 的 积分 
494, 500 

虚 宗 量 柱 函数 与 初等 函数 乘积 的 积分 
457, 480, 484, 486 


43Tff, 460ff 
501ff 
490, 493, 


柱 函 数 乘积 的 积分 。 482, A86ff, 497. 
501ff 

柱 函 数 与 初等 函数 乘积 的 积分 。 456, 
ATTE 


柱 函数 与 虚 宗 量 柱 函 数 乘积 的 积分 
491, 499ff, 505ff 
Mittag-Leffler 定理 236 
TRAAK 25 
Cauchy-Hadamard 公式 25 


N 


Neumann 函数 77f, 83ff, 129ff, 447, 450ff, 
455, 459ff, 468, 475 


P 


Parseval 公式 336, 339, 358 
Poisson 分 布 函 数 423 
Poisson 公式 344 
v 函数 20ff, 52, 69 
一 的 渐 近 展开 20 
一 的 寡 级 数 展开 
一 的 奇 点 309 
导致 ~ 的 积分 。 20ff, 205, 213ff, 279, 
281ff, 285ff, 290, 292ff, 303ff, 322, 432 
导致 ~ 的 级 数 319, 329 
含 一 的 级 数 288, 298ff, 302f, 323ff 
抛物 线 柱 函 数 64f, 75f 
平均 收敛 338, 3438 


307, 309 


Q 


SUS THEE 91 


ER Bessel 函数 116 


R 


Riemann 已 -方程 
Riemann € 函数 


112 


117ff, 288(T, 298tf, 


307ff, 316 
S 
生成 函数 ” 33ff, 39, 42, 44, 47, 228, 261 
T 
Taylor 展开 29ff, 47ff, 94ff 
Taylor 展开 公式 的 变型 69ff 
Bessel 函数 TÉ 
D 函数 69 
Gegenbauer 函数 T3, 14 
Hermite 函数 76 
Jacobi 多 项 式 73, 74 
Legendre 函数 T3, T4 
Neumann 函数 7T8ff 
v HX 69 
Whittaker 函数 76, 77 
不 完全 工 函数 758 
超 几 何 函 数 72 


广义 Laguerre 函数 75 


合流 超 几 何 函 数 75 
抛物 线 柱 函 数 76 


虚 宗 量 Bessel 函数 T8ff 
指数 积分 — 76 

Taylor 展开 公式 的 特殊 形式 
T 函数 52 
Gegenbauer 函数 57ff 
Hermite 函数 65 
Jacobi 多 项 式 58ff 
Legendre 函数 55ff 
了 函数 53 
Whittaker 函数 66ff 
PEET Ağ  64f 
JLP  53# 


51ff 
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广义 Laguerre 函数 63ff 
合流 超 几 何 函 数  60f 
抛物 线 柱 函 数 64 


Weierstrass 函数 2 

Whittaker 函数 66tf 

Wroński 行列 式 93 

无 穷 级 数 19 
Abel 定理 29, 342 
Abel 收敛 因子 法 28 
Cauchy 判别 法 25 
d'Alembert 判别 法 25 
Weierstrass 1M 一 检验 法 336 


绝对 收敛 5f 

收敛 5f, 19 

收敛 区 域 6 

~ KJ Abel 和 29, 3438 

— 的 Cesaro 和 28, 342ff 

X 

虚 宗 量 柱 函 数 389, 448 

积分 表示 389 

虚 宗 量 柱 函数 的 积分 454, 480, 484, 486, 
490ff, 505ff 

两 个 虚 宗 量 柱 函 数 乘积 的 积分 。 490, 493, 
494 

三 个 虚 宗 量 柱 函 数 乘积 的 积分 500 
虚 宗 量 柱 函数 与 初等 函数 乘积 的 积分 
480, 484, 486 

柱 函 数 与 虚 宗 量 柱 函 数 乘积 的 积分 


491ff, 499ff, 505ff 


Y 


引 理 136ff, 174, 224, 225 
Jordan 引 理 8, 9, 136£, 418 
补充 引 理 174 


KAISE ^ 136 

小 圆 弧 引 理 。 136 

有 限 远 处 出 现 本 性 奇 点 224, 225 

| 应 用 留 数 定理 计算 定 积分 。 8, 140ff, 180ff, 

224ff 

半圆 形 围 道 1441, 163, 166ff, 182ff, 
188, 190ff, 200ff, 216ff, 225ff, 322 

180ff, 238ff 


| 多 值 函 数 的 积分 
含 arctanz 的 积分 217ff 
含 Insin6,Incos0 的 积分 
287ff, 289ff, 303ff 
F Intan0 的 积分 
| 非常 规 方式 248f 
积分 围 道上 有 一 阶 极点 142, 150f, 
159ff, 238, 241ff, 246ff, 253 
进一步 演绎 出 的 结果 263m 


矩形 围 道 152, 159, 161, 165, 259 
扇形 围 道 150, 314, 315 
哑铃 形 围 道 185 
有 限 远 处 有 本 性 奇 点  224f, 263ff， 
275ff 
瑞 形 围 道 180, 186, 189, 318 
| 圆 形 围 道 —— 140, 197tf, 204, 207ff 
余弦 积分 。 356ff, 362ff, 402 
Z 
正弦 积分 。 341, 356ff, 362ff, 402 


柱 函 数 的 积分 。 ATTE 
积分 值 不 连续 的 情形 501 


两 个 柱 函 数 乘积 的 积分 。 482, 480ff, 
497, 501ff 

| 三 个 柱 函 数 乘积 的 积分 。 501, 503ff 
柱 函 数 与 初等 函数 乘积 的 积分 。 456,， 
ATTE 
柱 函 数 与 虚 宗 量 柱 函 数 乘积 的 积分 


491ff, 499ff, 505ff 


206ff, 282, 


200, 204ff, 279ff 
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